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Capitulo 7 - Estimacéo por intervalos
7.1 Intervalos de confianca

Para além duma estimativa pontual de un
parametro é, em muitas situacdes, important
disp6r de alguma forma de intervalo que indique .
confianca que se pode depositar na estimativ
pontual.

Um intervalo de confiancgl.C.) para um
parametro desconhecidbé do tipo

|<f<u,

onde | eu dependem do valor observad®
(estimativa pontual), e da distribuicdo por
amostragem da estatisti€ usada para estimé.
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Nota o I. C. I <6<u é chamaddilateral Em
alguns casos pode ser mais importante um interva
unilateral (superior ou inferior) do tipo

<8, intervalo inferior

6<u intervalo superior

7.2 Intervalo de confianca para a média,

variancia conhecida

X populacéo tal que:
E(X)=u  (desconhecido)

V(X)=0* (conhecido)

(X,...,X,) a. a. de dimens&o

[ =X (estimador pontual dg)
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Sabemos ja que

_X-u N(0,1) seX ~ N(u,0?)
g/~'n \ T N(0,1) seX gq en grande

onde o cas&X qq € justificado pelo T. L. C.

Distribuicéo dez:

a/2 al2

Podemos determinar pontese b, tais que

X-u O
Pb< < =1-a-=
@’ o/n g 9Ty

ondea=0ey=1.
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Para minimizara—b deve ter-sé = —a.

coma: P(Z>a)= >
X-u

— chama-sevariavel aleatéria
o//n

Nota: a Z=

fulcral (deve ter distribuicdo conhecida e depende
apenas do parametro desconhecido).
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o ) L.
% a— X+a\fE € um intervalo aleatoério,

quando substituimoX por X (valor observado da
média duma amostra aleatdria) passamos a ter L
intervalo concreto chamaduervalo de confianca

Definicao (Intervalo de confianca para a meédia
com variancia conhecidfaSe X for a média
observada duma amostra aleatéria de dimensac
duma populacdo normal (ou duma populacé
gualquer desde que grande, mas nesse caso C
intervalo é apenas aproximado) com variancii
conhecidac?®, um intervalo de confianca a
100% (1- a)% parau é dado por

. .G .. a
X-a—<u<X+a— coma P(Z>a):E
vin

Vn

(oua=z,,, na notagdao do Montgomery).
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Interpretacao:

* NAao podemos dizer que: pertence ao
intervalo de confiangca com probabilidade
1-a;

* 0 que podemos dizer € que se fizermos ur
grande numero de intervalos nestas condi¢cfe
aproximadamentel00x (1-a)% desses
intervalos conterao de facto o verdadeiro valo
de u (que permanece desconhecido), € est
ideia que é traduzida por "confianca".

Notas:

1) O comprimento do intervalo de confianga est:
associado a precisao, quanto menor for «
comprimento mais precisa é a média.
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2) Se diminuimosa, isto é, aumentarmdk- a
(grau de confianca), mantendofixo, a vai
aumentar e consequentemente o comprimen
do intervalo. Nao € possivel fazer=0 pois
nesse casa = +o.

3) Quando aumentamos, mantendoa fixo,
diminui o comprimento do intervalo.

4) Qual deve ser a dimensao da amostra para q
se tenha um dado erro méaximo (com confiang
fixa)?

Para termos uma confianca 8@0x (1- a)%
em quelX — y|< E deve ter-se

_Rorf

00 (visto queE = E).

vn

(quandon néo der inteiro arredonda-se por
eXCcesso).
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Exemplo: X ~ N(u, 02) como =1.
a) uma amostra aleatéria de dimenséo 10 conduz

a X =10.1. Calcular um intervalo de confianca a
95% parau :

a=0.05< P(Z>a)=0.025<-
- P(Z<a)=0.975~ a=®™(0.975 =196

Logo o intervalo pedido €

1

01-196x——
é V10’

1o1+196><—H [9.4810.72]

b) Qual deve sem para que se possa garantir com
95% de confianca qu& — | < 0.257?

R L (e

Respostan = 62.
0025 O P
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7.3 Intervalo de confianca para a diferenca de
duas médias, variancias conhecidas

X,, populaggo 1, con(X,) =y, e V(X)) = o7
(conhecida)

X,, populacgo 2, conk(X,) = u, e V(X,) = o3
(conhecida)

(X, e X, independentes)

a. a. da populagéo(]é(n, ) S xinl) com média

n

>_(:|=1
toon

a.a. da popula(;éo(Z(21, Xopre-es Xan) com media

3%

n,

X, =
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(e a a.a.(Xll, Xlz,...,Xinl) é independente da a.a.
(X21' X221---1X2n2) )

Como construir um 1.C. 400x%(1-a)% para
M~ M, ?

Nota: um intervalo deste tipo é Gtil para comparal
duas experiéncias ou dois métodos.

O estimador pontual dg, — u, é X, — X,.

Ja sabemos que se)(1~N(u1,af) e se
X, ~ N(u,,0%) entéo

2 2
X, ~ N%Jl,%E e X, ~ N%l &E pelo que
— __ _ O'l 2
X Ng'l /12’ + %2 n, E

10
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logo a v.a. fulcral é:
(>_<1 - )_(2) - (IJl - ,le) _
Jfff N
L n

Notas: a distribuicdo anterior também ¢é valida,
aproximadamente, parX, e X, com outra

Z= N(0,1)

gualquer distribuicdo, ndo necessariamente normz
desde quen, e n, sejam elevados (pelo T.L.C.)

Fazendo, do mesmo modo que na secg¢éo anteriol

a

P(-as<Z<a)=1-a, comP(Z>a)=—

obtém-se um I.C. 400 (1- )% paray, — U,:

| -2 2 [ 42 2
X -%-a, %+ %z g ra B O
\n n, \n nE

11
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Notas: Mantém-se as notas 1) 2) e 3) da secc¢é
7.2, relativas a interpretacdo e variagcdo di
comprimento do intervalo.

4) Dimenséo da amostra tal que

‘()_(1 - )_(2) - (Ul

de confianca ?

~ 11,)| < E com100x (1~ a)%

N&o tem solugéo Unica pamae n, gerais, mas
se quisermos), = n, = n obtém-se

_ ngz(
Ue

2 2
o (ot +a2)

12
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7.4 Intervalo de confianca para a média de
uma populacdo normal, variancia
desconhecida

X populacéo tal que:

E(X)=pu  (desconhecido)

V(X)=0* (desconhecida)

(X....X,) a. a. de dimens&o

[ =X (estimador pontual dg)

Nao se pode usaZ =—~-— porque o ¢é
p a/ﬁ porqg

desconhecido. Um procedimento l6gico consist
em substituircg por S (desvio padrdo amostral), ou

. , X— U
seja, em considerar av. a. fulcpgj—.
A/n

13
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Mas qual sera o efeito de fazer isto? Nao é
mesma v. a.! Qual a sua distribuicdo?

Sen for grande (> 30, em geral) pode mostrar-se
que o efeito é pequeno e tem-se

=X 7H_No,0),

2= g

quer paraX -~ N(u,az), quer paraX qualquer
(com E(X)=u e V(X)=0?%). Ou seja, o I.C.
calcula-se exactamente como na Seccéo 7
substituindoo pors (desvio padrao amostral
observado).

Se n< 30 o problema nao é soluvel no caso gera
(isto €, desconhecendo o tipo de distribuicdo d
populagdo). Sex ~ N(u,az) 0 teorema seguinte

fornece o resultado que se pretende.

14
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seey n

Teorema: Seja(X,,...,X,) uma a.a. duma
populacédoX ~ N(u, 02). A variavel aleatoria

_X-H

Sn
tem distribuicdot com n—1 graus de liberdade
(T ~tn—1)'

T

Notas:
1) Uma v.a. com distribuicdd tem funcéo de
densidade de probabilidade

_(k+1)/2] 1
)= T (k2) a2

x22
+7
@ kH

ondek >0 € o numero de graus de liberdade
Pode mostrar-se que 3e~t, entdo

E(T)=0 (k>1) eV(T)=k/(k-2) (k>2)

15
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2) Funcao Gama

+00

r(r)= Ixr‘le"‘dx, r>0
0

ser inteiro [(r) =(r —1)!. Esta funcédo pode
ser vista como uma generalizacdo do factorie
(definido s6 para inteiros) aos reais positivos.

3) Representacao gréafica

()

4) E facil ver que quandi — +oo

1 ¥
- ——e? (fd.p.deN(0,
ot o (dp.deN(O.1)

f(x)

16
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5) Os percentis da distribuicépy encontram-se

tabelados
Tabelas da disciplina: No livro:
q
ka | bk
P(T < tk’q) =q P(T>t,,)=
tk,l—q = _tk,q t1—01,k = _ta,k

Voltando a constru¢édo do I.C. e procedendo d
forma habitual:

D

"ges

><I
. |
‘s:

Ezl—a =

17
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S
c»P U —d=1-a
H % f n%
coma: P(T>a):%.

Obtém-se entdo o I.C. para a média de um
populagéo normal com variancia desconhecida

X—a—<uU<x+a

5w
5o

Observagoes:

1) Ainterpretacdo é semelhante a que foi feita er
7.2.

2) Se a diminuir, comn fixo, aumenta o
comprimento do intervalo.

18
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3) Sen aumentar, coma fixo, espera-se que
diminua o comprimento do intervalo, mas nac
ha certeza, posvaria de amostra para amostra.

4) Determinagao da para um dado erro (coim
fixo):

- _psrf
X-u|<E < N=HED
Dificuldades

i) a também depende de Solucéo resolucéo
por tentativa-erro.

ii) s & desconhecido antes de se ter a amostr
Solucéo obter uma amostra preliminar para ter
uma ideia do valor quepode vir a ter.

19
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Exemplo: Considere-se uma v.&X ~ N(,U,GZ).

Uma amostra aleatoria de dimensao 10 conduziu
Xx=101 e s=12. Calcular um intervalo de
confianca a 95% para.

a=0.05< P(T>a)=0.025-
= P(T<a)=0.975< a=ty,q;=2.262

I-C-QS%(U): %_ T X+ %E

Logo o intervalo pedido €

|.Cgpe (1) = %0.1— 22625 % 101+2, zazﬁg_

=[9.4810.72]

20
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7.5 Intervalo de confianca para a diferenca
entre as médias de duas popula¢des normais,
variancias desconhecidas

X,, populaggo 1, con(X,) =y, e V(X)) = o7
(desconhecida)

X,, populagdo 2, conk(X,) = i, e V(X,) = o2
(desconhecida)

(X, e X, independentes)

a.a.da populagéo(])(ll, ) ST Xlnl) com media

Z Xy z (xll - )_(1)2

X ==L evariancia § ==L
% n 3 n-1

a.a.da popula(;éo(Z(Zl, ) ST Xan) com média

Ny Ny

X, (X = %)
X, = %—22 e varianciaS, = Zn:——lz

21
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(e a a.a.(Xll, Xlz,...,Xinl) é independente da a.a.
(X21' X221---1X2n2) )

Como construir um 1.C. 400x%(1-a)% para
M= M, ?

Quandoo; e g eram conhecidas usava-se a v.a
fulcral

(>_(1_ 2)_(Ul_u2)~
Jﬁ+¢
n n

Sen, >30 e n, >30 pode-se substituio? por §
e o por § obtendo-se

N(0,1)

Z:(K_Xz)_(ﬂl_“2)~
§,8
\non

N(0,1)

22
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2

quer paraX, ~ N(ul,al) e X, ~ N(uz,ag) quer
para X, e X, com outra qualquer distribuicdo.

Entdo um I.C. calcula-se exactamente como n
Seccdo 7.4, apenas substituindd por s° e g7

por <.

Quandon, <30 ou n,<30 o problema s6 tem
solugdo no caso em qué& ~ N(ul,af) e
X, ~ N(uz,a§) € mesmo assim para se obter um:

v.a. fulcral com distribuicdo exacta € necessari
supor que (embora desconhecidas)= o> = 0°
(esta suposicao € razoavel em muitas situaco:
reais, e além disso pode ser testada).

X, =X, continua a ser o estimador pontual de
Hy — K

23
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e tem-se ainda que

Vai ser necessario estimar’. Um estimador
natural obtém-se combinando as duas varianci:
amostrais

(n -1 +(n, - )

6.2 — 2 —
> n+n,—-2
Note-se que quandaq = n, resultac” = #
Sabemos que
X = X,) = (u, -
S (XK= X) (k- ps) N(0)
11
ol =+=
\noon,
24
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substituindoo por S, obtém-se

T:()_(i_)_(z)_(u1_“2) _

n,+n, -2
Sp\/l +i
L n

(sob as suposicdes, ou hipoteses de trabalh
consideradas). Entdo de
P(-as<T<a)=1-a coma: P(T>a) :%

obtém-se um I.C. 400 (1- a)% paray, — i,:

25
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Observagoes:

1) A determinacéo da dimenséo da amostra € ma
complicada (ver 7.3 e 7.4).

2) E se nado for razoavel admitir que
o’ = g2 = 0°? Este problema (conhecido por
problema de Behrens-Fisher) ndo tem soluca
exacta. Ha solugbes aproximadas, ¢
Montgomery (pag. 397) apresenta umad
faz parte do programa

Exemplo: Um mesmo tipo de material pode ser
adquirido a dois fabricantes. As variaveis de
interesse sdo a resisténcia mecanica do material (¢
unidades convenientes) para cada fabricante. Pe
comparar os seus valores médios obteve-se (p
amostragem aleatdria) uma amostra de cada:

26
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Fabricante 1 Fabricante 2

X =8.73 X, =8.68
s =0.35 s =0.40
n =15 n, =18

Com o objectivo de ajudar a decidir qual dos dois
melhor pretende-se calcular um intervalo de
confianca a 95% para a diferenca dos valore
médios.

Sejam:

X, - v.a. que representa a resisténcia do materi
produzido pelo fabricante 1

X, - v.a. que representa a resisténcia do materi
produzido pelo fabricante 2

27
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Admitimos que (hipéteses de trabalho):
° )(1~N(u1’012) eX2~N(;12,022)

* X, e X, sdo independentes;

2

« 0’ =0 =0" (parece razoavel porq e s

sao da mesma ordem de grandeza).

A estimativa deg é
< _J14X035+17XQ40
P 15+18-2

=0.614

para grau de confianca = 95% venr 0.05 e

a=130975=2.04 (N +1n,-2=3])

1.C 5%(#1 _/12) =
- | 1

"9
‘E&‘X -as, |—+-—;%
o\ on’
= [~0.3880.488
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Podemos entdo afirmar (com 95% de confiange
gue nao existe grande diferenca entre a resisténc
média do material produzido pelos dois fabricantes

7.6 Intervalo de confianca para a variancia de
uma populacdo normal

X~ N([J,Gz) (Xp.. X,) @@

Queremos um I.C. 200x (1- a)% parac”.

O estimador pontual de® é S. A v.a. fulcral
obtém-se do teorema seguinte.

Teorema: Seja(X,,...,X,) uma a.a. duma

populagéoX ~ N(u, 02). Av.a.
n-1)s
0=

tem distribuicdo do chi-quadrado cam+1 graus
de liberdade Q@ ~ x2.,).

29
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Notas:
1) Uma v.a. com distribuicdo do chi-quadrado terr
funcéo de densidade de probabilidade

1 o
f(x)=———xKg2 y 5
(%) 221 (k/2)

ondek >0 é o numero de graus de liberdade
Pode mostrar-se que s@-~x; entdo

E(Q) =k e V(Q) = 2k.
2) Representacéo grafica

f(x)

30
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3) Os percentis da distribuicdy’ encontram-se

tabelados
Tabelas da disciplina: No livro:
q
Xi,q X ak
PlQ<xis)=0 (Q>xX2i)=

Para construir um 1.C. #00x (1- a)% para o*
parte-se de

P(asQ<b)=1-

31
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Dado que a distribuicdo d@ ndo é simétrica é
preciso determina eb. Faz-se entdo

P(Q<a):% e b P(Q>b):%.

(n 1)82 st—l a =

PE]a<
_ pe DE(n—l)Sz_(n—l)SZ%

; =1l-a
b a
Um I.C. a100x (1- a)% parac” é entdo

On-2)s (n-1s°C

H b ' a r

32
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Exemplo: Considere-se uma v.&X ~ N(u,az).

Uma amostra aleat6ria de dimensdo 10 conduziu
Zl? x =101 e 21? x> =104C. Calcular um
i=1 i=1

intervalo de confianca a 99% para

1 0=, .U

Databela:  a= x5, =1735
b= Xg;o.ggs =2359
0199 199 _
1.Coes (0%) = Bacs Lol [0.8441147]
e

|.Coo(0) = [/0.844,11147] =[0.9183.39]

33
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7.7 Intervalo de confianga para uma proporcao

(X..., X,) amostra aleatéria de uma populagac

muito grande ou infinita.

Seja Y(<n)
amostra que pertencem a uma dada categoria
interesse.

0 numero de observacbes dest:

Sejap a proporcéao de individuos na populagéo qu
pertencem a essa categoria de interesse.

Exemplos:

Populacdo Categoria

Pecas ser defeituosa

Eleitores vota no partido X
. ca_Y
O estimador pontual geé P = —.
n

34
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Sabemos qu¥ ~ Bin(n, p) e que s for grande

Y ~N(np,np(1- p))

: ~_Y_ O pli-pC :
ou ainda P= naNEp’ - B pois
(F) = eOVO_ E(Y) v(p) Yo V(Y)
On0" n OnD n?
Entdo tem-se Z = ’P;p~ N(0,1)
pl-p) e
V' n

U il

U > _ (l
Pm—as&samzl—a,a; P(Z>a):g

s p(1-p) - 2

n

Resolver em ordem p? Aproximacdo que da
resultados satisfatorios

35
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O O

.. P-p _Q
PD asmsamzl—a
S

O I.C. (aproximado) 400x (1- a)% parap é:

Eﬁ—a\/ p(L- p);ma\/ p(-P)
& n n
Exemplo: Populacdo de eleitores portugueses
Sondagem (aleatdria) a 1200 eleitores revelou gt
683 tencionam votar no partido ABC. Determinar ¢
e.m.v. dep (proporcao de eleitores na populacac
gue tencionam votar no partido ABC) e um I.C.
aproximado a 95% pam

mnriri

P =6831200=0.569

a=196  1.C.g,(p)=[0.5420.597]
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