INSTITUTO SUPERIOR TECNICO - DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

72 LISTA DE PROBLEMAS DE ALGEBRA LINEAR
LEIC
1° semestre 01/02 - semana de 2001-11-12

1. Diga, justificando, quais dos seguintes conjuntos constituem bases:

I. de R
a) S1 = (271>7(3a 0)}
b) Sy ={(4,1)}
C) 53 {(070>7(2a 6)}
d) Sy =1{(3,9),(—4,—-12)}

e) S5 = {(17 0)7 (Oa _1)’ (_1’ 1>}
Resposta: apenas o conjunto da alinea (a) constitui uma base de R?.
II. de R3:

a) S1={(1,0,0),(2,2,0),(3,3,3)}

b) S ={(2,2,0),(3,3,3)}

c) S5 =A{(3,1,-4),(2,5,6),(1,4,8)}

d) Sy =1{(3,1,-4),(2,5,6),(1,4,8),(3,3,3)}
e) S5 ={(1,6,4),(2,4,—-1),(-1,2,5)}

Resposta: apenas 0s conjuntos das alineas (a) e (c) constituem bases de R3.
1. de R*:

a) S1 = {(1,0,0,0),(2,2,0,0),(3,3,3,0), (4,4,4,4)}

b) S ={(1,0,0,0),(2,2,0,0),(3,3,3,0)}

c) S5 ={(3,1,—-4,1),(6,5,—3,—-1),(1,1,-2,4),(—3,2,9,0)}

Resposta: os conjuntos das alineas (a) e (c) constituem bases de R

2. Seja W o espago constituido pela expansao linear dos vectores u = (1,0,0,0), v =

(2,2,0,0) e w = (0,—2,0,0).
(a) Mostre que S = {u, v, w} nao é uma base de .
(b) Determine a dimensao e uma base de W.

Resposta: (a) S ndo constitui uma base de W porque é L.D. (apesar de gerar W ).
Temos, p. ex., w = 2u — v, (b) dimW = 2, uma base poderd ser o conjunto {u, v},
outra serd dada por {u, w}.

3. Escreva o vector de coordenadas (v) g;, i.e., determine as coordenadas de v nas seguintes
bases B;:
I. de R
a) v=(2,1); By = {v1,va}, com vy = (1,0), va =
b) v =(2,1); By = {v1,Vva}, com vi = (1,0), va = (2,2),
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c) v=1(2,1); Bs = {v1,va}, com vy = (1,0), vo = (1, —1),
Solugao: (a) (2a 1)31 = (27 1); (b> (2a 1)32 = (17 2) ( )(2 1>Bs = (37 _1>
II. de R3:

a) v = (2,-1,3); By = {v1,va,v3}, com vi = (1,0,0), vo = (0,1,0), vz =
(0,0,1)

b) v = (2,—1,3); By = {v1,va,vs}, com vi = (1,0,0), vo = (2,2,0), vg =
(3,3,3)

c) v = (5, ,3); By = {v1,va,v3}, com vq = (1,2,3), vo = (—4,5,6), vg =

(7, 8,9)

SOZUQQO (a) ( )B1 = (27 _17 3>; (b) (2’ —1, 3)32 = (37 _27 1); (C) (5’ —12, 3>B3 =

(=2,0,1)

III. de R*:

a) v=(1,0,2,—1); By = {v1, V2, Vs, va}, com vy = (1,0,0,0), vo = (0, 1,0,0),
vs = (0,0,1,0), va = (0,0,0,1)

b) v =(1,0,2,—1); By = {v1,Va, Vs, Va}, com v1 = (1,0,0,0), vo = (1,1,0,0),
vs=(1,1,1,0), va = (1,1,1,1)

c) v = (0,—-1,3,—6); By = {v1,Va,V3,Va}, com v; = (1,0,—1,0), vo =
(07 1,0, 1), Vg = (—1, 1,0,0), Vyq = (0,0, 1, —1)

Solugdo: (a) (1,0,2,—1)p, = (1,0,2,—1); (b) (1,0,2,—1)p, = (1, —2,3,—1); (c) (0,—1,3,—6)p, =
(1,-2,1,4)

. Determine uma base para os seguintes subespacos de R3.

a
b

C

) O plano 3x — 2y + 52 =0

) O plano x —y =10

) Arectax =2t, y=—t, z =14t

d) Todos os vectores da forma (a, b, c), em que b = a+ ¢

Solugao: (a){(2,3,0),(—=5,0,3)}; (b) {(1,1,0),(0,0,1)}; (¢){(2,—1,4)}; (d) {(1,1,0),(—1,0,1)}

. Determine uma base para os seguintes subespacos de R*.

a) Todos os vectores da forma (a, b, c,0)
b) Todos os vectores da forma (a,b,c,d), em qued =a+bec=a—b

c¢) Todos os vectores da forma (a,b,c,d), em que a=b=c=d

Solugdo: (a) {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}; (b){(1, —1,2,0), (1,1,0,2)}; (¢) {(1,1,1,1)}

. Acrescente um vector da base canénica de R? ao conjunto S = {vy,va} de modo a
produzir uma base de R3.

(a) vi = (—1,2,3), va = (1, -2, -2). (b) vi = (1,-1,0), vo = (3,1, —-2).
Solugao: (a) (1,0,0) ou (0,1,0); (b)(1,0,0), (0,1,0) ou (0,0,1)



7.

10.

11.

Acrescente vectores da base canénica de R?* ao conjunto S = {vi,va} de modo a
produzir uma base de R*.

V1 = (1, —4, 2, —3) , Vo2 = (—3, 8, —4, 6)

Solugao: o vector (1,0,0,0) ndo serve, porque é combinagao linear de vy e va, mas os
vectores (0,1,0,0) e (0,0,0,1) da base candnica de R* podem ser acrescentados.

Seja S = {v1,Vva,v3} uma base de W. Mostre que {uy,uz,us}, com uy = vy, up =
Vi1 + Vg e ug = vy + Vg + vg, é também uma base de W.

Considere os seguintes pares de subespacos lineares e encontre em cada caso a dimensao
e uma base para UNW e U + W.

(a) U =£L{(1,0,2,0)} e

W ={(v,y,z,w) € R* :y+2z2—w=0A—-y+3w=0A2=0}.
(b) U = £{(1,0,-1,0),(0,1,1,0)} e

W ={(z,y,z,w) € R*: —z+y—2w=0A2y — z=0}.
(c) U= L({(0,0,1,0),(-2,0,0,-2)})

W={(z,y,z,w) € R*:24+2y—2—w=0 A z—w=0}.

Solugao: (a) uma base de U + W pode ser dada pelo conjunto {(1,0,2,0), (1,0,0,0)}
e dimU + W = 2; como UNW = {(0,0,0,0)}, temos dimU N W = 0 e ndo
eziste base para a intersec¢io. (b) uma base de U + W pode ser dada pelo con-
gunto {(1,0,—-1,0),(0,1,1,0),(1,1,2,0), (—=2,0,0,1)}, mas também pode escolher-se
a base candnica de R* e dimU + W = 4; como U N W = {(0,0,0,0)}, temos
dimU N'W = 0 e nao eziste base para a intersec¢do.(c) uma base de U + W pode
ser dada pelo conjunto {(0,0,1,0),(—2,0,0,—2),(0,1,2,0)}, sendo dimU + W = 3;
como UNW = £{(1,0,0,1)}, temos dimU N'W = 1 e uma base para a intersec¢io
serd dada pelo conjunto {(1,0,0,1)}.

Verifique que dimU + dimW = dim(U N W) + dim(U 4+ W) nos trés casos considerados
no problema anterior. Diga em que alineas os pares de subespacos decompoem R*
numa soma directa.

Resposta: nas alineas (b) e (c) os pares de subespagos decompoem R* numa soma
directa.

Para cada uma das matrizes seguintes, encontre a dimensao e uma base para o espago
nulo (ou nicleo) da matriz, para o espago gerado pelas linhas da matriz, e para o
espaco gerado pelas colunas da matriz:

1 -3 0 1 2 -1 0 1
A:[l 1 0—1]; B:[éé 58]; 02[3 5 7—1]
[0 0 0 OJ B [1 4 2 7J

Solugao: uma base de NuclA pode ser dada pelo conjunto {(0,0,1,0), (1,1,0,2)}, uma
base de LinA pode ser dada pelo conjunto {(1,—-3,0,1), (1,1,0,—1)} e uma base de
ColA pode ser dada pelo conjunto {(1,1,0), (=3,1,0)}. Assim, temos dimLinA =
dimColA = carA = 2 e dimNuclA = 2. Uma base de NuclB pode ser dada pelo con-
gunto {(—1,2,0)}, uma base de LinA pode ser dada pelo conjunto {(2,1,5), (0,0,1)}
e uma base de ColA pode ser dada pelo conjunto {(2,6), (5,—8)}. Assim, temos
dimLinA = dimColA = carA = 2 e dimNuclA = 1.



12.

13.

14.

15.

16.

Sempre que b pertencer ao espago gerado pelas colunas da matriz A, escrever b como
combinacao linear das colunas de A.

- 11 2 —1
1 3 —2
a) A= ; b= b)A=]11 01| ; b=] 0
@ -4_6] [10] v 2 1 3 2 |
1 -1 1 ) 1 -1 1 2
()A=|9 3 1];b:{1] (d)A:[l 1 —11; :[0
|11 1J [—1J [—1 -1 1 J [0_
Solugao: (a)b = (1,4)—(3,—6); (b)b ¢ ColA; (¢)b =3(1,9,1)—-3(—1,3,1)—(1,1,1);

(c)b=(1,1,-1) — (1 —a)(—1,1,-1) + (1, -1, 1)

Suponha que z; = —1, 29 = 2, x3 = 4, x4 = —3 é uma solucao particular do SEL
nao-homogéneo Ax = b e que o conjunto das solugoes do SEL homogéneo Ax = 0 é
dado pelas formulas

rT1=—-3r+4s, To=r—8, T3=T, T4=S5

(a) Indique a forma vectorial da solugao geral de Ax = 0.

(b) Indique a forma vectorial da solugao geral de Ax = b.

Solugao: (a)x = (—3,1,1,0)r 4+ (4,—1,0,1) s; (b)x = (—1,2,4,-3) + (—3,1,1,0) r +
(4,-1,0,1) s

Nas alineas que se seguem indique a forma vectorial da solucao geral do SEL nao-
homogéneo Ax = b. Com base nesse resultado, indique a forma vectorial da solugao
geral do SEL homogéneo Ax = 0.

T _ 3 -1 X1 + X9 + 21’3 = 5
(a) { 2; _ 6 2 — 9 (b) T1 + x3 = -2
! 2 = 21’1 + T + 31’3 = 3
1 — 2r9 + x3 + 224 = -1
(C) 21’1 — 4.CE2 + 21}3 + 45[}4 = =2
-1 + 2552 — T3 — 2.CE4 = 1
31’1 — 6£E2 + 3553 + 6£E4 = -3

Solugao: (a)x = (1,0)+ (3,1)¢; (b)x = (—2,7,0) + (1,1,—1)¢; (¢)x = (—1,0,0,0) +
(0,1,0,0)r 4+ (0,0,1,0) s + (0,0,0,1) ¢

Utilize a informacao da seguinte tabela para determinar a dimensao do espacgo gerado
pelas linhas da matriz A, do espago gerado pelas colunas de A, do nicleo de A (nulidade
de A) e do nicleo de AT (matriz transposta de A).

@O @@ © 0] 6

A 3x3[3x3|3x3|5x9|9x5[4x4]|6x2
car A 3 2 1 2 2 0 2
nul A 0 1 2 7 3 4 0
nul A" 0 1 2 3 7 4 4

Utilize a informacao da seguinte tabela para determinar se o correspondente SEL nao-
homogéneo Ax = b é possivel. Em caso afirmativo, indique o nimero de parametros
que entram na solucao geral.



A I3Ix3| 3x3 |3x3|5x%x9| 9x5 |4x4|6x%x2
car A 3 2 1 2 2 0 2

car (Ab) | 3 3 1 2 3 0 2
SEL det | imposs | indet | indet | imposs | indet | det

17. Indique a nulidade de cada uma das matrizes do exercicio anterior e determine o niimero
de parametros que entram na solugao geral do correspondente SEL homogéneo Ax = 0.



