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1. Seja (u,v) o produto interno usual em R?2. Para os vectores u, v, w e para k = —4,
verifique:
(@) (u,v) = (v,u) (b) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
(¢) (u,v+w)=(u,v)+ (u,w) (d) (ku,v) = k{u,v) = (u, kv)

(€) (0,v) = (v,0) =0
2. Repita o exercicio anterior com o poduto interno nao usual (u,v) = 4u3v; + Sugvs.
3. Sejam u = (u1,us) e v = (vy,ve). Mostre que temos um produto interno em R? nos
seguintes casos:
(a) (u,v) = 3ugvy + dugve (b) (u,v) = dujvy + ugvy + urve + 4usvs
4. Sejam u = (uq, ug, us) e v.= (v, v2,v3). Identifique os casos em que temos um produto

interno definido em R?2. Nos casos que falham, indique as propriedades que nao se
verificam.

(a) {(u,v) = uvy + uzvs (b) (u,v) = uv? + udvs + udvi
(C) <11, V> = 2U1211 =+ UgVy + 4U3213 (d) <11, V> = ULV1 — U2V2 + U3V3
Resposta: (a) A expressio nao constitui um produto interno (p.i.) porque falha a
sequnda propriedade da positividade (temos, p.ex.: ((0,1,0),(0,1,0)) = 0 e o vector
em causa ndo € o vector nulo!); (b) A expressao nao constitui um p.i. porque ndo se
verificam nem a linearidade, nem a homogeneidade;(c) A expressio é um p.i. ndo-usual

(pesado); (d) A expressdo nao constitui um p.i. porque falha a primeira propriedade
da positividade (temos, p.ex.: ((0,1,0),(0,1,0)) = —1).

5. Sejam u = (ug,uz,us, ug) € v = (v1,v9,v3,v4). Identifique os casos em que temos um
produto interno definido em R*. Nos casos que falham, indique as propriedades que
nao se verificam.

(a) (u,v) = u1v1 + ugve + ugvs + usvy (b) (u,v) = uiv] + udvs + ujvs + ujvi
(c) (u,v) = 2uv1 + ugvs + 4uzvs + ugvy (d) (u,v) = ujv; + usvs

Resposta: As expressoes em (a) e (¢) constituem p.i., em (b) ndo temos linearidade,
nem homogeneidade e em (d) nao temos positividade (no sentido da alinea (a) do
problema anterior).

6. Utilize os produtos internos dos exercicios 1,2 e 3 para calcular:

(a) ||w]| com w = (-1, 3). (b) d(u,v) comu = (—1,3) e v=(2,5).
Solugdo: (a) com o p.i. usual temos ||w|| = v/10, mas com o p.i. do Problema 2 temos

|w|| =7 e com o p.i. do Problema 3.(a) temos |w|| = 4v/3
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Utilize os produtos internos usuais para calcular:

(a) ||w]| com w = (—1,3). (b) d(u,v) comu = (1,-2) e v=(2,1).
(¢) [|[w]| com w = (—1, 3,2). (d) d(u,v) comu = (2,-2,2) e v=(0,4,-2).
(e) ||w] com w = (3,4,0,—2). (f) d(u,v) comu=(0,-2,—1,1) e v=(-3,2,4,4).

Solugdo: (a) [[w] :\/_ £ (0) d(u,v) = VIO, (o) [[w]| = VIE: (d) d(u,v) = 2v/Td;
() [wll = v29; () d(w,v) = v/43

Seja R* com o produto interno usual. Para que valores de k podemos afirmar que
|kv|| =5 com v =(-2,3,0,6) ?

5 . _ 5
Solugdao: k = £2

Seja R? com o produto interno usual. Para que valores de k& podemos afirmar que u
e v sao ortogonais?

(@) u=(2,1,3), v=(1,7,k). (b) u=(k,k,1), v=(kD5,6).
Solugao: (a) k=3; (b)) k=—-3 ouk =-2
Seja R* com o produto interno usual. Encontre dois vectores com norma igual a um

que sejam ortogonais aos seguintes trés vectores: u = (2,1, —-4,0), v=(—1,-1,2,2) e
w = (1,0, -2,2).

Solugao: (%, 0, %, 0), (—ﬁ> ﬁ> 0, ﬁ)

Utilizando o produto interno usual, verifique a desigualdade de Cauchy-Schwarz para
os seguintes vectores.

a) u=(—2,1)ev=(10)

b) u=(-3,1,00ev=(2-1,3)

c) u=(-4,2,1)ev=(8-4,-2)

d) u=(0,-2,21) ev=(-1-1,1,1)

Quais dos seguintes conjuntos de vectores sao ortogonais relativamente ao produto
interno usual em R??

@ {0.D.20) O35 (55} (@S -5). (55
(@) {(0,0). (0,1)}

Resposta: Todos excepto o conjunto da alinea (c).

[\

Quais dos conjuntos do exercicio anterior sao ortonormais relativamente ao produto
interno usual em R??

Resposta: S6 o conjunto da alinea (b) € ortonormal.

Quais dos seguintes conjuntos de vectores sao ortogonais relativamente ao produto
interno usual em R3?7

(a) {(\}5707 \}‘) (\}3‘,7 \}‘ %)7( %707%)} (b) {@7_%’%)7(%7%’_
(){(100) (0 \/57\/‘) (001>} (d){(\/_ \}_7_%)7(_27_E7 )

Resposta: Os conjuntos das alineas (b) e (d) sdo ortogonais.
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Converta os seguintes conjuntos de vectores (ortogonais relativamente ao produto in-
terno usual) em conjuntos ortonormais.

(a) {(=1,2),(6,3)} (b) {(1,0,-1),(2,0,2),(0,5,0)}

CREEERE SN NI}
SOZUQN ( ) {(_%7%)7(% %)} ; (b) {(%707_%)7(% 0, T) (07170)}

Sejam x = (%, —%) ey = (\/— \/—) Mostre que {x,y} é um conjunto ortonormal

quando em R? estd definido o produto interno (x,y) = 3z1y; + 2x2¥2, mas niao é um
conjunto ortonormal em R? com o produto interno usual.

Considere em R? o produto interno usual e seja B = {vy, v2, v3} uma base ortonormal,

em que vi = (—75,0, 75), v2 = (0,1,0), va = (5,0, 75)-

a) Considere os seguintes vectores de coordenadas na base B: (x)p = (—1,0,1),
(v)s =(0,0,—-2), (z)p = (—1,—4,1). Determine os vectores X, y € z.
b) Mostre que os os vectores X, y e z da alinea anterior constituem uma base de R?.

c) Para os vectores x, y e z da alinea anterior, calcule ||y||, d(x,z) e (z,y).

Solucio: (a) x = (v2,0,0),y = (—v/2,0,—v2) 2 = (v, —4,0) ; (¢) [lyll =2 ; d(x,2) =

4 ;<Z7Y> = —2

Considere em R* o produto interno usual e seja B = {vi,Va, V3, v4} uma base
ortogonal, em que vq = (1,—-2,3,—-4), va = (2,1,-4,-3), vz = (—3,4,1,-2) e
vy =(4,3,2,1).

a) Considere os seguintes vectores de coordenadas na base B: (x)p = (—1,2,1,3),
() =(0,-3,1,5), (z)g = (—2,—4,3,1). Determine os vectores X, y ¢ z.

b) Para os vectores x, y e z da alinea anterior, calcule ||x||, d(x,y) e (z,y).

Solugdo: (c) x| = V15 5 d(x,y) = v/30 ; (z,y) = 20

Seja. R? com o produto interno usual. Utilize o algoritmo de Gram-Schmidt e a
normalizagao para transformar {u;, us} numa base ortonormal.

(@) ug = (1,-3),u2 = (2,2) (b) ug = (1,0),u2 = (3,-5)
Sotugio: (a) {(hs, =), (L, )} 5 () {(1,0), (0, 1)}

Seja. R® com o produto interno usual. Utilize o algoritmo de Gram-Schmidt e a
normalizagao para transformar {uy, uz, us} numa base ortonormal.

(a) up = (1,1,1) ,uz = (=1,1,0) ,ug = (1,2,1) (b) wy = (1,0,0),ug —
(37 77 _2) ,ug = (07 4, 1)
Solugdo: (a) {(J5: 75> v5) - (=95 700 (U5 7o —v6)?

Seja R® com o produto interno (u,v) = uyvy + 2uve + 3ugvs. Utilize o algoritmo
de Gram-Schmidt e a normalizacdo para transformar {(1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)} numa
base ortonormal.
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Seja W o subespago de R? gerado pelos vectores uy = (0,1,0) e ug = (4,0,—§)
Exprima w = ( ,3) na forma w = wy + wa, em que w; € W e wy € W,
(—3

Solugdo: (1, ) 2+ (2,0, 2)

1 2 -1 2
Seja A=13 5 0 4
11 2 0

(a) Encontre bases para os subespagos gerados pelas linhas da matriz, pelas colunas
da matriz e para o espago nulo (ou nicleo) da matriz A.

(b) Verifique que qualquer vector do espago gerado pelas linhas de A é ortogonal a
qualquer vector do espaco nulo da matriz A.

(c) Encontre uma base para o espaco nulo da matriz AT. Verifique que qualquer

vector do espaco gerado pelas colunas de A é ortogonal a qualquer vector do
espaco nulo da matriz A7,

Solugao: (a) LinA = L£{(1,2,—1,2), (0,— —2)}, ColA = E{(1,3, 1), (2,5,1)} e
NuclA = £{(2,-2,0,1), (=5,3,1,0)}; (¢ NuclAT L£{(2,-1,1)}

Seja W o subespaco de R? dado pela equacio y = 2x. Determine W+. Qual a
distancia do vector (1, —1) aos subespacos W e W+, respectivamente?

Solugio: Wt = {(z,y) € R?:y=—%} 5 d((1, 1), W) = 25 ; d((1,-1),W*) =
V5

5
a) Seja W o subespaco de R?® dado pela equacdao z — 2y — 3z = 0. Determine W=,
Qual a distancia do vector (1,0, —1) aos subespacos W e W+, respectivamente?

b) Seja W o subespago de R? dado pelas equagdes paramétricas x = 2t, y = —t e
z = 3t, sendo t € R. Determine W+. Qual a distancia do vector (1,0, —1) aos
subespacos W e W+, respectivamente?

Solugao: (a) Wt ={(z,y,2) € R*:22+y=0,3z+2=0} ; d((1,0,—1),W) =2
d((1707 _1)an) = \/g y (b) WJ_ = {('I?y?Z) € R2 D 2x — 5y +4z = 0} ) d((l,o, _1)7W) =
@; d((LO?_l)an): :

7 V14
Determine as equacoes cartesianas da recta que passa no ponto P e é paralela a n.
(a) P(3,—1,2),n=(2,1,3) (b) P(—2,3,-3),n = (6,—6,—2)
(¢) P(2,2,6),n = (0,1,0) (d) P(0,0,0),n = (1,-2,3)

Solug¢io: (a) —2x +2y = —be —3x+2z2=—-T7;b)x+y=1lex+3z = —11;
(c)xr=2e2=6;(d)2xr+y=0e —3y+2=0
Determine a equagao cartesiana do plano que contém o ponto (1, —1,2) e a recta

r=t,y=t+1, 2=-3+2t, t€ R.

Determine a distancia do ponto P ao plano:

(a) P(3,—-1,2,1); x+2y — 2z —w =14 (b) P(—1,2,0,1); 2z + 3y +w =1

(C) P(2707270)7 x—y—z+w:3

Solugdo: (a) d(P,W+(0,1,-1,0)) = 4,/2 ; (b) d(P,W+(1,0,0,-1)) = 2,/%; (c) d(P, W+
1

)
(1,-1,-1,0)) =



