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Problema 6 (2,5 valores)
1 0 1
Sejam a,b € R e considere a matriz A= | 0 «a —b
1 —2a b(b+2)

(a) Calcule a caracteristica e o determinante de A, em func¢éo dos parametros a e b;

(b) Indique um par (a, b) tal que o sistema Au = v é possivel e determinado, independentemente
de v € R3.

(¢) Tomando a = b = 1 resolva a equacao Au = v com v = (2,—1,4). Mostre que todas as
solugoes pertencem ao plano x + 2y — z = 0.

(d) Tomando a = 1 e b = 2, mostre que a colunas de A constituem uma base de R? e represente
o vector u = (1,1, 1) nessa base.

Resolugao: a) A caracteristica de uma matriz A foi defininda como sendo igual ao nimero

de pivos da matriz U que se obtém da original por eliminagao de Gauss. Por outro lado o
determinante de A no se altera pelo método de eliminacao de Gauss, excepcao feita no caso de
haver trocas de linha em ntimero impar ao longo da implemetacao desse método. Tendo em
conta o que se pretende nas alineas seguintes, implementemos a eliminacao de Gauss para a
matriz aumentada [Alc] em que ¢ = (z,y, z) é um vector genérico de R3; obtém-se [Alc] — [U]c]
por

1 0 1 . 1 0 1 Do 10 1 f x
0 a —b oy |0 a —b oy =10 a —b Yy
1 —=2a b(b+2) : =z 0 —2a bb+2)—1 : z—x 00 »¥—-1":z—x+2

Daqui se conclui que

; detA=detU =a(b® —1).

3 caso contrario

carA:{ 2 sea=0oub==+1

b) Sendo A quadrada, SEL Au = v é possivel e determinado se tiver tantos pivos quantas
as colunas, neste caso 3. Assim, pela alinea anterior, o SEL é possivel e determinado se a # 0
e b# +1, por exemplo, sea=1e b= 0.

¢) Tomandoa =b=1ev =c=(2,—1,4) na alinea a), o resultado da eliminagao de Gauss
obtido em a) é

10 1 i 2
Al =[Al] =101 -1 -1
00 0 i 0

Daqui se conclui que o SEL é possivel e indeterminado com grau de indeterminacao igual
a 1, correspondente hé existéncia de uma incdgnita livre (que podemos tomar a terceira).
Escrevendo a incégnita na forma u = (x,y, z) com z incégnita livre (z € R), tem-se usando a
matriz reduzida
y=—-14z2 x=2-7z,

ou seja u = (2,—1,0) + z(—1,1,1). Tem-se ainda z +2y —z=(2—2)+2(-1+2) —2 =0,
pelo que todas as solucoes de Au = v pertencem ao plano indicado.



d) Tomando a = 1 e b = 2, a matriz que se obtém de A por eliminacao de Gauss tem trés
pivos, pelo que todas as colunas de U sao linearmente independentes, o que implica que sao
linearmente independentes as 3 colunas de A, constituindo assim uma base de R3. O vector
(o, 8,7) das componentes de (1,1,1) na base formada pelas colunas de A (na ordem que est
definida) sdo as que figuram na solugao de Au = ¢ com ¢ = (1,1,1), ou seja u = («, 5,7). De
acordo com os resultados de a), tem-se no final da elimina¢ao de Gauss

10 1 :1
01 =2 :1/;
00 3 : 2

peloquey=2/3, =142y=7/3,a=1—~v=1-2/3 =1/3, ou seja
(1’ L, 1) = (1/3’ 7/3’ 2/3)Bcol

em que B,y é a base de R3 formada pelas colunas de A.

Problema 7 (2,5 valores) Considere a transformacao T' € L(R**% P,) definida por:
T(Ell) == 3+t+4t2, T(Elg) == —t—t2, T(Egl) = 1+t2, T(EQQ) == —3—2t—5t2, te R,

onde B.(R?*?) = (Eyy, E1, Es1, Fsy) é a base canénica de R?*2.

a) Qual a matriz que repressenta T’ em relagao as bases candnicas de R?*? e de Py;

b) Determine bases para o nicleo de T' e para a imagem de 7.

c¢) Como se representa T em rela¢ao as bases: {[ (1) é } , { é Bl } , [ _13 é ] , { é 711 ]} de
R**% e {1412, t+12,t} de Py? Resolva a equacao linear T'(M) = w, em que w(t) = 1—t,t € R.
d) Sendo V um espaco linear, uma transformacao Q € L(V) tal que Q? = @ designa-se por
projecgao. Mostre que se S € L(V) é tal que S? = I, entao as transformagoes definidas por
P, =(I+S5)/2e P.= (I —5)/2 sao projecgoes. O que pode afirmar acerca das igualdades:
(A)P,+P_.=1+P,P,(B)P.P. =P P, =07

Resolugao: a) Por defini¢ao, a matriz que representa em relagao as bases canénicas de R**? e

de Py, A = M(T; B.(R**?), B.(P2)) ¢ aquelas cujas colunas sao formadas pelas componentes,
na base candnica de P, das imagens por 7' dos elementos da base canénica de R?*2. Assim,
temos

3 0 1 =3
A=1]1 -1 0 -2
4 -1 1 -5

b) Bases para o niicleo e para o espago imagem (ou contadominio) de T' podem ser obtidos
pelo método de eliminacao de Gauss, pois aqueles subespacos de R?*? e de P, sdo isomorfos ao
nucleo e ao espaco das colunas da matriz A, respectivamente. Implementamos eliminacao de
Gauss para este caso:

3.0 1 -3 3.0 1 -3
A0 =1 =1/3 =1 |+— |0 -1 —1/3 -1 | =U.
0 -1 —1/3 —1 00 0 0



Daqui resulta que o nicleo de A tem dimensao 2, tantas quantas as colunas sem pivo, e que
o espago das colunas de A também tem dimensdo 2 (a soma dos dois numeros citado é o
nimero de colunas de A). Uma base para o espago das colunas de A é formada pelas suas
2 primeiras colunas (as da mesma ordem daquelas que tém pivo apds eliminagao de Gauss):
Cy=L({(3,1,4),(0,—1,—1)}). Por sua vez Ny = Ny = L({(-1/3,—-1/3,1,0),(1,-1,0,1)}),
pois Ny = {u = (x,y, z,w) : Uu = 0} e, tomando z e w como incdgnitas livres, das matrizes
acima resulta que y = —1/3z —w e = —1/3z + w e, portanto os elementos do nicleo sdo da
forma u = (—=1/3z+w,—1/3z—w, z,w), z,w € R. Finalmente, usando o isomorfismo habitual,
conclui-se que: - Uma base para o nicleo de T é

1

1 1 1 1 -1
{—§(E11 + Ei2) + Eo, By — Eig + B} = {—§ [ 30 } ) { 0 1 }},

e uma base para a imagem de 71" é
{(3+t+4t> —t —t*}.

c) Para determinar a matriz que representa 7' em relagdo as novas bases do dominio e
do espaco de chegada hé varios caminhos. Neste caso particular talvez nao seja de aplicar
o método geral, que relaciona quaisquer duas representacoes da mesma transformacao linear
por via das matrizes de mudanca de bases no dominio e no espaco de chegada, por haver dois
elementos na nova base do dominio que pertencem ao ntcleo de T', precisamente os terceiro e
quarto elementos. Assim a matriz pretendida terd as terceira e quarta colunas nulas. Para as
outras, calculemos as imagens dos dois primeiros elementos do dominio, exprimindo o resultado
na nova base do espago de chegada:

T({ (1) é } ) =T(Ey + Ep) = T(Ey + T(Eyg) = 3+ 3t = 3(1 + %)

1 -1
T({ 0 0 b =T(Ei1 — Ep) =T (B — T(Eiz) =3+ 2t + 5t = 3(1 + %) + 2(t + 7).

Consequentemente, a matriz B que representa em relacao as novas bases é dada por

33 00
0200
0000

Pretende-se agora resolver a equagao T'(M) = 1 —t. Podemos desde ji adiantar que a equagao
é possivel, pois podemos facilmente indicar uma sua solucao particular. Efectivamente, da
defini¢ao de T resulta que T(E12 + Eg ) = T(E1) + T(FEa) = —t —t?* + (1 +¢*) = 1 —t. Como
sabemos a solugao geral de uma equacao linear obtém-se adicionando a uma solucao particular
os elementos do nicleo da transformacao. Assim, tendo em conta a alinea anterior, as solugoes
de T(M) =1 —t sao dadas por

M = By + En + M, cotheN(T):L({{ 4 H[é - ]}).

d) Nas condigoes do enunciado seja S € L(V) tal que S? = I e definam-se as transformagoes
P.=({I+S5)/2e P.=(I—-S)/2. Tem-se

P2=(1+8)?/4=(1+2S+S5%)/4= (21 +25)/4=(1+5)/2= P,



P2 =(I-8)2/4=(I—-2S+8*/4= (2 —2S)/4=(I—-9)/2=P.,

pelo que P, e P_ sao projecgoes.
Relativamente as igualdades (A) e (B) sao ambas verdadeiras. De facto, comegando pela
segunda, temos

PP =I+8S)I-89)/4=I-8%/4d=0eP. P, =I-S)I+S)/4=(-5%/4=0,

jd que S? = I. Assim a relagao (A) é equivalente a (A’) P, + P_ = I, que é obviamente
verdadeira: Py + P = (I +95)/24+ (I —95)/2=21/2=1.

Problema 13 (2,5 valores) Considere em R? o produto interno usual e sejam v; = (1, —1, 1),
Vg = (3, 1, 1) € Vs = (2,6, —2)

a) Indique uma base ortogonal para o subespaco de R3 gerado pelos vectores vy, vy € vs.

b) Indique uma base ortogonal de R® que contém o vector v;.

c¢) Determine uma equagado cartesiana para o plano P = {vs3} + L({vy,v2}). Qual a distancia
da origem (o ponto (0,0,0)) ao plano P?

d) Mostre que em qualquer espago euclideano V' é vélida a desigualdade:

[z +u,y +2)| < (]| + ulDlyll +12]D, Ve,y,z,ue V.

Resolugao: a) O método de ortogonalizagao de Gram Schmidt permite obter um conjunto or-

togonal O a partir de um qualquer conjunto de vectores A, sendo o mesmo o espaco gerado pelo
mesmo numero (finito) consecutivo de vectores de cada um dos conjuntos. Se o conjunto A for
linearmente independente, entao O é também linearmente independente e se A for linearmente
dependente entao O também o é, contendo nesse caso o vector nulo. Implementando o método
de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para A = {vy,v9,v3} e designando O = {uy,us,us},
temos:

ur=v1=(1,-1,1) (Jlw|* =3)

up = vy — 4y = (3,1, 1) = (1,=1,1) = (2,2,0)  (|[ua]* = 8)

Uz = V3 — <|"’;f|‘|12>u1 - jﬁﬁl?uz = vy 4 2uy —up = (2,6,—2) +2(1,—1,1) — 2(2,2,0) = (0,0,0)

Concluimos entao que o conjunto A é linearmente dependente, que gera um espago com
dimensao 2 e que uma sua base ortogonal é {uy, us}

b) Para obter uma base ortogonal de R? que contém o vector v; = u; basta juntar a {uy, us}
um vector que seja ortogonal quer a u; quer a us, o que pode ser conseguidos dispondo estes 2
vectores nas linhas de uma matriz e calculando o seu ntcleo. Pocedendo deste modo obtemos
a base desejada: B = (uy, ug, us) com uz = (—1,1,2) (sendo ugLuy e ugLuy).

c) Do que fizémos em a) conclui-se que v3 € L({v1,v2}), pois vg + 2v; — 2(vy —v1) = 0 ou
v3 = —4v; + 2v9. Assim o plano P contém a origem e P = L({vy,v2}). Uma vez que P contém
a origem a distancia da origem a P é zero.

d) A desigualdade que se pretende estabelecer é consequéncia de duas desigualdades bem
conhecidas, validas para qualquer espaco euclideano V' em que a norma se define a partir do
produto interno por ||z|| = \/(z,x): Sao elas:

- A desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(z,y) < ||z||||y|| Vz,y €V

- A desigualdade triangular: ||z + y|| < ||z|| + |ly|| Yx,y €V

Aplicando-as sucessivamente, para quaisquer z,y, z,u € V, tem-se

(@ +u,y +2)| < o +ull [ly+ 2l < (] + [ul Dyl + [121])
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que é o resultado pretendido.

Problema 14 (2,5 valores) Seja ¢ um nimero real e

2 0 1—¢
A = 0 5 0
1+ 0 2

a) Determine, em funcao de ¢, os valores préprios de A..

b) Identifique o conjunto £ formado pelos valores de ¢ para os quais A, é diagonalizavel como
matriz real, i.e. existem uma matriz diagonal A. e uma matriz C., ambas reais, tais que
A. = C.ACTL

c¢) Verifique que ¢ = 0 pertence a £ e indique um par de matrizes Ay e C nas condigoes da
alinea anterior.

d) Seja Q). a forma quadrética associada com a matriz A.. Designando por B. a parte simétrica
da matriz A, verifique que B. = Ay, para qualquer valor de € real. Use este resultado para
mostrar que a forma quadratica (). é definida positiva para qualquer ¢ € R.

Resolugao: a) Os valores préprios de A, sao as raizes do polinémio caracteristico, definido

por p(A) = det(A. — M), em que A € K e [ representa a matriz identidade de ordem 3. Tem-se

2— A\ 0 1—¢
p(\) = 0 5—A 0
1+¢ 0 2—A

= B6-NA=-27-(1-e)=-A=-5)A-2+V1I-e)A-(2-V1-e?))

onde se usou a regra de Laplace por expansao segundo a linha 2. Assim, A, tem 3 valores
préprios distintos, excepto se €2 = 1 < |¢| = 1, caso em dois valores préprios coincidem,
havendo apenas dois distintos que sdo 5 e 2; Se |¢| # 1 os valores préprios de A, sao

)\1:5, >\2:2+\/1—€2, )\3:2—\/1—82

sendo um real e os outros dois complexos conjugados se || > 1 e os trés reais se |¢| < 1.

b) Uma matriz real é diagonalizével como tal se os seus valores préprios forem niimeros reais
com multiplicidades algébrica e geométrica iguais. Note-se que a condicao dos valores préprios
serem reais é |¢| < 1, mas para |¢| = 1, A = 2 é valor préprio com multiplicidade algébrica 2
e multiplicidade geométrica 1, como é facil ver. Efectivamente, para ¢ = 1 (respectivamente,

e = —1) o espago préprio associado ao valor préprio 2 é o nicleo da matriz
0 00 0 0 2
0 3 0 resp. 0 3 0
2 00 0 00

que tem dimensao 1 e é gerado por (0,0,1) (resp. (1,0,0));

Por outro lado, para |¢| < 1, hd 3 valores préprios reais e distintos, sendo a matriz diago-
nalizdavel (pois a valores préprios distintos correspondem vectores proprios linarmente indepen-
dentes), existindo uma matriz diagonal real A. e uma matriz diagonalizante C. também real
tal que A, = C-'A.C. & A, = C.A.C', sendo C. a matriz de mudanga da base canénica
para a base de R? formada pelos vectores préprios.

Do que atras dissemos resulta que £ = {¢ € R: |¢| < 1}.
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c) Obviamente que 0 € £, sendo neste caso os valores préprios de Ay dados por A\ = 5, Ay =
3,A\3 =1 e, portanto Ay = diag {5, 3, 1}. Por outro lado, é facil ver que

E() = L({(0,1,0)}), E(3) = L({(1,0,1)}), E(1) = L({(1,0,-1)}),
01 1
1 0 0
01 —1
d) Desigando por B. a parte simétrica de A., tem-se

donde resulta que podemos tomar Cy =

B. = %(A6 + AY) = Ay,

e, portanto, a parte simétrica de A. nao depende de € e coincide com a matriz Ay. FEsta
é simétrica e tem todos os valores préprios positivos, Ay = diag{5,3,1}, pelo que a forma
quadratica que lhe estd associada é definida positiva. Finalmente, como para qualquer € a
forma quadratica (). coincide com a forma quadratica gy, entao (). é também definida positiva.



