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Sistemas de Equacoes Lineares, Matrizes e Determinantes

Exercicio 1 [2000/1 - 1° Teste - LEC]

V1. Considere o sistema de equacgoes lineares nas varidveis u , v e w representado pela matriz
aumentada

Faca a discussao do sistema em fungao dos parametros A e u . A resposta correcta é:

A) O sistema é determinado sse A # 3 ; é impossivel sse A\ =3 e p # —% ; e é indeterminado sse
_ __5
A=3epu=-—3.
B) O sistema é determinado sse X # 3 ; e é indeterminado sse A = 3.

C) O sistema é possivel sse A # 3 ; e é impossivel sse A = 3.

D) O sistema é determinado sse A # 3 ; é impossivel sse A =3 e pu = —% ; € é indeterminado sse
A=3epu# —% .
Resolugao:

O método de eliminacao de Gauss permite responder a questao colocada. Usando a habitual

convencao de notacao: X E) Y significa que Y = EX, tem-se:

5 3 A | 0], 5 -3 X [ 07, [5 -3 A |0
2 0 0 | 22106/ —22/5 | -2 =30 6/5 —22/5 | -2 :
01 -1 1| g 0 1 -1 | | 0 0 —1+XA3 | p+5/3
em que
1 00 1 0 0
Ei=|-2/510]|, E,=|0 1 0
0 01 |0 —5/6 1

Uma vez que o método de eliminacao de Gauss nao altera o conjunto das solugbes de um sistema de
equacoes lineares, daqui se conclui que:

— O sistema é impossivel sse A\ =3 (& -1+ A/3=0)epu# —-5/3 (& n+5/3#0);

— O sistema ¢ possivel e indeterminado sse A =3 (& —14+A/3=0)e pu=—-5/3 (& n+5/3 =0);

— O sistema é possivel e determinado sse A # 3 (& —1+ A/3 # 0), independentemente do valor de
1b.

Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 2 [2000/1 - 1° Exame - LEC]

V1. Considere o sistema de equagoOes lineares nas variaveis x , y e z representado pela matriz
aumentada

5 0 -1 | p
2 -5 -3 | 1
00 A | o0

Faga a discussdo do sistema em fungao dos parametros A e p . A resposta correcta é:



5
3 -

A) O sistema é determinado sse A # 0 ; e é indeterminado sse u =
B) O sistema é determinado sse A # 0 ; e é impossivel sse A =0.
C) O sistema é determinado sse A # 0 ; e é indeterminado sse A =0.
D) O sistema é possivel sse A # 0 ; e é impossivel sse A =0.

Resolugao:

O método de eliminacao de Gauss permite responder a questao colocada. Usando a habitual

convencao de notacao: X £> Y significa que Y = FX, tem-se:

5.0 —1 | u]p [5 0 -1 | M
2 -5 =3 | 1|0 -5 —13/5 | 1—2u/5 |,
00 X | oO 00 x| 0
em que
1 00
Ei=|-2/5 10
0 0 1

Uma vez que o método de eliminacao de Gauss nao altera o conjunto das solugoes de um sistema de
equacoes lineares, daqui se conclui que:

— O sistema é sempre possivel;

— O sistema é (possivel e) indeterminado sse A = 0 ;

— O sistema é (possivel e) determinado sse A # 0, independentemente do valor de p.

Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 3 [2000/1 - 1° Ezame - LEC]

5 0 4 0
0 1 -3 0
. : _ o
V1. Qual o determinante da matriz A 30 a 0 7
0 0 =5 p
A) 128+5a8 B) 60+20aB8 C) 20a+158 D) 60a—3ap

Resolugao:

Podemos facilmente calcular o determinante usando repetidamente a regra de Laplace, uma vez que
a matriz tem muitos elementos nulos. Escolhendo inicialmente a coluna 4 (a que tem mais elementos
nulos) e posteriormente a coluna 2 (a que tem mais elementos nulos na matriz de ordem 3), vem

01 3ol |5o0s 5
50 o 0 =0 _03 é -3 :ﬁ‘_g a’:ﬁ(5a+12):5aﬁ+12ﬁ.
0 0 -5 § @

Considera-se aqui, e em tudo o que se segue, que é bem conhecido de todos o determinante de uma
matriz de ordem 2:

a b
c d

sem ser necessario invocar nenhum resultado para o justificar.
Assim, a resposta correcta é A.

‘:ad—bc,



Exercicio 4 [2000/1 - 2° Exame - LEC]

V1. Considere o seguinte sistema de equacoes lineares em variaveis complexas

2iz14+az = b
—iz1+ 29 = 2i

Faca a sua discussao em fungdo dos parametros a e b em C. A resposta correcta é:

A) O sistema é determinado sse a # —2 ; é impossivel sse a = —2 e b # —41 ; e é indeterminado
sse a=—-2eb=—4i
B) O sistema é determinado sse a # —2 +1 ; e é indeterminado sse a = —2 +1i
C) O sistema é determinado sse a # —2 ; e é indeterminado sse a = —2
D) O sistema é determinado sse a # —2 +1i ; é impossivel sse a = —2+ieb # —2—4i ;e é
indeterminado sse a = —2+ieb=—-2—4i
Resolugao:

O facto de se tratar de um sistema de equacbes com coeficientes complexos, sendo natural-
mente também as solugoes vectores de componentes complexas, nao coloca nenhum problema es-
pecial em relacao ao caso real, uma vez que podemos usar na mesma o método de eliminacdo de
Gauss. Implementando-o em relacdo a matriz aumentada do sistema e usando a habitual convenc¢ao

de notacao: X E) Y significa que Y = FX, obtém-se:

2i a | b £> 2i a | b
i1 ] 2i 0 1+a/2 | 2i+b/2
em que
1 0
E‘L/z 1]'

Daqui se conclui que:
— O sistema é impossivel sse a = =2 (& 14+ a/2=0) e b# —4i (& 2i+b/2 #0);
— O sistema é possivel e indeterminado sse a = =2 (& 14a/2=0)eb=—4 (& 2i+b/2=0);
— O sistema é possivel e determinado sse a # —2 (< 14 a/2 # 0), independentemente do valor
de b.
Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 5

V1. Sejam A uma matriz 3 X 4, B uma matriz invertivel 4 x 4 e C' uma matriz 4 x 3. Considere

ainda uma matriz multipla da matriz identidade I, E\ = AI com A # 0, e uma matriz elementar de
permutacao, P, ambas com dimensao 4 x 4. Considere a lista de afirmacoes:

I. (E\x+ B)?=(E\)?+2E\B + B?

1. (AP + AB)T = PAT + BT AT onde X7 representa a transposta da matriz X

IIl. (PE\B)™'=E;'B7'P

(

IV. (PCA)? = P2(CA)?



A lista completa de afirmagoes correctas é:

A) Todas B) I eIV C) I,IIelll D) III

Resolucgao:

Usaremos os seguintes resultados, validos para quaisquer matrizes desde que fagam sentido as
operagoes indicadas:

Po.

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

A matriz identidade I (de uma dada ordem) ¢ o elemento neutro da multiplicagao de matrizes
(dessa ordem):
XI=IX=X.

Daqui resulta que, para qualquer escalar a, se tem: Xal = aX = (al)X.

Distributividade do produto em relagao a adicao:

XY +2)=XY+XZ, (Y+Z2)X=YX+ZX.

A transposta da soma é a soma das transpostas:

X+ =XxT4+vT,

A transposta do produto de duas matrizes é o produto das transpostas pela ordem inversa (em
relacdo a qual elas figuram no produto inicial):

(xXY)T =vyTxT.

Efectivamente, se X = [z;1] e Y = [yi] entdo XY = [z;] com z;; = lequl TikYkj, em que N é
o ntimero de colunas de X (= ntimero de linhas de Y). Entdo (XY)? = [z;;]. Por outro lado,
sendo W = YT XT = [w;;], tem-se w;; = 22\7:1 YkiTjk = Zivzl TjkYri = Zj;- Consequentemente,
XV =yTxT,

Sendo X e Y matrizes invertiveis (da mesma ordem), o produto XY é invertivel e a sua inversa
é o produto da inversa de Y pela inversa de X:

(Xy) =y 1x 1

Esta relacao é uma consequéncia directa da associatividade do produto de matrizes, uma vez
que, nas condicoes indicadas, se tem

(XY) Y I X H=xyy Hxl=XIX'=xx"1=1

YixHxy)y =y (X' X)y=v Iy =y 'y =1I.
Consequentemente, XY é invertivel, sendo Y "' X! a sua inversa.

Sendo P uma matriz elementar de permutacao, i.e. difere da identidade em duas das suas linhas
ou colunas (tem como efeito quando multiplicada & esquerda por uma matriz trocar duas das
linhas dessa matriz), entdo P ¢ simétrica, ou seja, PT = P, uma vez que se P = [p;;] difere
da identidade na linhas k e £, entao os tnicos elementos iguais a 1 nao pertencentes a diagonal
principal sao pye e pr i, sendo os restantes nulos, pelo que

Pl=pepP =P

sendo a ultima igualdade consequéncia directa de P? = I.



Note-se que estes resultados nao sao verdadeiros para uma matriz de permutagao qualquer. Por
exemplo,

o~ oo
cocor
cor~o
—_ o oo
JN
com~=o
o~oo
cocor

Consideremos separadamente cada uma das afirmagoes no enunciado:

I. E verdadeira.

Tem-se (E\+ B)? = (Ex+ B)(E\+ B) = (Ey)?>+ E\B+ BE) + B> = (E\)?> +2E,\B + B2, onde
se usaram P1 e P2 (E) comuta com qualquer matriz, por ser um multiplo da matriz identidade);

II. E verdadeira.
Tem-se (AP + AB)" = (AP)T + (AB)"T = PTAT + BT AT = PAT + BT AT, onde se usaram P2,
P3 e P5;

I1I. E verdadeira.
Tem-se (PE\B)™t = B~Y(PE\)~! = B7'E;'P~! = E'B~'P, uma vez que P~! = P e que,
para A # 0, E;l = FE)-1 comuta com qualquer matriz;

IV. Nao ¢é verdadeira com generalidade.
Tem-se (PCA)? = PCAPCA # P?(CA)?, uma vez que o produto de matrizes nao é comutativo,

em geral.

Assim, as afirmacoes verdadeiras sao I, II e III, e a resposta correcta é C.

Exercicio 6 [2000/1 - 2° Ezame - LEC]

V1. Considere a seguinte lista de igualdades entre determinantes.

a b

I d 0 ¢ :a2_c5'+d‘g_o5‘+2‘g(c)‘
2 2 -5
0 0

wla S ey e )
2 a -3 a
0 a -5

M. | b ¢ d :—5‘_174 ) —d‘_04 0 +‘2 ¢
—4 0 1 ¢

Diga quais as que sao verdadeiras para quaisquer valores dos escalares a, b, ¢, d:

A)III B)II C)I D)Iell

Resolugao:

Analisemos cada uma das afirmacoes separadamente:



1. Nao é verdadeira com generalidade, uma vez que a aplicacao da regra de Laplace, por expansao
segundo a coluna 1, conduz a

a b 0
d 0 ¢ :ag_CS‘—d‘g_()5‘+2‘82‘
2 2 -5

e, portanto, para que a igualdade indicada fosse verdadeira teria de ser:

b 0

j:d2_5

=0,

o que é falso se db # 0.

II. Nao é verdadeira com generalidade, uma vez que a aplicagao da regra de Laplace, por expansao
segundo a linha 2, conduz a

0 0 b
d -3 ¢ |=-d
2 a -3

0 b
a —3

0
s

e, portanto, para que a igualdade indicada fosse verdadeira teria de ser:
0 b ‘

j:da_3

o que é falso se abd # 0.

I E verdadeira, por ser o resultado da aplicacao da regra de Laplace, por expansao segundo a
coluna 3.

Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 7 [2005/6 - 1° Teste - LEEC]

V1. Considere o seguinte sistema de equacoes lineares:

2 0 2 z 8
—4 -1 -3 y —12
3 -2 1 2 0

Sendo (z,y, z) solugao do sistema, qual o valor da soma z +y+ z 7
A) 7 B)6 C)5 D)4

Resolugao:

E claro que podemos resolver o sistemas de equagoes dado e no final somar os valores das incégnitas.
Em alternativa, podemos considerar o sistema com mais uma equagao que o original: z +y + z = w
e ver qual a condigdo sobre w para que o novo sistema de equagoes (4 equagbes e 3 incdgnitas,
x,y, z) seja possivel. Este processo, embora tenha mais um passo da eliminagao de Gauss dispensa a
determinagao recursiva das incoégnitas. Implementemos entao o método de eliminacao de Gauss para
a matriz aumentada do novo sistema de equacoes:

2 0 2 | 8 2 0 2 | 8

4 -1 -3 | —12| E_ |0 -1 1 | 4

3 -2 1 | 0 7 o —2 —2 | -12

1 11 | w (001 0 | w—4
(2 0 2 | 2 0 2 | 8

By |0 -1 1 | 4 [ B|0 -1 1 | 4

0 0 —4 | —20 0 0 -4 | -20
0 0 1 | 00 0 | w=5



em que

1 000 1 0 00 1000
2 10 0 0 1 00 0100
Ev= —3/2010’E2_ 0210 BTloo1 o0
~1/2 0 0 1 0 1 01 00 41

Conclui-se entao que w = 5 é a condigao para que o novo sistema de equagoes seja possivel, sendo pois
w=>5ovalordez+y+z.
Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 8 [2005/6 - 1° Teste - LEEC]

V2. Considere o sistema de equacoes lineares nas variaveis x1 , xo e xg representado pela matriz
aumentada

4 0 | 5
01 ] 0
1 ¢ | d

Faca a discussao do sistema em funcao dos parametros ¢ e d . A resposta correcta é:

S W Ot

. p ; 5 . s ; _ 5
A) O sistema é possivel sse ¢ # —15 ; e é impossivel sse ¢ = —15 .
B) O sistema é determinado sse ¢ # —% ; e ¢ indeterminado sse ¢ = —% .
C) O sistema é determinado sse ¢ # —% ; é impossivel sse ¢ = —% ed= % ; e é indeterminado
—_ _5 5
sse c=—q5 ed# 7.
D) O sistema é possivel sse ¢ # —% ouc=—=5 ed =2 ;e é impossivel sse c= —-% e d # >
p 12 12 4 p 12 -
Resolugao:

O método de eliminacao de Gauss permite responder a questdao colocada. Usando a habitual
convencao de notacao, tem-se:

540157, [5 4 0] 57, [5 4 0 |5
3010|230 -1251 1] =3|=3]0 —12/5 1 | -3 |,
01 ¢ | d 0 1 ¢ | d 0 0 c¢+5/12 | d—5/4
em que
1 00 1 0 0
Ey=|-3/510]|, Ea={0 1 0
0 01 0 5/12 1

Uma vez que o método de eliminacao de Gauss nao altera o conjunto das solugbes de um sistema de
equacoes lineares, daqui se conclui que:

— O sistema é impossivel sse ¢ = —5/12 (& c+5/12=0) e d #5/4 (& d —5/4 # 0);

— O sistema é possivel e indeterminado sse ¢ = —5/12 (& ¢+5/12=0)ed =5/4 (& d—5/4 = 0);

— O sistema é possivel e determinado sse ¢ # —5/12 (& ¢+ 5/12 # 0, independentemente do valor
de d.

Assim, a resposta correcta é D.




Exercicio 9 [2005/6 - 1° Teste - LEEC]

A A A
V1. Sejam A um nimeroreale A= A4+1 A+2 X+3

2 +1 22+2  2)
Qual o valor de A?

A) —A(10A+9) B) —3\ C) —AA+2) D) —\3

Resolugao:

E claro que podemos calcular o determinante por varios métodos. Neste caso sugiro o seguinte:
Observando que o vector na linha 2 é o resultado de somar ao vector na linha 1 o vector (1,2,3) e que
a linha 3 é o resultado de multiplicar por 2 o vector na linha 1 e somar o vector (1,2,0), usando as
propriedades da funcao determinante, em particular que esta é uma funcao linear de cada uma das
suas linhas e que se duas linhas figuram repetidas numa matriz o seu determinante é nulo, obtém-se:

AA A A AA A A
A= X X X |+|1 2 3|=|1 2 3
22 2\ 2) 1 2 0 1 2 0

Usando agora a regra de Laplace, por expansao segundo a linha 3, vem
A A ‘ 5 ‘ AA

A:A‘zg 13

‘:3)\—2)\—2(3)\—)\):—3)\.

Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 10 [2005/6 - 1° Exame - LEEC]

V1. Considere o seguinte sistema de equacoes lineares:

1 3 5 T 4
-2 —4 —6 y | =1 -6
3 8 13 z 11

Sabendo que (z,y,z) com x = 2 é solugao do sistema anterior, qual o valor do par (y, z) ?

A) (-32) B) (3,1) C) (2,1/2) D) (-1,1)

Resolugao:

Podemos evidentemente resolver o sistema de equacoes dado e posteriormente ver qual das suas
solucoes ¢ tal que z = 2. Em alternativa, podemos resolver o sistema resultante da substituicao de =
por 2, i.e.

3y+5z = 2 (=4-—1)
4y —6z = -2 (=-6+2x)
8y+13z = 5 (=11-3x)
Usando o método de eliminacao de Gauss para o resolver:
3 5 | 2 B 3 5 ] 2 o 3 5 | 2
—4 -6 | -2 | =10 2/3 | —2/3| =310 2/3 | 2/3
8 13 | 5 0o -1/3 | -1/3 0o 0 | O
com
1 0 0 1 0 0
El = 4/3 1 0 s Eg = 0 1 0
-8/3 0 1 0 1/2 1



Da segunda equagao do sistema simplificado, obtém-se 2/3z = 2/3, pelo que z = 1. Substituindo este
resulta na primeira equagao, vem 3y = 2 — 5z = —3, donde se obtém y = —1.
Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 11 [2005/6 - 1° Exame - LEEC]

V2. Considere a seguinte lista de igualdades entre determinantes.

a 0
I —502:—b23‘—dag‘
d 4 0 ¢
5 —2 0
IL | b —3a:d':§0+c‘_b50
d c 0 a a
a 0 O
mL |3 d b :da04'+c§2‘
3 ¢ —4

Diga quais as que sao verdadeiras para quaisquer valores dos escalares a, b, ¢, d:

A)I,Ilelll B)II C) Ielll D) Nenhuma

Resolugao:

Analisemos cada uma das afirmagoes separadamente:

1. Nao é verdadeira com generalidade, uma vez que a aplicacao da regra de Laplace, por expansao
segundo a coluna 1, conduz a

b
-5
d

c a
=b 4 +d

O N O

+5

0
0|+

a
C

0
2| =

2 c 2 a O
0 4 0‘ c 2’——8b+2ad

=0

e, portanto, para que a igualdade indicada fosse verdadeira teria de ser:
—8b + 2ad = 0,
o que, em geral, é falso.

II. Nao é verdadeira com generalidade, uma vez que a aplicacao da regra de Laplace, por expansao
segundo a linha 3, conduz a

-5 =20 -2 0 -5 0
b -3 a|=d 3 4 b
d c 0

e, portanto, para que a igualdade indicada fosse verdadeira teria de ser:

-5 0

bazo’

:I:c’

o que ¢ falso se ac # 0.



ITI. Nao é verdadeira com generalidade, uma vez que a aplicacao da regra de Laplace, por expansao
segundo a coluna 2, conduz a

a 0 O

a O a 0
3 d b |=d '—c ’
3 e 4 3 —4 3 b

e, portanto, para que a igualdade indicada fosse verdadeira teria de ser:

+c 2

a
3

-

o que ¢é falso se abc # 0.

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 12 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

V1. Considere em R? um sistema de equacoes lineares Au = b em que b € R3,

1 2 3
A=1]1 -1 2|,
0 6 3

e as seguintes afirmacoes:
1. Existe pelo menos um vector b para o qual o sistema Au = b ndo tem solugoes;
II. A equagdo Au = 0 tem como Unica solucao u = 0;
I1I. Existindo solucdes de Au = b, o conjunto das solucdes é uma recta em R3;
IV. Existindo solucdes de Au = b, o conjunto das solucdes é um plano em R3.

Qual é a afirmacao verdadeira?

A)I B)II C)III D) IV

Resolugao:

Vejamos em primeiro lugar como podem ser formuladas de forma equivalente as afirmacao dadas
como alternativas. Consideremos a matriz aumentada do sistema de equacoes, [A | b], e seja [U | ¢] o
resultado da eliminacao de Gauss aplicado aquela matriz. Entao:

I. Existe pelo menos um vector b para o qual o sistema Au = b ndo tem solugoes
& Existe pelo menos um vector ¢ para o qual o sistema Uu = ¢ nao tem solugoes
< U tem uma linha nula e a componente da mesma ordem do vector ¢ é diferente de zero;

IT. A equagao Au = 0 tem como tnica solucao u =0

< A equacao Uu = 0 tem como tnica solugao u = 0

< A matriz U tem tantos pivos quantas as suas colunas
< A matriz U nao tem colunas sem pivo;

I11. Existindo solucdes de Au = b, o conjunto das solucdes é uma recta em R?
& Existindo solucdes de Uu = ¢, o conjunto das solucdes é uma recta em R3

10



< U tem uma e uma sé linha nula e a componente do vector ¢ da mesma ordem da linha nula é
igual a zero;

IV. Existindo solucdes de Au = b, o conjunto das solucdes é um plano em R3

& Existindo solucdes de Uu = ¢, o conjunto das solucdes é um plano em R3

< U tem duas linhas nulas e as componentes do vector ¢ das mesmas ordems das linhas nulas sao
iguais a zero.

Agora resta apenas proceder a eliminacao de Gauss e extrair a conclusao. Pondo b = (b, be, b3)
com a convenc¢ao habitual de escrita, temos:

1 2 3 [ 0], [l 2 3 | b s 1 2 3 | by
[Alb]=|1 =1 2 | bg | =50 =3 =1 | by—by | 2|0 —3 —1 | by — by
0 6 3 | by 0 6 3 | by 0 0 1 | by+2by—2b

Uma vez que a matriz U nao tem linhas nulas e tem tantos pivos quantas as colunas, de acordo
com as equivaléncias anteriores, a afirmacao verdadeira é II.
Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 13 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

34 0 O
. . : 05 -1 0

V1. Qual é o valor do determinante da matriz 02 3 o0 ?
02 0 -2

A) 78 B)-78 C)102 D) -102

Resolugao:

Uma vez que a matriz dada tem muitos elementos nulos e, em particular, a coluna 1 s6 tem
um elemento nao nulo, estamos numa situacado muito favoravel para aplicar a regra de Laplace, por
expansao segundo a coluna 1, obtendo-se

3 4 0 = 1 0
05 -1 0
=3(2 3 0
02 3 0 5 0 o
02 0 -2

Podemos continuar a aplicar a regra de Laplace, agora por expansao segundo a coluna 3 (por ser a
que tem mais zeros, sendo a mais favoravel do ponto de vista dos célculos), vindo:

34 0 0
05 -1 0 5 —1

02 3 0 _3(—2)‘2 5 ‘_—6(154—2)_—102.
02 0 -2

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 14 [2005/6 - 2° Ezame - LEEC]

11



V1. Seja a um escalar e

3 0 « 01 0
Aey=10 2 0|, Ba=|1 0 «
a 0 3 0 a O
Considere a relagao
det(Ay + By) = det A, + det B, (1)

e as seguintes afirmacoes:
I. Nao existem valores de av € C \ R tais que (1) é satisfeita,;
II. Existem valores de « € R tais que (1) é satisfeita;
ITI. Existem valores de o € C\ R tais que (1) é satisfeita
IV. (1) é satisfeita para qualquer o € C.

Entao a afirmagao verdadeira é:

A)I B)II C)II D) IV

Resolugao:

Convém comecar por salientar que, embora o determinante seja uma funcao linear de cada um
dos seus argumentos (as linhas de uma matriz), ndo é uma funcao linear das matrizes a que se aplica.
Em particular, o determinante da soma de duas matrizes nao é, em geral, a soma dos determinantes
dessas matrizes. No entanto, em casos particulares, tal pode ocorrer. E de um desses casos que se
trata neste exercicio.

Dada a dependéncia das matrizes A, e B, do parametro «, qualquer dos membros da igualdade

det(Ay + By) = det A, + det B,

é um polinémio na varidvel . Sendo assim, do que se trata é de saber quais sdo as raizes de um
polinémio. De facto, facilmente se obtém

det Ay = 2(9 — o?), detB, =0,

por exemplo, se recordarmos que contribuem para o determinante de ordem 3 todos os possiveis
produtos de 3 elementos da matriz, cada um deles contendo um elemento de cada uma das linhas e de
cada um das colunas, sem lugar a repeticoes, e sendo afectados de sinal positivo ou negativo consoante
a permutacao correspondente. J& para o cdlculo de det(A, + B,) podemos recorrer, por exemplo, &
regra de Laplace por expansao segundo a linha 1, vindo:

det(Aq + Ba) = 3(6 —a?) — (3 —a?) —a? =15 — 302
Consequentemente, a igualdade inicial acontece se e s6 se « for tal que
15— 302 = 2(9 — o?)

ou, equivalentemente,
o? = -3.

Como se sabe esta equagao nao tem raies reais, mas tem raizes complexas dadas por:
a = £iV3.

Consequentemente, a afirmacgao verdadeira é III e, portanto, a resposta correcta é C.
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Exercicio 15 [2006/7 - 1° Teste - LEC/MEC]

V1. Considere em R? um sistema de equacdes lineares, dependente de um parametro real a, escrito
na forma A,u = b, em que
1 2 3 1
Ao=14 5 6 |, ba=1 2|,
7 8 3a

e as seguintes afirmagoes:
I. O sistema Aju = b, é impossivel qualquer que seja o valor de «;
II. O sistema A,u = b, é impossivel pelo menos para um valor de «;
ITI. O sistema A,u = b, € possivel qualquer que seja o valor de «;
IV. Para todos os valores de « para os quais o sistema A u = b, é possivel existe uma tnica solucao.

Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)II B)lell C)II D) HlelV

Resolucgao:

Consideremos a matriz aumentada do sistema de equagoes, [A, | ba], € seja [Uy, | ¢o) 0 resultado
da eliminacao de Gauss aplicada aquela matriz. Com a convencao habitual de escrita, temos:

12 3 | 1 E 1 2 3 | 1
Aalba)=]45 6 | 2| = 0o -3 -6 | =2
7 8 3a | « | 0 —6 3(a—-7) | a—-T7 |
n 102 3 1]
= 10 -3 -6 | -2 |=[Ua]cd
| 0 0 3(a—-3) | a—3 |
com
1 00 1 0 0
Eir=]1-4101|, E=|0 1 0
-7 0 1 0 -2 1
Recordando que o método de eliminacao de Gauss nao altera o conjunto das solucoes de um sistema

de equacoes lineraes, temos:

I. E falsa,
uma vez que, por exemplo, para a # 3 o sistema é possivel.

L. E falsa,
uma vez que para que o sistema seja impossivel é necessario que haja na matriz U, uma linha de zeros
- 0 que s6 acontece na 3% linha para o = 3 - e que a correspondente componente do vector c, seja
diferente de zero - para a = 3 a 3% componente do vector ¢, é nula.

III. E verdadeira,
uma vez que, como vimos, o sistema é possivel para qualquer valor de a.

IV. E falsa,
uma vez que para o = 3 ha infinitas solugoes: podemos determinar a 1* e a 2* das incégnitas em

funcao da 3%, que é livre, uma vez que a 3* coluna de U, nao tem pivo.

Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 16 [2006/7 - 1° Teste - LEC/MEC]

V1. Sendo X € R, pretende-se determinar o vector u € R3, representado como vector coluna, que é
solucao da equacgao

11 A
1A Nu=det| 1 X 1
1 1 1
Qual é a solucao?
1 —1 —1 1
A) 0 B) 2 C) 0 D) | -2
—1 —1 1 1

Resolugao:

A igualdade no enunciado nao é mais do que uma igualdade entre polinémios. De facto, sendo
u = (a,b,c) € R3, tem-se:
1A N]u=a+br+c\’

(§]
11 A [ 1 1 1+ (A—1)
det | 1 X 1 = det| 1 14+(N—-1) 1
111 1 1 1
[0 0 A-1
= det| 0 A—=1 0 =—(A=1)2=—1+2) - )2
11 1

onde se usou a regra de Laplace, por expansao segundo a linha 3, para o calculo do tltimo determinante.
Como dois polinémios sao iguais quando forem iguais os respectivos coeficientes, resulta que

Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 17 [2006/7 - 1° Exame - LEC/MEC]

V1. Sejam A e B matrizes quadradas e invertiveis de ordem n € N, represente por I a matriz
identidade de ordem n e seja o um escalar nao nulo. Considere as seguintes igualdades:

I. A2 - B?=(A-B)(A+B),

II. det(aA) = o™ det A,

II. (AB~ )~ = BA™!,

IV. det(A + aB) = det A + o™ det B.

Qual a lista completa de igualdades que sao verdadeiras para quaisquer matrizes e qualquer escalar
nas condigoes indicadas?

A) Todas B)Iell C)Ilelll D)III

Resolugao:

Analisemos cada uma das igualdades:
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I. Nao é verdadeira com generalidade.
Usando a propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a adi¢ao, tem-se

(A-B)(A+B)=A(A+B)—B(A+ B) = A’ + AB - BA+ B2,
pelo que serd A2 + B2 = (A — B)(A+ B) se e s6 se
AB = BA,
o que nao é verdadeiro com generalidade, pois o produto de matrizes nao é comutativo.

I1. E verdadeira.

Efectivamente, o determinante de uma matriz de ordem n é uma funcao linear de cada uma das
suas linhas e como multiplicar uma matriz por um escalar corresponde a multiplicar cada uma da
suas linhas por esse escalar, o resultado é imediato. Em termos analiticos, considerando a matriz A
representada em termos das suas linhas

2
ly
A= . )
ln
tem-se
0461 61 61 [1 51
0452 Ozfg 52 62 52
. . QZS . .
det(aAd) = Cl=al = == g, —...=a"| bk | =a"det A

aly, aly, aly ol :
aly aly aly aly ln

I1I. E verdadeira.

Para qualquer matriz B invertivel, pela definicio da inversa, tem-se (B~1)~! = B e, como a inversa
do produto de duas matrizes invertiveis - A e B - é o produto das inversas pela ordem inversa em
relacdio & qual elas figuram no produto original - (AB)~! = B~'A~! - (ver o Exercicio 5 para uma

demostragao), obtém-se
(AB Y t=BH1tat=pa™.

IV. Nao ¢é verdadeira com generalidade.
Efectivamente, esta igualdade seria verdadeira se o determinante de uma soma de duas matrizes
fosse a soma dos determinantes:

det(X +Y) =det X +det?, (2)

pois, nesse caso, usando II (que j& vimos ser verdadeira) obter-se-ia a igualdade no enunciado. No
entanto, (2) nao é verdadeira com generalidade, pois, por exemplo,

10 10
(o[ 0]) a0 au [} 0]

Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 18 [2006/7 - 1° Exame - LEC/MEC]

1 2 3 4
V1. A solugdo geral do sistema de equagdes | 1 3 4 | u= | 5 | é da forma
1 4 5 6

u=u; +aug, o€cR,

em que o par de vectores (ug,u1)) é dado por:
A) ((1,1,-1),(1,0,1)) B) ((1,1,-1),(1,1,1)) ©) ((1,-1,-1),(1,1,1)) D) ((1,-1,-1),(1,0,1))

Resolucgao:

Para determinar a solugao geral do sistema em causa usamos o método de eliminacao de Gauss,
que nao altera o conjunto das solugoes do sistema. Considerando a matriz aumentada, temos

123 4], [123 4], [123]4
134531011 ] 1|=3]011]1]=[Us|cd
1 45| 6 022 | 2 00070
com
1 00 1 0 0
Ei=|-110]|, Ea=|0 1 0
-1 0 1 0 —2 1

Havendo uma linha nula, a terceira, na matriz aumentada apods a eliminacdo de Gauss o sistema é
indeterminado, com grau de indeterminacao 1. Escrevendo as solugoes na forma u = (z,y, z), podemos
determinar x e y em fungao de z (a incégnita que corresponde & coluna sem pivd). Da segunda equagao,
y+2z=1, vem

y=1—=z2

e substituindo este resultado na primeira das equacoes, = + 2y + 3z = 4, obtém-se
r=4-21-2)—32=2—2z
Consequentemente, a solucao geral do sistema de equagoes pode ser escrita na forma
u=(2-21-22)=(2,1,0)—=2(1,1,-1), zeR.

Agora trata-se de comparar este resultado com as alternativas dadas. Imediatamente se conclui
que o vector uy é ugp = (1,1, —1), ou um seu multiplo nao nulo, pelo que podemos eliminar C e D do
conjunto de respostas certas. Para determinar o vector uj, convém escever a solucao geral na forma
mais conveniente, introduzindo o novo parametro o = 1 — z € R, por forma a que, por exemplo,
a primeira componente do vector solugdo para a = 0 seja igual a 1 (que aparece em qualquer das
alternativas de resposta restantes (A e B)):

u=1(2,1,00+ (1 —2—-1)(1,1,-1) = (1,0,1) + (1 — 2)(1,1,-1) = (1,0,1) + (1,1, -1), a€R.
Obtém-se assim a representagao desejada com
u; = (1,0,1), wup=(1,1,-1).

Assim, a resposta correcta é A
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Exercicio 19 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Considere o sistema de equacdes em R3, dependente dos parametros « e 3,

1 2
1B
0 1

— w2
N
Il
[N}

Qual dos seguintes é o valor do par (a, 3) tal que o sistema anterior tem uma tnica solugao?

A) (2,3) B) (3,2) C) (1,4) D) (2,4)

Resolucgao:

Trata-se de mais um problema que pode ser facilmente resolvido usando o método de eliminacao de
Gauss. Implementando-o para a matriz aumentada do sistema com a habitual convengao de notagao,
obtém-se no primeiro passo da eliminacao de Gauss:

12| 1], [ 2 a |1 1 0 0
1 83210 8-23-a/1 comBE; = |1 —1 1
01 1 | 3 0 1 1 | 3 0 0 1

O segundo passo da eliminagao de Gauss depende do valor de 8 — 2:

[ ] /B = 2
Neste caso, a forma final obtém-se trocando as linhas 2 e 3:
« | 1 1 00
1 | 3 comP=|0 01
3—a | 1 0 10

1 2
Lo
0 0

O sistema de equagoes terda uma tunica solucao se for a # 3 (caso em que a matriz dos coeficientes
tem 3 pivos). Ora a tunica alternativa de resposta com = 2 é B, mas tendo a = 3, podemos
eliminé-la do conjunto das eventuais respostas certas.

o B#£2

Neste caso, a forma final resulta de

5 12 a |1 1 0 0

210 -2 3—a | 1 comBEy=|0 1 0
B+a—>5 38-7 1

0 0 2 | B 0 —5 1

O sistema de equagdes terd uma unica solugao se for f + o # 5 (caso em que a matriz dos
coeficientes tem 3 pivds). Podemos pois também eliminar A e C do conjunto das eventuais
respostas certas, uma vez que para qualquer delas se tem 8 + a = 5. No caso da alternativa D,
tem-se B =4 #2e 4+ a =06 #D5, pelo que o sistema de equagbes tem uma tnica solugao.

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 20 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Seja S o conjunto das solucoes do sistema de equacoes lineares em R3:
1 2 4 1
11 3 |u= 2
011 -1
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Entao S é

A) o conjunto vazio B) um conjunto singular C) uma recta D) um plano

Resolucgao:

Comecemos por formular de forma equivalente as alternativas de resposta apresentadas no enun-
ciado. Desigando por Au = b o sistema considerado, por [A | b] a sua matriz aumentada e por [U | ]
a mtriz aumentada que se obtém por eliminacao de Gauss da anterior, tem-se:

I. § é o conjunto vazio

& o sistema de equagoes nao tem solugoes

& o sistema de equagoes é impossivel

< existe uma linha nula em U e a componente correspondente (da mesma ordem) do vector ¢ é
nao nula.

II. § é um ponto
< o sistema de equagoes tem uma Uinica solucao
< a matriz U nao tem nenhuma linha nula.

III. § é uma recta

& o sistema de equacgoes é indeterminado com grau de indeterminacao 1

& existe uma e uma sé linha nula na matriz U e a componente correspondente do vector ¢ é nula
(condigao de existéncia de solugoes).

IV. § é um plano

& o sistema de equacgoes é indeterminado com grau de indeterminacao 2

< U tem duas linhas nulas (que serdo necessariamente a segunda e terceira uma vez que a primeira
é nao nula e permanece inalterada pela eliminagao de Gauss) e as componentes do vector ¢ correspon-
dentes sao nao nula (nesse caso, a segunda e terceira componentes de c).

Agora resta proceder a eliminacao de Gauss e escolher adequadamente. Com a habitual convencao
de notacao, obtém-se:

124 ] 1], [1 2 4] 1], 12 4|1
113 2|23 l0o -1 -1 1|30 -1-11]1]|,
011 | —1 0o 1 1 | —1 00 0 |0
em que
1 00 100
Ei=|-110]|, Ea=|010
0 0 1 01 1

Resulta do que atras dissemos que a afirmacao verdadeira é a III e, portanto, a resposta correcta
é C.

Exercicio 21 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Seja A € R e considere o determinante seguinte

A—1 5 0
1 A1 2
1 2 A+1

A expressao correcta para o valor do determinante é:
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A) A—1)(A=2)(A+4) B) A—1)(A-2)(A—4) C) A+1)(A=2)(A+4) D) A+1)(A+2)(A—4)

Resolucgao:

Uma vez que a matriz de que se pretende calcular o determinante tem uma entrada nula (na
posigao 13), podemos facilmente obté-lo usando a regra de Laplace por expansao segundo a linha 1
(em alternativa podia ser usada a coluna 3), vindo:

A+1 2 12
1Akt 2 | = (e | |
. 5 Ar1 2 A+1 1 A+1

= A=1(A+1)*—4)=5((A+1)—2)

D((
= A=D((A+1)2-9)=A+1-3)(A+1-3)
= A=DA=2)(A+4)

Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 22 [2007/8 - 1° Teste - MEC]

/D A2
V1. Sejam A€EReAdy= |2 )\ A2
2 A+1 A+1
Entéo o conjunto dos valores de A\ para os quais Ay é invertivel é

A)R\ {0}, B)R\{0,1}, C)R\{-1,0,1}, D)]0,+ool.

Resolugao:
Tendo em conta que
Uma matriz quadrada é invertivel se e s6 se o seu determinante é diferente de zero
(ver [LTM, Teoremas 5.7 e 5.12]) basta calcular o determinante de Ay e ver para que valores de A € R

este se anula. Podemos facilmente calcular o determinante de Ay usando as propiedades béasicas dos
determinantes, como a seguir se exemplifica:

1 A A2 1 A A2 1 A A2
detAy, = |1 A Ao+ l1 0 0 |=|1 0 0
2 A+1 A+1 2 A+1 A+1 2 A+1 A+1
1 A A\ 1 A A2 1 A N2
=110 O0/+|/1 0 01f=|10 0
1 A )\ 11 1 11 1
A A2 9
= —‘1 ) =M - A=XxA-1),

em que no ultimo passo se usou o conhecimento de um determinante de ordem 2.
Conclui-se entdao que Ay nao é invertivel se A =0 ou A = 1.
Assim, a resposta correcta é B.
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Exercicio 23 [2007/8 - 1° Teste - MEC]

V1. O subconjunto de R? formado pelas solucoes da equacio

1237z 1
456||y|=]|4
78 9]z 6

O~

A) um plano, B) uma recta, C) um conjunto singular, D) o conjunto vazio.

Resolugao:

Trata-se de uma questao do mesmo tipo da colocada no Exercicio 20. Tal como naquele caso,
desigando por Au = b o sistema considerado, por [A | b] a sua matriz aumentada e por [U | ¢] a matriz
aumentada que se obtém por eliminacao de Gauss da anterior e por S o conjunto das solucoes de
Au = b, tem-se:

I. § é o conjunto vazio

< o sistema de equagoes nao tem solucoes

& o sistema de equagoes é impossivel

& existe uma linha nula em U e a componente correspondente (da mesma ordem) do vector ¢ é
nao nula.

II. & é um ponto
& o sistema de equagoes tem uma Unica solucao
< a matriz U nao tem nenhuma linha nula.

III. S é uma recta

& o sistema de equagoes é indeterminado com grau de indeterminacao 1 < existe uma e uma sé
linha nula na matriz U e a componente correspondente do vector ¢ é nula (condicao de existéncia de
solugoes).

IV. § é um plano

< o sistema de equagoes é indeterminado com grau de indeterminagao 2

< U tem duas linhas nulas (que ser@o necessariamente a segunda e terceira uma vez que a primeira
é nao nula e permanece inalterada pela eliminagao de Gauss) e as componentes do vector ¢ correspon-
dentes sao nulas (nesse caso, a segunda e terceira componentes de ¢, que é a condigao de existéncia de
solugoes).

Neste caso particular obtém-se:

123 1), [t 2 3 | 1], 12 3.1
456 | 4=l 0 -3 6] 0 |=323]0-3-61] 0|,
789 |6 0 -6 —12 | -1 00 0 | -1
em que
1 00 1 0 0
Ei=|-410]|, E2=|0 1 0
-7 0 1 0 -2 1

Conclui-se entao que o sistema de equagoes considerado é impossivel e, portanto, S é o conjunto
vazio.
Assim a resposta correcta é D.
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Exercicio 24 [2007/8 - 1° Exame - MEC]

V1. Considere a matriz dependente do parametro real «;,

1 2 2 2
1 -1 2 1
Aa 3 3 6 5
1 0 o1

Qual das seguintes afirmagoes relativamente ao sistema de equagoes A,u = b é verdadeira?

A) Existe (pelo menos) um valor de o € R tal que o sistema é possivel e determinado, qualquer
que seja b € R*,

B) Existem valores de a € R e de b € R? tais que o sistema é possivel e determinado,

C) Para quaisquer o € R e b € R* o sistema ¢ indeterminado,

D) Existe (pelo menos) um valor de b € R?* tal que o sistema é impossivel, qualquer que seja
aeR.

Resolugao:

Por facilidade de exposi¢cdo ponhamos b = (b1, be, b3, by), seja [Ay | b] a matriz aumentada do
sistema de equagoes dado e [U, | ¢] a que se obtém da anterior por aplicacao do método de eliminacao
de Gauss. Neste caso, obtém-se:

1 2 2 2| b 1 2 2 2 | b
ol 1 21 k| B 0 =3 0 -1 b-b
Aal®l =1 s 5 6 5 | b | 7710 =3 0 =1 | by—3b
1 0 o 1| by 0 -2 a—2 —1 | by
12 2 2 by T
B, |0 -3 0 -1 | by — by
= 0 0 0 0 | bz — by — 2by
(0 0 a—2 —1/3 | byi—2/3by+2/3b; |
[ 1 2 2 by T
p o -3 0o -1 | by — by B
10 0 a—2 —1/3 | ba—2/3bs+2/3b |~ Daldh
0 0 0 0 | by—by—2b
em que
1 000 1 0 00 1000
1100 0 1 00 0100
Ee=l 3010 2500 -1 10" 70001
10 0 1 0 —2/3 0 1 0010

Daqui se conclui o seguinte:

- I e II sao falsas,

uma vez que, tratando-se de um sistema com tantas equacoes quantas as incdgnitas, a existéncia de
uma linha nula na matriz U, implica que o sistema é impossivel ou indeterminado (nao podendo, pois,
ser possivel e determinando).

- III é falsa e IV é verdadeira,

uma vez que o sistema é impossivel no caso do vector b ser tal que a quarta componente do vector ¢
é diferente de zero, by — bs — 2b; # 0, independentemente do valor de a.

Assim, a resposta correcta é D.
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Exercicio 25 [2007/8 - 1° Exame - MEC]

3 0 2 0
0 1 -2 0

. . ‘?

V2. Qual o determinante da matriz | 40 a 0 /
0 0 —4 g

A) 8aB+38 B) 8af—-38 C) 3aB-88 D) 3a8+88

Resolugao:

Podemos facilmente calcular o determinante usando repetidamente a regra de Laplace, uma vez que
a matriz tem muitos elementos nulos. Escolhendo inicialmente a coluna 4 (a que tem mais elementos
nulos) e posteriormente a coluna 2 (a que tem mais elementos nulos na matriz de ordem 3), vem

01 2| |30 -
40 o 0 =4 _04 (1) -2 —B’_4 a':ﬁ(3a+8):3aﬁ+8[3.
0 0 —4 8 @

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 26 [2007/8 - 2° Exame - MEC]

V1. Identifique o tnico valor de « real para o qual o sistema de equacgoes

1 2 3 1
4 5 6 |u=1| 2
7 8 9 «

é possivel.

A)11, B)3, C)0, D)-4.

Resolucgao:

Procedendo a eliminagao de Gauss da matriz aumentada do sistema, obtém-se

123 1], [t 2 3 | 1 o [1 2 3 | 1
456 | 2|30 -3 -6 | -2 |30 -3-6| 0 |,
789 | « 0 -6 —12 | a—71 00 0 | a-3
em que
1 00 1 0 0
Ei=|-4 101, EB,=|0 1 0
-7 0 1 0 -2 1

Daqui se conclui imediatamente que a condigao de existéncia de solucoes é que
a =3,

sendo o sistema impossivel no caso contrario.
Assim, a resposta correcta é B.
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Exercicio 27 [2007/8 - 2° Exame - MEC]

1 2 1
V1. Paraa€eRseja Ap=| a 1 2a+1
0 1 0

Qual o valor do determinante da matriz 2A1_1A2A§ 19

A) 3/4, B)-3/4, C)-3, D)3.

Exercicio 28 [2008/9 - 1° Teste - LEIC]

V1. Qual dos seguintes é o vector (z,v, z), solugdo do sistema de equagdes lineares

1 -1 1 T 2
2 3 4 y =151,
3 2 5 z 7

cuja componente z tem o valor 3.
A) (27373)7 B) (_17_273)7 C) (_27_173)7 D) (3747 3)

Exercicio 29 [2008/9 - 1° Teste - LEIC]

V1. Considere o sistema de equacoes lineares dependente do parametro § € R

1 4 2 x 1
-1 -1 1 y | = 2 ,
1 B+3 3 z B2 —2

e as seguintes afirmagodes relativamente a este sistema:
I. Existe uma tunica solugao, qualquer que seja f3,
II. Para 8 = 1 existe uma tnica solugao,
III. Para 8 = 2 existe uma tnica solucao,
IV. Para 8 = 2 nao existem solugoes.

Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?
A)LITeIll, B)IlelV, C)Ilelll, D)IIL

Exercicio 30 [2008/9 - 1° Teste - LEIC]

V1. Seja
1 o 1—-«o
Ay=12 o 1 , a€cR
1 o 14+«

Qual o valor do determinante da matriz A1A3_1A_1?
A)o0, B)2/3 C)-2/3, D)3/2.
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Exercicio 31 [2008/9 - 1° Exame - LEIC]

V1. Qual dos vectores seguintes é solugao da equacao

1 -1 2 4
2 3 4 |lu=1|3]7?
1 2 3 2
A) (1,2,3), B)(1,-2,3), C)(1,2,1), D) (1,-1,1)

Exercicio 32 [2008/9 - 1° Exame - LEIC]
V1. Qual é o valor de

1 2 30
01 2 3 9
3 01 2
00 01

A)0, B)4, C)4, D)2

Exercicio 33 [2008/9 - 1° Exame - LEIC]
1 a—1
a+1 2

Qual dos seguintes é o conjunto dos valores de « para os quais a fungao f(A) = det(A, — AI) nao
se anula em R?

A) oo, BlUIL v, B) -, B[, C) -, -i[U]L,4x[, D)]-4, 11

V1. SejamaGReAa:[

Exercicio 34 [2008/9 - 2° Exame - LEIC]

V1. Qual dos seguintes vectores (z,v,2) de R3 é solucio do sistema

12 -1 x 1
2 3 2 y | =12
35 1 z 3

e pertence ao plano {(z,y,z) € R3 : x +y + 22 = 4}?
A) (227_127_3) B) (307_1275)7 C) (_6747 1)7 D) (171)1)

Exercicio 35 [2008/9 - 2° Exame - LEIC]

V1. Considere o sistema de equagoes lineares (SEL), dependente do parametro 3 € R,

11 2 x -1
1 -1 5 y | = -3
2 0 B+6 2z B2 -5

e as seguintes afirmacoes:
I[.Se 8 #1e 8 # —1, 0 SEL tem uma tnica solugao;
II. Se B = —1, o conjunto das solucdes do SEL é uma recta em R?;
III. Se 8 =1, o conjunto das solucdes do SEL é uma recta em R3:
IV. Se 8 = —1, o SEL é impossivel.
Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)Iell, B)Ielll, C)IIllelV, D)IlelV.
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Exercicio 36 [2008/9 - 2° Exame - LEIC]

1 01 0 20
V1. Sejam A= |0 1 0| eB= |3 0 4 |. Considere as seguintes igualdades entre determi-
1 01 0 5 0

nantes:
I.|A| =0, II.|A+2B|=2|B+2A|, 1. |B|=0, IV.|B+2A|=|A+2B.
Qual ¢ a lista completa de igualdades verdadeiras?

A)Ielll, B)LIlelll, C)IIIeIV, D)IIIIIelV.

Exercicio 37 [2009/10 - 1° Teste - MEC]
V1. Para ) € R seja
1 -1 0
Ax=1 2 X A+1
-5 2 —=A-1
Qual é o valor de det A)7
A)1+X2 B)1-X2 C)(1-))2 D) (1+N2%

Exercicio 38 [2009/10 - 1° Teste - MEC]

V1. Considere novamente a matriz Ay (com A € R) definida no problema anterior. Qual dos seguintes
valores de X é tal que o sistema de equacoes lineares

1
Au=1|0
0
0
tem como unica solucao o vector u = | —1 |7
2
A)-1, B)1l, C)-2, D)2
Exercicio 39 [2009/10 - 1° Exame - MEC]
V1. Qual o valor do determinante da matriz
1 2 3
3 2 1|7
2 1 3

A)-16, B)-12, C) 12, D) 16.
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Exercicio 40 [2009/10 - 1° Exame - MEC]

V1. Sejam
1 1 2 2 3
1 -1 0 —4 1
A= 2 2 4 4 |° b 6
31 4 0 7

Designando por S o subconjunto de R* formado pelas solucées da equacio Au = b, qual é a afirmacio
verdadeira?

A) S é um plano (ou plano-2),
B) S ¢é uma recta (ou plano-1),
C) S é um conjunto singular,
D) S é o conjunto vazio.

Exercicio 41 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Qual o valor do determinante da matriz

W N =

[@200SN V)

NeRNerRUL]
~

A)-1, B)0, C)1, D) 16.

Exercicio 42 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Sejam o um nimero real, A e B duas matrizes quadradas da mesma ordem n > 2, e A e B! as
respectivas transpostas. Considere as seguintes afirmacoes:

I. det(aA) = adet A, II. det(A + B) = det A + det B,

III. det(AB) = (det A)(det B), IV. det(A!B) = (det A)(det B).

Qual é a lista completa das que sao verdadeiras para qualquer escalar o e quaisquer matrizes A e
B nas condicoes acima indicadas?

A)IlIelV, B)Ilelll, C)lell, D)I, IlelV.

Exercicio 43 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Considere a matriz

1 3
A=1]1 2
1 z

RSB
g w R

em que x,y,z € w sao numeros reais que se pretendem escolher por forma que o ntcleo da matriz A
seja gerado pelo vector (1,1,—1,—1).
Qual das seguintes é a escolha acertada para o vector (z,y, z,w)?

A) (0,3,3,0), B) (0,4,3,0), C) (0,4,1,2), D) (0,4,3,1).
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Exercicio 44 [2010/11 - 1° Teste - MEEC]

V1. Das quatro matrizes seguintes duas sao invertiveis. Quais?

1
3 2 3 2

S NN

3
1], A=
7

Tt
O
N =W

A) A1 (§] A4, B) A2 (§] Ag, C) A2 (§ A4, D) A3 (§] A4.

Exercicio 45 [2010/11 - 1° Teste - MEEC]
V1. Pretende-se calcular em fungao do parametro real a o determinante da matriz
1 1+a 1-a?

-1 2 l1-a
0 1 1

Qual é a resposta certa?
A)l+a, B)(1+a)? C)l+a? D) (1-a)

Exercicio 46 [2010/11 - Exame - MEEC]

V1. Determine o tinico valor de a € R tal que a equagao

1 2 -1 1
31 -3 |u=1]2
1 a —1 3

tem como conjunto de solucoes uma recta em R3.

A)a=12, B)a=8, C)a=4, D)a=2.

Exercicio 47 [2010/11 - Exame - MEEC]

V1. Sejam b= (1,-1,2) e S = {(1,1,1)} + L({(1,2,1)}). Qual das matrizes seguintes é a matriz dos
coeficientes de um SEL escrito na forma Au = b que tem S como conjunto de solugdes?

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
A)|3 1 —5|, B)|3 1 5|, ©)|3 1 -5, D)|4 2 -7
6 —4 2 7 -3 -2 6 —2 —2 6 —2 —2

Exercicio 48 [2010/11 - Exame - MEEC]

2 0 1
V1. Sejama€Re A= |1 2 0 |. Qualé o valor do determinante det(A — al)?
1 -1 3

A) (a-3)3, B) —(a—1)%*a-3), C)(a—3)%*a-1), D) —(a—3)>*(a—1).
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Espacos Lineares

Exercicio 49 [2000/1 - 1° Teste - LEC]

V1. Sejam v;, v2, v3, vg € v5 vectores nao nulos de um espaco vectorial Ve W = L {v1, v, v3,v4,v5}
o subespaco por eles gerado. Admitindo que:

(i) va ¢ L{v1}, (ii) vz & L{vi,v2}, (ili) 203 —3va+3v3—2vs =0, (iv) vs ¢ L{v1,v2,v3,v4} ,
indique a dimensao de W .

A) 2 B) 3 C) 4 D) 5

Resolugao:

Vejamos o que decorre de cada uma das condigoes dadas:

(i) Se va ¢ L{vi}, entdo {v1,v2} é um conjunto linearmente independente. Um conjunto de dois
elementos nao nulos (v1 e v2) sé é linearmente dependente se um deles for um multiplo nao nulo do
outro ou, o que é equivalente, vo € L{v;}.

(ii) Se vz ¢ L{vi,va2}, entdo {vi,ve,v3} é linearmente independente. Considerando uma com-
binacao linear dos trés vectores que representa o vector zero:

a1v] + ague + agvg = 0,

tem-se necessariamente a; = as = ag = 0. Efectivamente, vejamos primeiro que ag = 0. Se, por
absurdo, fosse a3 # 0, ter-se-ia:
1
V3 = f(Oqu + 012112) € L{Ul,vg},
asg
o que é falso. Logo ag = 0. Mas, nesse caso, a combinagao linear inicial reduz-se a ajv1 + asve = 0,
cuja unica solugao é a; = ag = 0. Conclui-se entao que {v1, v, v3} é linearmente independente.

(iii) Se 2v1 —3 va+3v3—2v4 = 0, entdo vq = (2v1—3va+3v3)/2 € L{vy,v2,v3}. Consequentemente,
L{vy,va,v3,v4} = L{v1,vo,v3}.

(iv) Se vs ¢ L{v1,v2,v3,v4}, entdo vs ¢ L{v1,vs,v3}, pela condi¢ao anterior. Usando um argu-
mento semelhante ao usado em (ii), conclui-se que {v1,v2,v3,v4} é um conjunto linearmente indepen-
dente.

Assim, o espago W gerado por {vy, ve, v3,v4, v5} coincide com o espago gerado por {v1, v, v3,v4} €,
sendo este linearmente independente, constitue uma base desse espaco. Consequentemente, a dimensao
de W é 4, o niimero de elementos de uma sua base, pelo que a resposta correcta é C.

Exercicio 50 [2000/1 - 1° Teste - LEC]

V1. A expressio “SEL” significa “sistema de equagdes lineares”. Seja A € R™*™. Considere as
seguintes afirmacoes:

I. O SEL Ax = b é possivel e indeterminado para cada b € R™"*! sse A é invertivel.
II. A tem caracteristica igual a n sse o espaco gerado pelas linhas de A é R™.
ITII. A dimensao do ntcleo de A é igual a zero sse as colunas de A sdo linearmente independentes.

IV. A é invertivel sse o SELL Ax = 0 tem solugao trivial.
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A lista completa de afirmagoes verdadeiras é:

A) I, ITelV B) ITelll C) IelV D) II,IlTeIV

Resolucgao:
Averiguemos da veracidade ou falsidade de cada uma das afirmagoes:

I. E falsa.
Se A é invertivel, entdao o sistema Ax = b tem uma unica solucdo, podendo esta obter-se por
aplicacao da inversa de A, A~!, a ambos os membros da equacio anterior, vindo z = A~ 1Ax = A~ 'b.

II. E verdadeira.

A caracteristica de uma matriz foi inicialmente definida como o nimero de pivos da matriz que se
obtém da original por eliminacao de Gauss. Posteriormente concluiu-se que esse niimero era igual quer
ao numero de colunas linearmente independentes quer ao niimero de linhas linearmente independentes
(ver [LTM, Teorema 2.27]).

I1I. E verdadeira.

A dimensdo do ntcleo de uma matriz é o ntimero de colunas sem pivo da matriz que se obtém da
original por eliminacao de Gauss. Esse ntimero é zero sse essa matriz ndo tem colunas sem pivo, ou
seja, sse as colunas de A sao linearmente independentes (ver [LTM, Teorema 2.27]).

IV. E verdadeira.

Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se e s6 se é nao singular ou, o que é equivalente,
tem n pivos, ou ainda, a sua caracteristica é igual a n, car A = n. Por outro lado, o SEL Az = 0
tem solucdo trivial se e sé se o nicleo de A é constituido apenas pelo vector zero, N4y = {0}. Como
car A = n — dim N4, segue-se que A é invertivel se e s6 se 0 SEL Az = 0 tem solugao trivial.

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 51 [2000/1 - 1° Teste - LEC]

V1. Seja Ps o espago linear real dos polindomios de variavel real com grau menor ou igual a 3, e
p(r) = ap+a1x+asxr®+azx®, v € R, um elemento genérico de P3. Considere os seguintes subconjuntos
de P3 e identifique os que sao subespacos vectoriais de Ps.

I O conjunto dos polinémios p com grau igual a 3 tais que ag + 4a; — az = 0.

II O conjunto dos polinémios p com grau menor ou igual a 2 tais que —ag + ao + 4as = 1.
IIT O conjunto dos polinémios p com grau menor ou igual a 3 tais que —2ag + a1 + 3az = 0.
IV O conjunto dos polinémios p com grau menor ou igual a 2 tais que a1 — Tag + 4a3z = 0.

A lista completa de subespacos vectoriais é:

A) HlelV B) III C) Ilelll D) I

Resolugao:

29



Quais as condicoes para que um subconjunto A de Ps, caracterizado por os coeficientes ag . .. as
dos seus elementos satisfazerem uma relagao da forma:

Aoao + A1a1 + Agas + Azaz =B, Ag...A3, 0 €R, (3)

seja um subespaco de P37

A resposta a esta questao é a seguinte: A é um subespaco de Ps3, se e s6 se § = 0, independentemente
dos valores de Ag... A3, 8 € R. Para ver que assim é temos apenas que verificar que as operagoes de
adicao e de multiplicagado por escalares sao fechadas. Sejam entao p, p elementos de A, em que portanto

p(x) =ao+ a1z + asz? + azz’, p(x) = ap + ar1x + Gox® +asz®, zeR
Aoao + A1a1 + Aeao + Azaz = B,  Aoag + A1a1 + Aoag + Azaz = 5.

Para quaiquer o,z € R, tem-se

(p+p)(z) = (ap+ao)+(a1+a1)z+(ag+az)x’+(az+az)z®,  (ap)(x) = (aap)+(aar)z+(oas)r*4+(aas)z?
€

Ao(ag+ag)+A1(ar1+a1)+Aa(ag+az)+As(as+as) =28, Mo(aag)+A1(aar)+Ae(aaz)+As(aas) = af.

Daqui resulta que (3) é satisfeita se e s6 se § = 0, quaisquer que sejam g, ..., As.
Relativamente as alternativas dadas podemos concluir imediatamente que:
IT é falsa, III e IV sao verdadeiras.
Falta apenas ver que I é falsa. Basta ver que, por exemplo, sendo p(z) = 5+5z3 e p(x) = 5/4x+5z3,
ambos satisfazem a relacao dada e (p — p)(x) = 5 — 5/4x é um polinémio de grau 1 e ndo de grau 3.
Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 52 [2000/1 - 1° Teste - LEC]

. o . b
V1. Considere o subespaco S de R?*2 constituido pelas matrizes da forma [ CCL q ] Uma base
para o subespaco S é o conjunto:

EEIR BN R

A)

vs)

~
—— =

O =

=

—_

——

Resolugao:

Comecemos por ver qual a dimensdo do subespaco S. Consideremos a base canénica de R2*?
formada pelas matrizes

1 0 0 1 0 0 0 0
E11—|:0 0], E12—[0 0], Ezl—[l 0}, E22—[0 1]-
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Ora,
a b
[ ] = a(E11 — E22) + bE12 + cEyy,

c —a
0 que significa que S é gerado pelas matrizes F11 — Fao, F12 € Fo1, pelo que dimS < 3. E fécil ver
que o conjunto destas 3 matrizes é linearmente independente e, portanto, dimS = 3. Podemos pois
eliminar B (com 1 elemento) e C (com 4 elementos) dos conjunto de respostas certas.

Agora podemos também eliminar a resposta D, uma vez que o espaco gerado pelas matrizes ai
indicadas é formado por matrizes cujo elemento da linha 2 e coluna 1 é nulo e, portanto nao pode
gerar as matrizes de S com ¢ # 0. Por exclusao de partes a resposta certa é A. Vejamos que assim é:

- J& sabemos que dimS = 3, pelo que o conjunto dado em A, tendo 3 elementos, serd uma base
de S se gerar S. Mas isso é facil de verificar, uma vez que

a b ]_af[2 0] 70 —1] btec[0 0
c —a| 210 =2 1 0 3 |3 0|

Exercicio 53 [2000/1 - 1° Teste - LEC]
V1. Seja A € RP*9 e AT a sua transposta. Suponha que:

I O ntcleo de AT tem dimensao 3,
II Existe um vector v em RP formando uma base do espaco das linhas de AT,

III O nitcleo de A tem dimenséo 4.
Entao os valores de p e g sao :

A) p=5eq= B) p=5eqgq=4 C)p=4eq=4 D)p=4eq=5

Resolugao:

Para obter a resposta basta ter em conta os seguintes resultados, o primeiro dos quais é ébvio e os
outros podem ser vistos em [LTM, Teoremas 2.27 e 2.32]: Sendo X € K"*" e designando por Nx, Cx
e Lx o nucleo, o espaco das colunas e o espaco das linhas de X, respectivamente, tem-se:

1. dimCx =dimLyr; 2. dimCx =dimLyx; 3. dim Ny 4+ dimCx =n.

Eefectivamente, as afirmacgoes dadas podem ser escritas de forma equivalente como se segue:

I & dimNyr = 3;

II & dimLyr = 1;

III & dim Ny = 4.

Entao, tendo em conta os resultados acima mencionados, vem:

p—3=p—dimNyr =dimCyr =dimLyr=1 & p=4

qg—4=q—dimNg=dimCy =dimLy,r=1 <& ¢=05.

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 54 [2000/1 - 1° Exame - LEC]

V1. Seja A € RP*9 e AT a sua transposta. Suponha que:

I O espaco das linhas de AT tem dimenséao 1.
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IT nicleo de A tem dimensao 4.
III O nicleo de AT tem dimensao 2.

Entao os valores de p e ¢ sao:

Resolugao:

Este exerciicio pode ser resolvido usando um método em tudo semelhante ao usado no Exercicio
53. Procedendo por analogia, tem-se

I dimL,r =1;

II & dimNy =4;

T & dim N r = 2.
Entao, tendo em conta os resultados mencionados na resolucao do Exercicio 53, vem:

p—2=p—dimNyr =dimL,r=1 & p=3

qg—4=q—dimNg=dimCy =dimLyr=1 <& ¢=5.

Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 55 [2000/1 - 1° Exame - LEC]

V1. Sejam vy, ve, v3, v4 € v5 vectores nao nulos de um espago linear Ve W = L {vy, va, v3, v4, v5}
o subespaco por eles gerado. Admitindo que:

i. vy ¢ L{v},

ii. 2v; —3vy+2v3=0,
iii. w4 ¢ L{vi,ve,0vs},
iv. ws & L{vi,v2,v3,04},

qual a dimensao de W ?

Resolucgao:

Este exerciicio pode ser resolvido usando um método em tudo semelhante ao usado no Exercicio
49. Procedendo por analogia, tem-se

i < {v,vy} é linearmente independente;

i < {v,vg,v3} é linearmente dependente = L{vj,ve,v3} = L{vy,v2};

i = vy ¢ L{v,va} & {v1,v2,v4} é linearmente independente;

iv = wvs¢ L{vi,ve, 04} < {v1,v9,v4,v5} é linearmente independente.

Conclui-se entao que W = L{v,v2,v4,v5} €, sendo {v1,v2,v4,v5} linearmente independente, tem-
se dimW = 4.

Assim a resposta correcta é B.
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Exercicio 56 [2000/1 - 1°Exame - LEC]

V1. Chama-se traco de uma matriz quadrada A, representando-se por tr A, a soma dos elementos da
diagonal principal. Uma base para o espago linear real das matrizes de ordem 2 com trago igual a zero
(tr A = 0) é o conjunto:

S AL ] el el [ v])
o {0 S]] e])
o {lva] ool [0 5]}

Resolugao:

Embora formulado de maneira diferente o subespaco S de R?*? aqui considerado é o mesmo que
o assim designado no Exercicio 52. Efectivamente, as matrizes de ordem 2 com trago nulo, sao as que

a b
L]

com a,b,c € R.

Usando o mesmo tipo de argumentacdo, concluimos primeiro que dimS = 3, pelo que qualquer
base de S tem 3 elementos. Podemos agora eliminar sucessivamente trés das alternativas de resposta:

- A - por ter 4 elementos ; - D - por ter apenas 1 elemento; - C - por nao pertencerem ao espago
gerado por este conjunto as matrizes de S com ¢ # 0 (qualquer combinagao linear dos elementos do
conjunto dado terd o valor zero na posicao 21).

Assim, a resposta correcta s6 pode ser B. Um argumento semelhante ao usado no Exercicio 52
permite mostrar que assim é.

pode ser escritas na forma

Exercicio 57 [2000/1 - 2° Exame - LEC]

V1. Seja A uma matriz real nx n invertivel e B uma matriz real nx n arbitrdria. Considere as
seguintes afirmacoes e indique qual delas é falsa para quaisquer matrizes A, B nas condigoes indicadas:

A) AB é invertivel sse car B = n.

B) O ntcleo de B é o conjunto {0} sse 335 # 0.
C) det (AB) # 0 sse o nicleo de B é constituido pelo vector zero.

D) As colunas de B sao linearmente dependentes sse a matriz B é invertivel.

Resolugao:

Antes de comecarmos a averiguar da veracidade ou falsidade de cada uma das afirmacbes no
enunciado convém ter presente que, para uma matriz quadrada X de ordem n, sao equivalentes as
seguintes proposigoes:

1) X ¢é invertivel;
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2) X ¢é nao singular;
3) Nx = {0};
4) car X =n;
5) det X # 0.
Analisemos agora cada uma das afirmagdes no enunciado:

A é verdadeira.
Sendo A invertivel, se car B = n, entdo B ¢ invertivel e também AB invertivel, pois o produto de
matrizes invertiveis é invertivel, e a sua inversa pode ser calculada por (AB)™! = B7'A~! (ver o
Exercicio 5). Por outro lado, sendo A invertivel, se AB for invertivel, entdao Np = {0} pois, caso
contrério, ter-se-ia Nyp # 0 (qualquer elemento de Np pertence a Nap) e, portanto, AB nao seria
invertivel. Mas, Np = {0} é equivalente a car B = n.

B é verdadeira.
Tendo em conta que det A # 0, por A ser invertivel, e que o determinante de um produto é o produto
dos determinantes, tem-se

det(AB) det B
det A 70 < det A 7

Np={0} & detB =

C é verdadeira.
Tendo em conta que det A # 0, por A ser invertivel, e que o determinante de um produto é o produto
dos determinantes, tem-se

det(AB)

det(AB) # {0} < detB = et A

#0 & Np={0}.
D é falsa. Efectivamente,

As colunas de B sao linearmente dependentes < car B # n < B nao é invertivel.

Assim, a afirmagao falsa é a D.

Exercicio 58 [2000/1 - 2° Exame - LEC]

V1. Seja A uma matriz 3x4 cujo nicleo admite uma base formada pelo vector (2,0,0,6). Considere
a seguinte lista de afirmacoes :

I. dim (Espago das linhas de A) =3
II. dim (Nucleo de A) =
III. dim (Ntcleo de A™) =2

IV. dim (Espaco das colunas de AT) =2

Indique todas as conclusées que pode inferir.

A)I, MIelV B)Iell C)IlelV D) Ielll

Resolugao:
Trata-se aqui de relacionar as quantidades resultantes das dimensoes do nicleo, dos espagos das

linhas e das colunas de uma matriz e da sua transposta. Convém para tal ter em conta que (X é uma
matriz arbitréria):
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1. O espago das linhas (respectivamente, colunas) de uma matriz coincide com os espago das
colunas (linhas) da sua transposta, pelo que:

dimCxy =dimLyr, dimLy =dimCyr.

2. As dimensodes dos espagos das linhas e das colunas de uma matriz coincidem e sdo iguais ao
nimero de pivos da matriz que se obtém da original por eliminacao de Gauss, pelo que:

dimCyxy =dimLy =dimCyxr = dim Lyr.

3. A soma das dimensoes do niicleo e do espago das linhas (ou colunas) de uma matriz é igual ao
ntumero de colunas dessa matriz:

dim Nx + dimCx =n (n representa o nimero de colunas de X)
De acordo com os dados do problema, para a matriz A temos:
dimN4g =1,dimCy=dimLp=4—-1=3,

uma vez que A tem 4 colunas e o ntcleo é gerado por um vector ndo nulo. Para a transposta de A,
AT temos:
dimCyr =dim Lyr =dimCy =dimLy = 3,dimNyr =3 -3 =0,

uma vez que AT tem 3 colunas.
Assim, I e II sdo verdadeiras enquanto que III e IV séo falsas, pelo que a resposta correcta é B.

Exercicio 59 [2005/6 - 1° Teste - LEEC]

V1. Sejam
1 1 -1 1 1 1 1 1 2 11 1
A=|1 1 1|, B=|1 -1 1|, ¢c=]1 11|, D=|1 -1 1
-1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 -1

Considere o subespaco S de R?**3 formado por todas as matrizes M tais que

M=M' e PM=(PM) comP =

= o O
S = O
O O =

Qual das matrizes nao pertence ao subespago S?
Resolucgao:

E muito facil escrever as matrizes M € R3*3 que satisfazem a condicio M = M?, por serem as
matrizes que exibem simetria relativamente a diagonal principal: sao as da forma

o o Q

b
d
e

~ O O

em que a,b,c,d, e, f € R.
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Exigindo que uma matriz simétrica M satisfaca também a condicio PM = (PM)T, obtém-se a
igualdade seguinte:

c e f c b a
PM=|bd e|=|e d b|=(PM7T,
a b c f e ¢
pelo que necessariamente a = f e b = e.
Conclui-se entdo que as matrizes M € R3*3 que satisfazem as duas condices, M = M e PM =

(PM)T| sdo as que exibem simetria relativamente s diagonais principal e secundéria, ou seja, as que
podem ser escritas na forma

o R

b
d
b

Q o0

com a,b,c,d € R.

Das matrizes dadas apenas D nao pertence a esta classe, por ter valores diferentes nas posigoes 11
e 33.

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 60 [2005/6 - 1° Teste - LEEC]

V1. Sejam A € RPX9 e Al a sua transposta. Suponha que:
(i) p>q, (i) dimLy =3, (ili) Ng={0}, (iv) dimNy =2.

(L4 e N4 representam o espago gerado pelas linhas de A e o nicleo (ou espago nulo) de A, repectiva-
mente).
Entao os valores de p e ¢ sao :

Resolugao:

Tal como no Exercicio 53, para obter a resposta basta ter em conta os seguintes resultados validos
para qualquer matriz X € K™*":

1. dimCX:dimLXT; 2. dimCX:dimLX; 3. dimNX+dimCX:n,
em que Nyx,Cx e Lx representam o nucleo, o espaco das colunas e o espaco das linhas de X, respec-
tivamente.

Efectivamente, neste caso, tem-se:

g = mnumero de colunas de A
= dim N4 +dimCy
= dimNg+dimLy=04+3=3

p = ntmero de colunas de A7
= dim Nyr + dim Cyr
= dimNyr +dimLg =2+3=5.

Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 61 [2005/6 - 1° Exame - LEEC]

V2. Sejam vy, v2, v3, v4 € v5 vectores nao nulos de um espaco linear Ve W = L {vy, va, v3, v4, v5}
o subespaco por eles gerado. Admitindo que:

i. v14+2v3=0,

ii. wvg ¢ L{vi,ve},
ili. vy +vo—2v3—2v4 =0,
iv. w5 ¢ L{vy,vo,v3,04},

qual a dimensao de W ?

Resolugao:

Este exercicio pode ser resolvido usando um método em tudo semelhante ao usado no Exercicio
49. Procedendo por analogia, tem-se:

- De (i) conclui-se que L{vy,vo} = L{v1};

- Tendo em conta (i), de (ii) conclui-se que L{vi,vs,v3} = L{v1,v3} e que {v1,v3} é linearmente
independente;

- Tendo em conta os resultados anteriores, de (iii) conclui-se que L{v1,va,v3,v4} = L{v1,v3};

- Tendo em conta os resultados anteriores, de (iv) conclui-se que L{v1, vo, vs3,v4,v5} = L{vi, v3,v5}
e que {v1,v3,vs} é linearmente independente.

Assim, o espago W gerado por {v1,ve,v3,v4,v5} coincide com o espaco gerado por {v1,vs,vs} e,
sendo este linearmente independente, constitui uma base desse espaco. Consequentemente, a dimensao
de W é 3, pelo que a resposta correcta é B.

Exercicio 62 [2005/6 - 1° Exame - LEEC]

V1. Considere o subespaco S de R?*? constituido pelas matrizes de forma [ CCL ] com a, b,c € R.

Uma base do subespaco S é o conjunto:

DAL S]]

Resolugao:

O subespaco de R?*? aqui considerado é o mesmo do Exercicio 53, pelo que dimS = 3. Como
qualquer base de S tem 3 elementos, podemos desde ja eliminar A e B do conjunto de respostas certas.
O conjunto dado em D também nao é uma base de S, uma vez que o espago gerado por esse conjunto
é o das matrizes da forma:

r 'y
Y
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com x,¥y,z € R, nao sendo possivel, por exemplo, por combinagao linear dos seus elementos obter os
elemento de & com b # c.

Falta apenas confirmar que o conjunto em C é uma base de S, para o que é suficiente mostrar que
esse conjunto gera S (ou que é linearmente independente), o que decorre de:

ab_g20+601+b—c()3
c —a| 2|10 =2 10 3 |10 01

Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 63 [2005/6 - 1° Exame - LEEC]

V1. Dado um sistema de equacoes lineares escrito na forma Au = b, em que se supde que A € R™*"™

ndo é invertivel e b € R™, seja B a matriz aumentada do sistema de equagoes, B = [ A:b]. Considere
as seguintes afirmacoes:

I. O sistema Au = b é impossivel ou indeterminado, dependendo de b € R".
II. car A < n.

III. car A < car B para qualquer b € R™.

IV. Existe b € R” tal que Au = b tem uma tnica solugao.

A lista completa de afirmacoes verdadeiras é

A) Tell B) I,1Ielll C) IV D) IlelV

Resolucgao:

Analisemos cada uma das afirmacoes. Por facilidade de exposicio introduzamos a seguinte notacao:
Seja U (respectivamente, V') a matriz que se obtém por eliminagdo de Gauss a aplicada & matriz A
(B). As primeiras n colunas de V' constituem a matriz U.

I é verdadeira.

Sendo A quadrada e nao invertivel, a matriz U tem (pelo menos) uma linha nula. Entao s ha
duas possibilidades: (i) sdo nulos os elementos na tutima coluna de V nas posi¢oes correspondentes
(das mesmas ordens) as linha nulas de U e, nesse caso, o sistema é possivel e indeterminado; (ii) é nao
nulo pelo menos um dos na ttima coluna de V' nas posigoes correspondentes (das mesmas ordens) as
linha nulas de U e, nesse caso, o sistema é impossivel.

IT é verdadeira.
A matriz U tem (pelo menos) uma linha nula e, portanto, menos de n pivos, pelo que a sua car-
acterista (que, por definigao, é também a caracteristica de A) é inferior a n.

IIT ¢é falsa.

De acordo com o explicado a propésito de I, sé héd duas possibilidades: (i) sao nulos os elementos na
utima coluna de V' nas posigoes correspondentes (das mesmas ordens) as linha nulas de U e, nesse caso,
car A = carU = carV = car B; (ii) é nao nulo pelo menos um dos na ttima coluna de V' nas posigoes
correspondentes (das mesmas ordens) as linha nulas de U e, nesse caso, car A = carU < carV = car B
(pois V tem mais um pivo que U).

IVé falsa.
Sendo I verdadeira, IV s6 pode ser falsa.
Assim, a resposta correcta é A.
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Exercicio 64 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]
V1. Considere o subespaco de R3:

S ={(x,y,2) € R®: 242y + 32 =0}

Uma base de S é o conjunto:

A) {(3,0,1), (0,3,2)} B){(3,0,-1),(0,3,2)} C) {(3,0,-1), (0,3,-2)} D) {(3,0,1), (0,-3,2)}

Resolugao:

Comecemos por notar que cada um dos conjuntos dados é linearmente independente, pois qualquer
deles é tal que cada um dos dois vectores que o constituem tem uma componente nula em posigoes
diferentes. Assim, potencialmente qualquer deles poder ser uma base de S. Para saber qual é base
podemos proceder do seguinte modo: fixamos uma (qualquer) base em S e analisamos qual dos
conjuntos € tal que cada um dos seus elementos pode ser escrito como combinagao linear dos elementos
dessa base.

Ober uma base de S é facil, ja que:

S = {(m,y,z)€R3:x+2y+3z:O}
= {(-2y—32,y,2) :y,zER}
= {y(—Q, 170) + Z(_?”O? 1) 1Y,z € R} = L{(—Q, ]-aO)? (_3707 1)}

Pela mesma razao ja antes invocada, o conjunto formado por s; = (—2,1,0) e so = (—3,0,1) é
linearmente independente e, portanto, é uma base de S.

Sendo A a matriz cujas colunas contém as componentes dos vectores s; e sa, A = [s1 s2], um vector
b € R3 (escrito como vector coluna) pertence ao espaco gerado por s; e s se o sistema de equacoes
Au = b for possivel. Em vez de anlisar para cada um dos vectores dados, podemos fazé -lo de uma s6
vez considerando a matriz aumentada

AEAlAQBlBQClCQDIDQ

e procedendo a eliminacao de Gauss:
-2 -3 :30 3 0 3 0 3 0 -2 -3 : 3 0 3 0 3 0 3 0
1 0 :03 0 3 0 3 0 -3 — 0 -3/2 : 3/2 3 3/2 3 3/2 3 3/2 -3
0o 1 12 -1 2 -1 -2 1 2 0o 1 : 1 2 -1 2 -1 -2 1 2
-2 -3 : 3 0 3 0 3 0 3 0
- 0 -3/2 : 3/2 3 3/2 3 3/2 3 3/2 -3
0 0 : 2 4 0 4 0 0 2 2

Daqui se conclui que apenas o conjunto dado em C é tal que qualquer dos seus elementos é uma
combinacao linear de s1 e s3, pelo que apenas o conjunto dado em C é uma base de S.
Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 65 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

V1. Sejam S e U os subespacos de R? definidos como se segue:
S=1L({(1,2,3),(-3,7,1),(19,10,-13)}), U = L({(1,-11,-7),(4,-5,2)}).

Designando por a, b as dimensoes de SNU e S+ U, respectivamente, indique qual o valor do par (a,b):
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A) (1,3) B)(14) C)(22) D) (23)

Resolucgao:

Convém comegar por notar que as dimensoes dos 4 subespacos: S,U,SNU e S+ U nao sdo
independentes, encontrando-se relacionadas por:

dim(S +U) +dim(SNU) =dim S + dim U

(ver [LTM, Teorema 3.19]). Basta pois saber calcular 3 destas dimensoes. Uma delas é muito facil:
dimU = 2, pois os vectores que geram U nao sao um multiplo um do outro. Tendo em conta que
S+ U é o espago por cinco vectores (os 3 que geram S e os dois que geram U) podemos saber de uma
sé vez as dimensoes de S e de S + U, considerando uma matriz que tem como 3 primeiras colunas
as componentes do vectores que geram S e nas restantes duas colunas as componentes do vectores
que geram U, e usando o método de Gauss para saber quais as colunas linearmente independentes.
Note-se ainda que dim(S + U) < 3, pois S + U é um subespaco de R3. Tem-se

1 -3 19 1 4 1 -3 19 1 4 1 -3 19 1 4
2 7 10 -11 -5|—=1|0 13 -28 —-13 —-13 | — ([ 0 13 —28 -13 =13 |,
3 1 -13 -7 2 0 10 —-70 —-10 -10 0 0 =371/13 0 0

donde se conclui que as 3 primeiras colunas sao linearmente independentes, pelo que b = dim S =
dim(S+U) = 3.

Tendo em conta a relagao invocada no inicio, vem a = dim(SNU) = 2, pelo que a resposta correcta
é D.

Exercicio 66 [2006/7 - 1° Teste - LEC/MEC]
V1. Considere o subespaco S de R3*3 formado por todas as matrizes que sio triangulares superiores
e que tém trago nulo.
Qual a dimensao de § 7
A)3 B) 4 C)5 D)6

NOTA: o trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da diagonal principal.

Resolugao:

E muito facil escrever a forma geral de uma matriz triangular superior de ordem 3. Efectivamente,
estas sao da forma

a b c
0 d e
0 0 f

com a,b,c,d,e, f € R. Se exigirmos que uma tal matriz tem traco nulo, o que neste caso significa que
a+d+ f =0, entao podemos escrever a forma geral das matrizes que satisfazem as duas condigoes,
vindo

a b c
0 d e = a(Ell — E33) + bE19 + cEq3 + d(E22 — E33) + eFo3
0 0 —(a+d)

com a,b,c,d,e € K e em que E;; é a matriz que tem todos os elementos nulos com excepcao do
da posicao ij que tem o valor 1. Da representacao anterior facilmente se conclui que o conjunto
{E1 — Es3, E19, E13, E9o — E33, Ea3} é linearmente independente e que este conjunto é uma base do
subespaco de R3X das matrizes triangulares superiores e que tém traco nulo, pelo que a dimensao
deste subespaco é 5.

Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 67 [2006/7 - 1° Teste - LEC/MEC]

11 -1
V1. Seja A= | 1 2 —2 | e considere as seguintes afirmagoes:
1 2 -3

I. As linhas de A formam um conjunto linearmente independente em R3;
II. As colunas de A formam um conjunto linearmente independente em R3;
III. A caracteristica de A é igual a 3;
IV. O sistema de equacoes lineares Au = b tem uma tnica solucio, qualquer que seja b € R3.

Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)Iell B)LIelll C)II D) Todas

Resolugao:

A veracidade de qualquer das afirmacoes pode ser confirmada ou infirmada recorrendo ao método
de eliminacao de Gauss. Efectivamente, designando por U a matriz triangular superior que se obtém
por eliminacao de Gauss aplicada a A, tem-se:

— sao linearmente independentes as linhas de A que dao origem as linhas de U com pivo;

— 520 linearmente independentes as colunas de A que correspondem (na ordem) as linhas de U com
pivo;

— A caracteristica de A é igual ao nimero de pivos de U (elementos nao nulos da diagonal principal;

~ O SEL Au = b tem uma tnica solucdo qualquer que seja b € R3 se e s6 se a matriz U ndo tem
zeros na diagonal principal.

Implementando-o para a matriz dada, obtém-se

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
A=|12 -2 |—-|01 -1|—=|01 -1 |=U
1 2 -3 01 -2 0 0 -1

pelo que:

I é verdadeira (todas as linhas de U tém pivos), IT é verdadeira (todas as colunas de U tém pivos),
III é verdadeira (o nimero de pivos é igual quer ao nimero de linhas quer ao nimero de colunas), IV
é verdadeira (U nao tem zeros na diagonal principal).

Assim, todas as afirmagoes dadas sao verdadeiras, sendo a resposta correcta D.

Exercicio 68 [2006/7 - 1° Teste - LEC/MEC]

V1. Sejam S e U os subespacos de R? definidos como se segue:
S=L({{1,2,4),(-3,7,1),(-1,11,9)}), U= L({(4,-5,3),(1,1,1)}).
Designando por a e b as dimensoes de S NU e S + U, respectivamente, indique qual o valor do par
(a,b):
A) (13) B)(14) C)(22) D) (23)

Resolugao:
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Trata-se de uma questao em tudo semelhante & do Exercicio 65. Tendo em conta que
dim(S+U) +dim(SNU) =dim S + dim U

(ver [LTM, Teorema 3.19]) é suficiente calcular a dimensao de trés dos subespagos S,U,SNU e S+ U,
vindo a quarta pela relagao anterior. Procedendo do mesmo modo que no Exercicio 65, é claro que
dim U = 2, sendo as dimensodes de S e S+U determinadas pelo método de eliminacao de Gauss aplicada
a matriz que tem nas primeiras trés colunas as componentes dos geradores de S e nas restantes as
componentes dos geradores de U:

1 -3 -1 4 1 1 -3 -1 4 1 1 -3 -1 4 1
2 7 11 -51(—-(0 13 13 -13 -1 | —=|0 13 13 -13 -1
4 1 9 3 1 0 13 13 -13 -3 0 0 O 0 -2

Daqui se conclui que dim S = 2, pois as trés primeiras colunas formam um conjunto linearmente
dependente, sendo linearmente independente o conjunto das duas primeiras, e que b = dim(S+U) = 3,
pois o maior subconjunto linearmente independente das colunas da matriz considerada é formado pelas
colunas 1, 2 e 5. Da relagao original conclui-se entao que a = dim(S NU) = 1, pelo que a resposta
correcta é A.

Exercicio 69 [2006/7 - 1° Exame - LEC/MEC]

V1. Considere os seguintes vectores de R3: vy = (1,2,1), vo = (1,2,3) e v3 = (1,2,2).
Qual dos vectores a seguir indicados nio pertence ao subespaco de R? gerado por {vy,va,v3}?

A) (0,0,0) B) (0,0,1) C) (1,2,5) D) (0,1,0)

Resolugao:

Uma vez que o vector zero pertence a qualquer subespaco de R3, podemos imediatamente afirmar
que a alternativa A nao ¢é a resposta correcta.

Um vector b € R? pertence ao espaco gerado por {v1,v2,v3} se e sé esse vector pertencer ao espaco
gerado pelas colunas da matriz A = [v; v2 v3], em que se consdera a representacio dos vectores de R3
como vectores coluna. Ora, um vector b € R? pertence ao espaco gerado pelas colunas da matriz A
se e 86 se o SEL Au = b é possivel. Podemos, pois, recorrer ao método de eliminagdo de Gauss para
saber qual dos vectores dados é tal que o SEL Au = b é impossivel. Podemos até considerar todos os

vectores dados de uma s6 vez, usando a matriz aumentada [A : bg bo bp|, em que os vectores bg, bc e
bp sao dados nas alternativas B, C e D, respectivamente. Implementando a eliminacao de Gauss para
esta matriz aumentada, vem

1 11:°010 111:010 1 11:010
[Aibgbcbpl=12 2 2 02 1|—=|l0o000:001|—=]l021:140
132 :150 021 :140 000 :001

Daqui se conclui que apenas o SEL. Au = bp é impossivel, por ser diferente de zero, apds a
eliminacao de Gauss, a terceira componente do vector com origem em bp.
Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 70 [2006/7 - 1° Exame - LEC/MEC]
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V1. Seja Py 0 espaco real dos polinémios definidos em R de grau menor ou igual a 2, considere os
elementos de Py definidos por:

pi(t) =1, pa(t) =(1—=2t)(1+1), p3(t) =1 —-t)(1+2¢t), pa(t)=t(1-1), teR,

e os seguintes subconjuntos de Ps:

P ={pi,p2}, Po=A{p1,p2,p3}, P3s={p2,p3,ps}, Pi={p1,p2,pa}.

Qual a lista completa de conjuntos que constituem bases de Po ?
A) PlePg B) P26P3 C) P26P4 D) P36P4

Resolucgao:

Podemos comecar por eliminar a alternativa A, uma vez que sendo dim Py = 3 qualquer base de
Py tem 3 elementos.

Uma forma eficiente de resolver este exercicio é recorrer a nocao de isomorfismo entre espacos
lineares. Como dim Py = 3, este espaco é isomorfo a R3, sendo um isomorfismo de Py em R? aquele
que faz corresponder a cada polinémio de Py o vector de R? das suas componentes relativamente &
base canédnica:

pi(t) =1 — v = (1,0,0)

pg(t)zl—t2 — U = (1707 )
p3(t) =1+t —2t2 — w3=(1,1,-2)
pa(t) =t — 2 — v =(0,1,-1)

Como um isomorfismo transforma uma base de P, numa base de R? e vice-versa, um subconjunto de
{p1,p2,P3,ps} é uma base de Py se e s6 se o correspondente subconjunto de {vy,ve,vs,v4} for uma
base de R?. Ora, para tal podemos recorrer ao método de eliminagio de Gauss, usando (por exemplo)
a matriz cuja representagao por colunas é A = [v; ve v3 v4]. Implementando-o, obtém-se:

1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 1 -0 -1 -2 -1
0o -1 -2 -1 0 0 1 1

Daqui podemos imediatamente concluir que:

— O conjunto das 3 primeiras colunas de A é linearmente independente em R?; Consequentemente,
o conjunto {v1,v2,v3} é uma base de R? (pois tem 3 elementos); Logo, P> = {p1,p2,p3} é uma base
de PQ.

— O conjunto formado pelas colunas 1, 2 e 4 de A é linearmente independente em R?; Consequente-
mente, o conjunto {vy,vs,v4} é uma base de R3 (pois tem 3 elementos); Logo, Py = {p1, p2, p4} é uma
base de Ps.

A matriz A apenas nao nos permite tirar conclusoes acerca de subconjuntos das colunas de A que
nao contenham a primeira coluna. Para sabermos se P3 é ou nao uma base de P2, devemos considerar
a matriz cuja representagao por colunas é B = [vg v3 v4]. Neste caso, obtemos

1 1 0 1 1 0 1 10
0 1 1 - 10 1 1 -0 11
-1 -2 -1 0 -1 -1 0 00

Concluimos entao que o conjunto das coluna de B é linearmente dependente em R?; Consequentemente,
o conjunto {vs,v3,v4} ndo é uma base de R?; Logo, P3 = {p2, p3, p4} ndo é uma base de Ps.
Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 71 [2006/7 - 1° Exame - LEC/MEC]
V1. Seja v = (4, —4,8) e considere a base ordenada B de R3 dada por

B =((1,0,1),(0,2,1),(1,0,3)).

Qual dos seguintes é o vector das componentes (ou coordenadas) de v na base B?
A) (17273) B) (17_273) C) (_17253) D) (17_2a_3)
Resolugao:
Considerando uma base ordenada B = (vq,v2,v3) de R? a representacio de um vector v nesta base é
da forma
avy + Pus + yug = 0.
Pretende-se obter o vector u = (a, 3,7). Concretizando para a base e vector dados, se escrevermos os

elementos de R? como vectores coluna, a relacdo anterior pode ser escrita na forma matricial como se
segue:

1 0 1 4 101 o 4
alo|+8l2|+~v]0]|=]|-4] <]02o0 Bl=1|-4],
1 1 3 8 11 3 ~y 8

pelo que o método de eliminagao de Gauss nos permite obter solu¢ao. Implementando-o relativamente
a matriz aumentada do SEL anterior, obtém-se:

101 : 4 101 : 4 101 : 4

020 : —4|7l020: —4|7]020: —4

113 : 8 01 2 : 4 002 : 6
Da terceira equacao do sistema simplificado vem 2y = 6, ou seja v = 3; Da segunda equagado do
sistema simplificado vem 25 = —4, ou seja § = —2; Substituindo estes resultados na primeira equacao
(o +~v =4), conclui-se que « = 4 — v = 1. Resumindo o vector das componentes de v na base B é
(1,-2,3).

Assim, a resposta correcta é B.
Alternativamente, poder-se-ia obter a solucdo do SEL recorrendo & inversa da matriz do coefi-

IR HBED

Exercicio 72 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

—_ O =

0
2
1

w O =

1 0 1
V1. Para A€ Rseja Ay=| 1 2 1 |. Designe por A o conjunto de todos os valores de A € R tal
A2l

que o vector (2,4, 3) pertence ao espago das colunas de Ay. Entao A é o conjunto

AR B)R\{-1} C)R\{l} D)R\{-1,1}

Resolucgao:

Um vector b pertence ao espago das colunas de Ay se e s6 se o sistema de equagoes Ayu = b é
possivel. Trata-se, pois, de usar o método de eliminacao de Gauss e extrair as conclusées em funcao
do parametro A. Implementando-o, relativamente & matriz aumentada do SEL, obtém-se

1 0 1 : 2 10 1 @ 2 10 1 2
1 21 : 47102 o0 2 -1l0 2 0 2
AN 1 03 0 A 1—X%2 : 3-—2)2 0 0 1—-X2 : 3—-)\—2)2
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Daqui se conclui imediatamente que:

— Se A # +1, entao o sistema é possivel e determinado; neste caso, o vector (2,4, 3) pertence ao
espago das colunas de Aj.

Para A = £1(< 1 — A2 = 0), caso em que a matriz dos coeficientes tem apenas dois pivés, temos
de averiguar do valor de 3 — A — 2\2. Tendo em conta que:

3—A—2\2=(1-N)(3+2)),

conclui-se que:

—Se A =1, entdo também 3 — XA — 2)\? = 0, pelo que o sistema é possivel e indeterminanado; neste
caso, o vector (2,4,3) pertence ao espaggdas colunas de Aj.

—Se A= —1, entdo 3 — XA — 2X%2 = 2 # 0, pelo que o sistema é impossivel; neste caso, o vector
(2,4, 3) nao pertence ao espago das colunas de Ay.

Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 73 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Seja S o subespaco de R?>*? gerado pelas matrizes [ _11 [1) ], { _12 ? ] e { 1 1 ], e seja

2 3
I. S tem dimensao 2, II. S tem dimensao 3, IIl. A S, IV.A¢S.

1 -2 -
A= [ ] . Considere as seguintes afirmagdes:

Quais as afirmagoes verdadeiras?

A)Telll B)IlelV C) Ilelll D) Il elV

Resolucgao:

Tal como em exercicios anteriores ha toda a vantagem em usar a nocao de isomorfismo entre
espagos lineares para responder a esta questao. Os isomorfismos entre espagos lineares sao funcoes
muito bem ”comportadas” e de entre as suas propriedades podemos destacar: transformam conjuntos
linearmente independentes em conjuntos linearmente independentes, transformam conjuntos geradores
do espaco de partida em cnjuntos geradores do espago de chegada e transformam bases em bases.
Como dimR?*2 = 4 entdo R?>*? é isomorfo a R?*, sendo um isomorfismo aquele que faz corresponder
a cada matriz de R?*? o vector de R? das suas componentes relativamente & base canénica. Assim,
estabelecendo as correspondéncias:

slz__ll (1) s =(1,1,~1,0)
52=:_12 f sy = (1,2,-2,1)
53::1 _11 —>83:(1,—1,1,1),
54::; _32 — 54 =(1,-2,2,3)

temos:

— A dimensao de § é o niimero de elementos linearmente independentes de conjunto S = {57, Sa, S3, 54} C
R2%2 que é igual ao nimero de elementos linearmente independentes do conjunto V' = {s1, s2, s3, 84} C
R%, ou ainda, ao ntimero de colunas linearmente independentes da matriz T cujas colunas contém as
componentes de si,...,S84, i.e. T = [s1, 2, S3, 54], admitindo-se os vectores representados como vec-
tores coluna;
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a

— Uma matriz M = [ ] pertence a S se e s6 se o vector m = (a,b, ¢, d) pertence ao espago
c

d
gerado por V', ou ainda, se e sé se o sistema de equacoes T'u = m é possivel, em que m estd repesentando
como vector coluna.

Estamos agora em condigoes de usar o método de eliminacao de Gauss para analisar estas questoes.

Implementando-o para a matriz aumentada [T : m], obtém-se:

1 1 1 1 : a 1 1 1 1 a
1 2 -1 =2 : b 0o 1 -2 -3 b—a
_>
-1 —2— 1 2 : ¢ 0o -1—- 2 3 c+a
L 0 1 1 3 : d| L0 1 1 3 d |
(11 1 1 e | 11 1 1 a
01 -2 -3 : b—a 01 -2 -3 b—a
— — _
00 0 O c+b 00 3 6 : d—b+a
L0 0 3 6 :d—b+al LOO O 0 : c+b

Daqui se conclui que a matriz dos coeficientes tem 3 colunas linearmentes independentes (as 3 primeiras)

pelo que a dimensao de § ¢ igual a 3; e que a condicao de a matriz M pertencer a S é a de que os

seus elementos sejam tais que b+ ¢ = 0, que é a condigao de existéncia de solu¢ao de Tu = m. Como

a matriz A dada satisfaz a esta condi¢ao (b = —2 e ¢ = 2), conclui-se que A pertence ao subespaco S.
Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 74 [2007/8 - 1° Teste - MEC]
V1. Seja S o subespaco de R* gerado pelos quatro vectores seguintes:

vy =(1,0,-1,0), wvwg=(0,1,0,—1), wv3=(1,0,-2,—-1), wvg=(0,1,1,0).
Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

A) S={(z,y,z,w) eER :x—y—2—w=0}, B)S={(z,y,2,w) ER*: 2 —y+2—w=0}

C)S={(v,y,z,w) ER*:z+y—2—w=0}, D)S={(z,y,2,w) ER*:x+y+2z—w=0}

Exercicio 75 [2007/8 - 1° Teste - MEC]

V1. Seja v = (1,2,3) e considere em R? a base ordenada B = (v1,v2,v3), em que
7)1:(1,0,1), 7)2:(1,1,0), 7)3:(1,1,1).

Qual dos seguintes é o vector das componentes (ou coordenadas) de v na base 57
A) (324), B) (-14,4), C) (-1,-2,4), D) (-1,-2,6).

Exercicio 76 [2007/8 - 1° Teste - MEC]

V1. Seja Ps o espaco linear real dos polinémios definidos em R de grau menor ou igual a 2, considere
os elementos de Ps definidos como se segue:

pit)=1—t po(t) =1+t p3(t) =112, pa(t) =1+, teR,
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e as seguintes afirmagdes:
I - {p1,p2,ps} é linearmente independente,
IT - {p1,p2,ps} é linearmente dependente,
III - {p1,p2,p3} é uma base de Po,
IV - {p1,p2,ps} gera Py
Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)lelV, B)IllelV, C)I, IIelV, D)II IIelV.

Exercicio 77 [2007/8 - 1° Exame - MEC]
V1. Sejam n € N, P uma matriz de permutacao de ordem n, I a matriz identidade

de ordem n e considere os seguintes conjuntos:

Sy ={AeR™: PA=1T}, Sy ={A€R™™: PA= A+ A},
S3={A € R™™: PA=(det A)P}, Sj={AcRmn":PA= AP},

em que A’ representa a transposta de A.
Qual ¢ a lista completa dos que sao subespacos de R™*"?

A) 51 e 53, B) SQ € S4, C) Sl, 52 e 54, D) Sl, Sg (& S4.

Exercicio 78 [2007/8 - 1° Exame - MEC]

V1.

1 1 -1

Seja Ay = 1 a «afa—2) |e considere as seguintes afirmagoes:
-1 —a 2a-1

I. Existe um valor de o € R tal que dim Ny, =0,

IT. Existe um valor de a € R tal que dim Ny, =1,

ITI. Existe um valor de o € R tal que dim Ny, = 2,

IV. Para qualquer @ € R, dim N4, € {0,1}.

Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)Ielll, B)IelV, C)I,Ilelll, D)I,IlelV.

Exercicio 79 [2007/8 - 1° Exame - MEC]

V1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n € N e considere as seguintes afirmagdes:

I.LdimNg =dim Ny, II.dimCy =dim Ly, II.dimNg+dimLyg=n, IV.dimNgy+dim L =
n, em A! representa a transposta de A, L4 e C4 representam o espaco das linhas e das colunas de A,
respectivamente, e Nx representa o nicleo (ou espago nulo) da matriz X.

Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)Ilelll, B)IelV, C)II,IIelV, D) Todas.

Exercicio 80 [2007/8 - 2° Exame - MEC]

V1. Considere em R? a base ordenada ((1,0,—1),(1,1,0),(1,1,1)).
Qual é o vector das componentes de x = (1,2, 3) nesta base?

A) (-1,0,2), B) (-1,2,2), C) (1,-2,2), D) (1,0,-2).
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Exercicio 81 [2007/8 - 2° Exame - MEC]

V1. Sejam P o espaco linear real dos polinémios definidos em R, & o subespaco de P gerado pelos
polinémios seguintes:

pi(t) =14+t—1t2 po(t) =142t -2+, p3(t) =1—t+t>+1°

e seja q(t) = 1 — 2t + 2t% + 3t3, t € R. Considere as seguintes afirmacoes:
I. S tem dimensao 2, II. S tem dimensao 3, IIl. g€ S, IV.q¢S.
Quais as afirmacoes verdadeiras?

A)lelll B)lelV C)llelll D)IHelV

Exercicio 82 [2008/9 - 1° Teste - LEIC]

V1. Qual das matrizes seguintes é tal que o conjunto das suas linhas é linearmente independente em
R3?

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
AY|1 13|, By|1 -13|,c)|l1 -10]|, D)|1 -1 3
1 -4 3 2 4 6 1 0 1 1 3 -3

Exercicio 83 [2008/9 - 1° Teste - LEIC]

V1. Qual das seguintes é uma equagao cartesiana do plano de R3 gerado pelo conjunto {(1,1,2), (2,1, 3)}?

A)z+y—2=0, Byz—y+2=0, C)z—y—2=0, D) T7z+5y—z=0.

Exercicio 84 [2008/9 - 1° Teste - LEIC]

V1. Sejam
01 0 1
=[] o]

Qual é a dimensdo do subespaco de R?*? gerado pelo conjunto {A, B, A%, B?}?
A)l, B)2, C)3, D)4

Exercicio 85 [2008/9 - 1° Exame - LEIC]

V1. Seja S o subespaco das matrizes reais de ordem 2 gerado por [ (1) i ], [ (1) _11 ] e [ ; 1 ]

Qual das matrizes seguintes nao pertence a S?

o El omha) efve) w3
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Exercicio 86 [2008/9 - 1° Exame - LEIC]

V1. Qual é a dimensdo do subespaco de R* gerado pelos vectores
(1,1,2,1), (1,-1,2,1), (3,1,6,1), (7,—-1,14,—-1)?

A)l, B)2 C)3 D)4

Exercicio 87 [2008/9 - 1° Exame - LEIC]

1 2 2 3
V1. SejamaeRe A, = -1 -1 1 -1
2 2 =2 a+3
Pretende-se escolher o valor do parametro a por forma que o conjunto das solugoes da equacgao
Aqu = 0 seja um plano (de dimensdo 2) em R*. Qual é a escolha certa?

A)-2, B)1, C)0, D)1

Exercicio 88 [2008/9 - 2° Exame - LEIC]

V1. Qual das seguintes matrizes A é tal que C4 = R3? (C4 representa o espaco das colunas de A)

13 —1 1 2 -2 11 2 1 -1 2
A)A=|21 2 |B)A4=|3 -1 1 [,C)A=|21 -1 |,D)A=|1 0 1
4 2 4 5 —4 4 53 0 1 3 -3

Exercicio 89 [2008/9 - 2° Exame - LEIC]

V1. Considere em R3 os vectores v = (1,1, —1), vo = (1,0,1) e v3 = (0,0,1). Seja S o subespaco de
R3 gerado pelos vectores v1 + va, V2 4+ v3 € v1 + 3vs + 2v3. Qual dos seguintes conjuntos é uma base
de S7

A) {(1,0,2),(3,1,2)}, B) {(1,0,2),(3,2,2)},
1,0,2),(3,1,2),(2,1,0)}, D) {(1,0,2),(3,2,2), (4,1,4)}.

Exercicio 90 [2009/10 - 1° Teste - MEC]

V1. Considere novamente a matriz Ay (com A € R) definida no problema 1. Qual das seguintes
afirmacoes é verdadeira? (Lj4, representa o espaco das linhas da matriz A))

A) Se A € R, entao dim L4, = 3;

B) Se A e R\ {0}, entdo dim L4, = 3;

C) Se A € R\ {1}, entdo dim L4, = 3;

D) Se A e R\ {—1,1}, entao dim L4, = 3.

Exercicio 91 [2009/10 - 1° Teste - MEC]

V1. Considere em R? os vectores

v = (1,2, 1), Vo = (1,4, 2), v3 = (2,4, 2), Vg4 = (2,6,3),
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e os seguintes subconjuntos de R3
S1 = {v1,v9,v3}, S2={v2,v3,v4}, S3={v1,va,v4}

Qual é a afimacao verdadeira?

A) S; e 59 sao linearmente independentes;

B) 51 e S3 sao linearmente independentes;

C) S; é linearmente independente e S3 é linearmente dependente;
D) Sy e S3 sao linearmente dependentes.

Exercicio 92 [2009/10 - 1° Teste - MEC]

V1. Seja R?*2 o espaco das matrizes reais com duas linhas e duas colunas. Considere em R?*? a base

ordenada seguinte:
B— 11 11 11 01
- T 21’2 1’0 1|10 '
. 4 2 . 4 4
Qual dos seguintes vectores de R* é o vector das componentes da matriz 5 5 | Do base B?

A) (1,2,0,—-1), B) (1,2,1,0), C) (1,1,—-2,0), D) (1,0,1,-2).

Exercicio 93 [2009/10 - 1° Exame - MEC]

V1. Sendo
1 2 -1 -2
A=12 3 -2 -3,
4 5 -4 -5

dos seguintes pares de vectores (x,y) € R* x R3 pretende-se identificar o tinico que satisfaz as condicoes
r € Nygeye Cy. Qual é7
(Aqui N4 e C4 representam, respectivamente, o nicleo e o espago das colunas de A).

A) ((1,1,1, 1) (4,5,9)),

B) ((=2,1,-2,1),(4,5,7)),
C) ((1 ,0,170) (1.2,1)),
D) ((0,1,0,-1),(4,5,9)).

Exercicio 94 [2009/10 - 1° Exame - MEC]

V1. Qual é a dimensdo do subespaco de R* gerado pelos vectores
(1,1,2,1), (1,-1,2,1), (3,1,6,1), (7,—1,14,—-1)?

A)1, B)2 C)3, D)4

Exercicio 95 [2009/10 - 1° Exame - MEC]

V1. Seja A € R™*™ com m > n > 1 e considere as seguintes afirmagoes:
I. dim Ny¢ > dim Ny,
IT. dim N+ < dim N4,
III. dim C'4 > dim C4¢,
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IV.dim L4 > dim L 4.

(Aqui N4, Ly e C4 representam, respectivamente, o nicleo, o espacgo das linhas e o espago das
colunas de A; A' é a transposta de A).

Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)I, B)II, C)Ielll, D)IlelV.

Exercicio 96 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Seja S o subespago de P3 gerado pelos quatro polinémios seguintes:
Pi(t)=(1-1t)% Pt)=t1—1t)? Pt)=1—-1t)(1-1t%), Pt)=(1-1)3 ¢teR.

Qual é a dimensao do subespaco S7

A)1 B)2 C)3 D)4

Exercicio 97 [2010/11 - 2° Teste - MEEC]

V1. Considere o subconjunto S de R? formado pelos seguintes 5 vectores:
s1=1(1,2,0), s2=1(1,3,1), s3=(1,1,-1), s4=(1,2,1,), s5=(1,0,-2).

Qual dos seguintes subconjuntos de S é uma base de R3?
A) {517 52, 53}’ B) {Sla 52, 84}7 C) {517 53, 55}7 D) {52? 53, 55}'

Exercicio 98 [2010/11 - 2° Teste - MEEC]

V1. Considere em R? a base ordenada B = ((1,1,2),(0,1,2),(—2,—1,—1)). Sabendo que z € R3
tem (1,2,3) como vector das componentes na base B, qual é o vector das componentes de x na base
candnica?

A) (_17 21 _1)7 B) (37 2a _1)1 C) (_17 _27 _1)7 D) (_57 07 3)

Exercicio 99 [2010/11 - Ezame - MEEC]

V1. Qual das matrizes seguintes é tal que as suas colunas constituem uma base de R3?

1 -1 1 121 11 1 2 1 1
A3 1 5|, B)|211], C)|32 1|, D|3 2 3
6 —2 —2 2 1 3 5 2 -1 336

Exercicio 100 [2010/11 - Exame - MEEC]

V1. Qual é a dimensdo do subespaco de R**3 formado por todas as matrizes simétricas que tém traco
nulo?
(O trago de uma matriz quadrada é a soma dos elementos da diagonal principal.)

A)3, B)7, C)4, D)5
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Tranformacgoes Lineares

Exercicio 101 [2000/1 - 1° Exame - LEC]

V1. Seja Ps o espago linear real dos polindémios de variavel real com grau menor ou igual a 3, e
considere as seguintes funcoes definidas e com valores em Ps.

3 2

I. T:P3— P3tal que T + a1 + asz® + asx —ag — agx”.

II. T:P3 — P3 tal que T (ag + a1z + agz® + azz® ao + ar(x — 1) + 2as(x — 1)% + 3ag(z — 1)3.

2 2,.3

(a0 ) =
( )=

III. T : Ps — P tal que T (ag + a12 + aox® + azz®) = a1x + ag a1 + ag + asa?,
( ) — 4aix + 2a3z? — a3ad.

IV. T : P3 — Ps tal que T (ag + a1 + asx® + aza®

Enumere a lista completa das que sao transformacoes lineares.

A) Telll B) Iell C) IlelVv D) III

Resolugao:

Analisemos cada uma das transformacoes separadamente, introduzindo por facilidade de exposicao
dois elementos genéricos de Ps:

p(z) = ao+ a1z + aza® + asa”,  q(z) =bo + biw +bpa” +byz’, z€R,

e um namero real « arbitrario. Tem-se:
— A transformagao em I é linear,
pois, para qualquer x € R,

T(p+ q)(z) = —(ao + bo) — (a2 + by)z* = Tp(x) + Tq(x)

T(ap)(z) = —aag — aasz® = oTp(z).

— A transformagao em II é linear,
pois, para qualquer x € R,

T(p+q)(x) = —(ao +bo) + (a1 +b1)(w — 1) +2(az + b)(x — 1)* + 3(as + bs) (z — 1)° = Tp(x) + Tq(=)

T(ap)(x) = aag + aar (z — 1) 4 2aas(z — 1) + 3aaz(z — 1) = oTp(x).

— A transformacao em III nédo é linear, pois, por exemplo,
T(ap)(z) = aaz + a’agay + aas + aasz? #+ aa1x + aag ay + aas + aasr? = aTp(x)

se a # 0, para qualquer = € R.
— A transformacao em IV néo é linear, pois, por exemplo,

2 2
T(ap)(z) = a?a? — 4a’a?x + §a2a§x2 — o?air® # aak — daaiz + 3aa%m2 aa3z® = oTp(x)

se a # 0, para qualquer z € R.
Assim, a resposta correcta é¢ B.
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Exercicio 102 [2000/1 - 1° Exame - LEC]

0
2
em relacao a base {wy, w2}, onde w; = (—1,0) e we = (—4, 2). Qual das seguintes afirmagoes é
verdadeira?

: . —4 -
V1. Considere a matriz A = [ _3 } que representa uma transformacao linear 7T : R? — R?

A) T(
B) T(
C) T(-1,
D) T/(

Resolucgao:

Uma vez que A representa T' em relacdo & base constituida por wy e ws, tem-se:
Twi = 2wy, Twy = —4w; — 3ws.
Consequentemente,
T(4,-2) = —Tws = 4wy + 3we = (—4,0) + (=12,6) = (-16,6), T(—1,0) = Tw; = 2we = (—8,4),

pelo que a resposta correcta é B.

Exercicio 103 [2000/1 - 1° Exame - LEC]
V1. Considere a transformagao linearT : R — R? dada por T(z,y,2) = (7z, x + 3y,). Entdo a
afirmacao correcta é:

A) O vector (0,0) pertence ao nucleo de T" e o vector (—1, 1) pertence a imagem de 7.

C) O vector

(

B) O vector (3,0) pertence ao nicleo de T' e o vector (0,1, 1) pertence & imagem de 7.
(—3,1,0) pertence ao nicleo de T e o vector (1,—1) pertence a imagem de 7'
(

D) O vector (6,—2,0) nao pertence ao nicleo de T e o vector (—1,1) pertence & imagem de 7.

Resolugao:

Podemos eliminar imediatamente as alternativas A e B do conjunto das respostas certas uma vez
que os vectores no ntcleo de T pertencem a R3 e nao a R2.

Vejamos agora que C é verdadeira, pelo que D serd necessariamente falsa, pois se um vector pertence
ao nucleo de T' qualquer seu multiplo (no caso 2) também pertence a nicleo e se um vector pertencer
a imagem de T' qualquer seu miltiplo (no caso -1) também pertence a imagem. Efectivamente,

T(-3,1,0) = (7.0,-3+3.1) = (0,0), T(~1,0,1/7) = (1, —1).

Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 104 [2000/1 - 2° Exame - LEC]

V1. Considere os vectores vy = (1, —=2), v2 = (=2,2), w1 = (2,1) e wa = (-1, —2). Seja
T:R? — R? uma aplicagdo linear tal que T'(vi) = w; e T(v2) = wy. Considerando a mesma base
a partida e a chegada, indique qual das matrizes seguintes representa a transformacao linear 7' em
relagao a base {vi,v2} .

v[G3] w35 o]F8] »[F ]

Resolucgao:

A matriz A que representa T em & base {vi,v2} é aquela cujas colunas contém as componentes
das imagens por 1" dos vectores desta base representados na mesma base, digamos

<[54

avy + fug = wi(=Tvy), Av1 + dve = wa(= Tv9)

em que
Escrevemos estas equacoes na forma matricial

8 R EN R 1 g e T ey

para a determinacao de «, 3,,d. Tal pode ser conseguido por varios métodos. Neste caso particular,
como a matriz C' dos coeficientes tem ordem 2 é facil determinar a sua inversa (que existe pois as
colunas sao linearmente independentes), obtém-se:

Consequentemente,

N Y ol e B b R B B

pelo que a resposta correcta é B.

Exercicio 105 [2000/1 - 2° Ezame - LEC]

—4 —4
5 —4
relacao a base {wi,ws}, onde wy = (—4,1) e wy = (4, 1). Entdo a afirmagao correcta é:

V1. Suponha que a matriz A = representa uma transformacao linear 7:R? — R? em

A) T(-8, —2) = (0, 16)

(
B) T(8,2)=(0,8)
C) T'(-8,-2)=(0, -16)
(

D) T(8,2)=(-36, —1)
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Resolugao:

Decorre da definigdo da matriz que representa 7' em relagao a base {wy, w2} que
Twy = —4wi + dwe, Twy = —4wy — dws.
Escrevemos os vectores para os quais pretendemos determinar a imagem na base {wq,wa}:
(8,2) =2ws (= (—8—,2) = —2wy),
e usamos as relacoes anteriores, vindo
T(8,2) = 2Tws = —8wy — 8wy = (0,—16) (= T(—8—,2) = (0,16)),

pelo que a resposta correcta é A.

Exercicio 106 [2005/6 - 2° Teste/1° Exame - LEEC]
V1. Considere a transformacao linear T: R? — R? dada por T(z,y) = (z + 3y, 22, z — y). Entdo a

afirmacao correcta é :

A) O vector (1,0,0) pertence ao nicleo de T' e o vector (4,2,0) pertence a imagem de T'.
B) O vector (0,0,0) pertence ao niicleo de T' e o vector (1, —1) pertence a imagem de T.
C) O vector (0,0) pertence ao nicleo de T e o vector (1,2,0) pertence & imagem de T
(

D) O vector (0,0) pertence ao nicleo de T' e o vector (—1,4, 3) pertence a imagem de 7.

Resolugao:

Podemos desde ja eliminar as alternativas A e B do conjunto de respostas certas, uma vez que os
vectores do niicleo de T pertencem a R? e niao a R3. Sendo claro que T(0,0) = (0,0,0), o problema
consiste em saber qual das seguintes duas equacoes é possivel:

T(z,y,2) = (1,2,0), T(x,y,z)=(-1,4,3).
Escrevendo-as na forma matricial,

—1

por eliminacao de Gauss facilmente se conclui que a primeira daquelas equagoes é impossivel e que a
segunda é possivel. Efectivamente, considerando a matriz aumentada dos dois sistemas, vem

1 3 1 -1 1 3 1 -1 1 3 1 -1
2 0 2 0 — 0 —6 0 6 — 0 —6 0 6
1 -1 1 -1 0 —4 -1 4 0 0 -1 0

Assim, a resposta correcta é D.
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Exercicio 107 [2005/6 - 2° Teste/1° Exame - LEEC]

V1. Considere em R3 a base ordenada B = (v, v2,v3), em que:
v1 =(-2,1,1), wve=(-3,0,—-1), w3=(1,1,0).

Seja T : R? — R3 uma transformacio linear cuja representacdo matricial em relacio & base B é a
matriz

1 2 3
A=|4 56
7 8 9

Um conjunto gerador da imagem ou contradominio de 7' é:

A) {(~7,8,-3),(6,12,18)} B) {(-7,8,-3),(—1,20,15)}
C) {(~7.8,-3),(~11,10,-3)} D) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
T

Uma vez que a representacao matricial de T se refere a base B, por eliminacao de Gauss apli-
cada a esta matriz podemos obter uma base da imagem (ou ontradominio) da transformacao T
Implementando-a

1 2 3 1 2 3 1 2 3
4 5 6 — 0 -3 -6 — 0 -3 -6
7 8 9 0 -6 —12 0 0 O

conclui-se que a imagem de T' é um subespaco de dimensao 2 (o numero de colunas com pivd) que
tem como base os vectores cujas componentes figuram na primeira e segunda colunas de A, ou seja os
vectores:

u] = vy + 4dvg + Tvg = (—7, 8, —3), ug = 2v1 + 5vg + 8vz = (—11, 10, —3).

Ora, estes sao precisamente os vectores que sao dados na alternativa C, pelo que é esta a resposta
correcta. Deixo ao cuidado dos leitores a verificagao de que nenhum dos outros conjunto gera a imagem
de T.

Exercicio 108 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

V1. Considere a transformacao linear T : Py — R? definida como se segue: sendo p € Py com
p(t) = po + p1t + p2t? entdo

T (p) = (po + 2p1 + 3p2, —po + 2p1 + P2, 2p0 + 2p2) ,

e as seguintes afirmagoes:
LdmN(T)=1, II. T é injectiva ,  III. dimI(T) =2, IV. T nao é invertivel ,
em que N(T') e I(T) representam o ntcleo e a imagem de T', respectivamente.

Qual ¢ a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A) I B)lelll C)LIIelIV D) Ielll

Resolugao:

Podemos saber as propriedades de uma transformacao linear entre espacos de dimensao finita
(nestes caso, quer o espago de partida quer o de chegada tém dimensao 3) com base na matriz A (que
neste caso é de ordem 3) que representa a transformagao relativamente a um par de bases previamente
fixado. Em particular, tem-se:
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dim N(T) =dim Ny; dimI(T)=dimCy; T é invertivel se e s6 A é invertivel.
Fixando em P; e R? as bases canénicas, como T(1) = (1,—1,2), T(t) = (2,2,0), T(t?) = (3,1, 2),
a matriz A que representa 1" é dada por

1 2 3
A= -1 2 1
2 0 2

Para analisar as caracteristicas da matriz A podemos usar o método de eliminagao de Gauss. Imple-
mentando-o,

1 2 3 1 2 3 1 2 3
-1 2 1 — 0 4 4 — 0 4 4],
2 0 2 0 -4 —4 0 00

concluimos que:
-dim N(T') = dim N4 = 1 (= ntimero de colunas sem pivo);
- dim I(T) = dim C4 = 2 (= numero de pivos);
- T nao é injectiva < N(T') # {0};
- T nao é invertivel < A nao é invertivel.
Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 109 [2006/7 - 2° Teste/1° Exame - LEC/MEC]

V1. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(z,y,2) = (x+2y + 2,2+ 3y +22), (z,y,2) €R?

e considere as seguintes afirmacoes:
1. T é injectiva,
II. T' nao é sobrejectiva,
III. T nao é injectiva e (1,—1,1) € N(T),
IV. T é sobrejectiva e (1,—1,1) € N(T),
onde N(T') representa o nucleo de T'.
Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)I  B)lell C)Ilelll D)IllelV

Resolugao:
Analisemos cada uma das afirmagoes:

I é falsa.
Efectivamente, sendo X e T espacos lineares sobre o mesmo corpo com dimX > dimY e S :
X — Y uma transformagao linear, entdo S nao pode ser injectiva, pois como dimI(S) < dimY
e dim N(S) + dim I(S) = dim X, necessariamente serd dim N (S) > 0, pelo que S nao pode ser injec-
tiva (& N(S) # {0}). Isto aplica-se a este caso concreto com X = R3 Y =R? e S = T, pelo que a
afirmacao I é falsa.

IT é falsa.
Para ver que T é sobrejectiva basta ver que o espaco das colunas da matriz A, que representa T em
relacdo as bases canénicas de R? e R?, tem dimensdo 2, o que é facil usando a eliminacdo de Gauss:

121 121
A_[132] ” [011]_U
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uma vez que a matriz U tem 2 pivos. Consequentemente, a afirmagcao II é falsa.
IIT é verdadeira.
Ja vimos que T nao ¢é injectiva e como 7'(1,—1,1) = (0,0), ou seja (1,—1,1) € N(T'), a afirmacao III

é verdadeira.

1V é verdadeira.
J& vimos que T' ¢ sobrejectiva e que (1,—1,1) € N(T'), pelo que a afirmagao IV é verdadeira.

Assim, as afirmacoes verdadeiras sao III e IV, pelo que a resposta correcta é D.

Exercicio 110 [2006/7 - 2° Teste/1° Exame - LEC/MEC]

V1. Em R3 considere a base ordenada B = ((1,0,0),(1,—1,0),(1,1,1)) e seja T : R? — R3 a
transformacao linear que é representada nesta base pela matriz

A:

N = =
W = N

1
2
3

Qual é a imagem do vector (—1,0,1) pela transformagao 77

Resolugao:

Pela defini¢ao de matriz que representa 1" em relacao a base B, tem-se
7(1,0,0)=(1,1,2)p = (4,1,2), T(1,-1,0)=(2,1,3)p=(6,2,3), T(1,1,1)=(1,2,3)B=(6,1,3).

Entao para podermos calcular a imagem por T' de um qualquer vector, basta sabermos representar
esse vector na base B e usar a linearidade de T'. Alternativamente, poderiamos representar cada
um dos vectores coordenados unitdrios na base B, por via da matriz de mudanga de base, e em
seguida usar a linearidade de T'. Optando pela primeira via, o que se pretende é obter a representacao
(-1,0,1) = («, B8,7)B, ou seja

(—1,0,1) = «(1,0,0) + (1, —1,0) + v(1,1,1)

ou ainda, em termos matriciais,

1 1 1 « —1

o -1 1||8]|=]|o0[,

0 0 1 ¥ 1
cuja (Unica) solugao é: o« = -3, =1,y = 1.

Entao

T(—I,O, 1) = T[_3(1a070) + (17 _170) + (17 L, 1)] = _3T(1>O> O) + T(lv _170) + T(la L, 1)
= =3(L,L,2)p+(2,1,3)p+ (1,2,3)p = —3(4,1,2) + (6,2,3) + (6,1,3) = (0,0,0),

pelo que a resposta correcta é A.
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Exercicio 111 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Considere a transformacio linear T : R? — R? definida por
T(z,y,2z) = (x+y,x+y+2),

e as seguintes afirmagoes:
I. T é injectiva,
II. T' é sobrejectiva,
III. Existe um vector (a,b) € R? para o qual a equagao T(z,y,2) = (a,b) é impossivel,
IV. Para qualquer vector (a,b) € R? a equacao T'(z,vy,2) = (a,b) é possivel e indeterminada.

Qual é a lista completa de afirmacoes falsas?

A)I B)Iell C)lelll D)IlelV

Resolugao:

Reafirmando o que ja dissemos em exercicios semelhantes, podemos saber as caracteristicas de uma
transformagao linear entre espagos de dimensao finita (nestes caso, o espago de partida tem dimensao
3 e o de chegada tem dimensao 2) com base na matriz A (que neste caso é 2 x 3) que representa a
transformacao relativamente a um par de bases previamente fixado. Em particular, tem-se:

- T é injectiva < N(T)={0} & Ny ={0} e dim N(T') = dim Ny;

- T é sobrejectiva < dimCy =2 e dim I(T) = dim Cy;

T
- A equagao T'(z,y, 2) = (a,b) é impossivel < aequagao A | y | = [ Z ] ¢ impossivel;
z
x a
- A equagao T'(z,y,z) = (a,b) é possivel e indeterminada < a equacdo A | y | = [ b ] é
z

possivel e indeterminada.
Fixando em R? e R? as bases canénicas, como T'(1,0,0) = (1,1), T(0,1,0) = (1,1), 7(0,0,1) =
(0,1), a matriz A é
Ao [ 110 }

1 11

e a eliminacao de Gauss para a matriz aumentada conduz a

110 : a 110 : a
_>
1 11 : b 001 : b—ua

Daqui se conclui que:
- dim N4 = 1 = ntmero de incégnitas livre na matriz dos coeficientes; Consequentemente, a
afirmagao I é falsa;
- dim Cy = 2 = ntimero de pivos na matriz dos coeficientes; Consequentemente, a afirmacao II é
verdadeira;
T
-dimNy =1, dimCy =2 = C4 = R?, pelo que a equacdo A | y | = [ Z} é possivel
z
(independentemente do segundo membro), sendo indeterminada; Consequentemente, a afirmacao 111
é falsa e a afirmacao IV é verdadeira.
Assim, as afirmacoes falsas sdo I e III, pelo que a resposta correcta é C.
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Exercicio 112 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Considere a base ordenada de R?: B = (v1, v2,v3) com vy = (1,1,1), vo = (1,—1,0), v3 = (1,0,0).
seja T : R? — R3 a transformacio linear que na base B é representada pela matriz diagonal

1 0 0
0 -1 0
0 0 =2
Entao a expressao correcta é:
A) T(x,y,2) = (20 —y+4z,y+22,2) B) T'(z,y,2) = (—2x —y + 4z, —y + 22, 2)

C)T(x,y,2) =(—2x+y+4z,y+2z,0+2) D)T(x,yz2) = (r,—y,—22)

Resolugao:

Podemos obter a expressao analitica de T" na forma pretendida se conhecermos a matriz A que
representa 7' em relacdo & base canénica de R3. Efectivamente, se esta for

a b c
A=|d e f |,
g h 1

como consequéncia da linearidade de T', vem

T(z,y,z) = 27(1,0,0)+yT(=,1,0)+ 27(0,0,1)
= z(a,d,g9)+y(b,e, h) + z(c, f,i) = (ax + by + cz,dx + ey + fz, g9z + hy + iz).

Ora, nao se conhece A mas sim B, a matriz que representa T na base B. No entanto, a relagdo
entre estas duas matrizes é conhecida

B=S1'4S < A=SBS!,

em que S é a matriz de mudanga da base canénica para a base B,

1 1 1
S=]11 -10
1 0 0

cuja inversa facilmente se reconhece ser (usando qualquer dos métodos para determinar a inversa de
uma matriz),

0 O 1
St=10 -1 1
1 1 =2
Entao
-2 -1 4
A= 0 -1 2],
0 0 1

pelo que, em face do atrds exposto, a resposta correcta é B.

Como nota final de referir que nao é indispenséavel para o célculo de A recorrer & inversao de S™!,
podendo em alternativa obter-se directamente a matriz S~! exprimindo os vectores da base canénica
na base B, como se exemplifica a seguir:

(1,0,0) = vs

(0,1,0) = —(1,-1,0) + (1,0,0)
(0,0,1) =(1,1,1) +(1,-1,0) —

= —v2 + U3
2(1,0,0) = v + vo — 2vs.
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Exercicio 113 [2007/8 - 2° Teste/1° Exame - MEC]

V1. Considere a transformacio linear 7' : R? — R?*? definida por

at+c a—2>

T(a,b,c) = [ b—c a-—c

], (a,b,c) € B,

e as seguintes afirmacoes:

I. dimN(T) =1, II T éinjectiva, III. T é sobrejectiva, IV. T é invertivel,
onde N (T') representa o niicleo (ou espago nulo) de 7T

Qual é a lista completa de afirmacoes falsas?

A)I, B)Ielll, C)lelV, D)II IlelV.

Exercicio 114 [2007/8 - 2° Ezame - MEC]

V1. Sejam S : R? = R? e T : R? — R? as transformacdes lineares definidas por
S(:Ea Y, Z) = (LL' + Yy — Z)> (xaya Z) € ]Rga T(’LL, U) = (u + v, U — ’U), (u’v) € RQ'

Qual das seguintes matrizes representa a transformacao composta T'S = T o S nas bases candnicas
de R3 e R??

A R T

Exercicio 115 [2007/8 - 2° Ezame - MEC]

V1. Seja o um ntimero real considere a transformacao linear dependente do parametro a, T, : R® —
R3 definida por

To(z,y,2) = (x+y+2,2+2y+ 22,2+ ay+a?z), (z,y,2) R

Qual é o conjunto de todos os valores de a para os quais T, nao é bijectiva?

A) {1}, B) {11}, ©) {01}, D) {-1,0,1}.

Exercicio 116 [2008/9 - 2° Teste/1° Exame -LEIC]
V1. Seja T : R? — R? a transformacao definida por

T(Jl,y, Z) = (233 +ya2y+ Z)v (:Evy7 Z) € R?)‘

Representando por N(T') e I(T) o nicleo e a imagem (ou contradominio) de T', respectivamente, qual
¢é a afirmacao falsa?

A) (1,-2,4) € N(T) e (3,3) € I(T),  B) (1,-2,4) € N(T) e I(T) = R?,
C) (1,2,—4) € N(T') e T é sobrejectiva, D) T néao é injectiva e (0,0) € I(T).
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Exercicio 117 [2008/9 - 2° Teste/1° Exame -LEIC]

V1. Seja T : R? — R3 uma transformacio linear que é representada em relacio & base canénica de
R3 pela matriz
1 2
a 1
B v
Pretende-se determinar o terno (a, 3,7) por forma que a representagao matricial S de T' em relacdo a
base ordenada B = ((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)) seja simétrica (i.e. S* = S).
Qual é a escolha certa para o terno (a, 3,7)?

A) (1,8,12), B) (8,12,1), C)(1,12,8), D) (2,3,2).

3
2
1

Exercicio 118 [2008/9 - 2° Exame -LEIC]
V1. Considere a transformacao linear T : R* — R* definida como se segue: sendo v = (x,y, z,w) € R,
Tv=(x—y+z—w,x+y—z—w,z+y+z—w,z+y+z+w).

Qual é a afirmagao verdadeira?

A) T éinvertivel, B) T ¢ injectiva mas nao sobrejectiva,
C) T é sobrejectiva mas nao injectiva, D) T nao é injectiva.

Exercicio 119 [2008/9 - 2° Exame -LEIC]

V1. Considere a trnsformacao linear 7 : R? — R? definida por
T(x,y,2) = (x + 2,60 — 2y — Tz, =2z +y +42), (z,y,2) € R>.

Qual das seguintes é a base ordenada de R3 relativamente & qual T é representada pela matriz

1 00

11 0]|?

01 1
A) ((1,0,0),(1,-1,1),(0,0,1)),  B) ((1,0,1),(2,-1,2), (1, 2 0)),
©) ((1,0,1), (1, -1,1),(1,2,0)), D) ((1,0,1),(1,-1,1),(1,2,-1)).

Exercicio 120 [2009/10 - 1° Exame - MEC]
V1. Considere a transformacdo linear 7 : R? — R3 que é representada em relacdo & base canénica de
R3 pela matriz
1 3 1
11 3
2 1 7
Qual das seguintes afirmacoes é verdadeira?

A) T é bijectiva;

B) T é sobrejectiva, mas nao injectiva;
C) T é injectiva, mas nao sobrejectiva;
D) T néao é injectiva nem sobrejectiva.
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Exercicio 121 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Considere a transformacao linear T : R? — R3 que é representada em relacdo & base canénica de
R3 pela matriz

1 3 1
11 3
2 17
Qual das expressdes seguintes é valida para todo o vector (z,y, z) € R3?

A)T(z,y,2) =(r+y+22,3c+y+z,x+ 3y + 7z),
B) T(z,y,2) = (x+y+2z,2+ 3y + 2,3z +y + 72),
C) T(x,y,2) =(z+3y+x,32+y+x,72+y + 2x),
D) T'(z,y,2) = (¢ +3y+ 2,2+ y+3x,72 + y + 2z).

Exercicio 122 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Considere a transformacao linear T : R? — R3 definida por
T(x,y,2) = (x +y+2z,24+2y+32,2c+3y+52), (z,y,2) R

Representando por N(T') e I(T') o ntcleo de T' e a imagem (ou contradominio) de 7', respectivamente,
qual das seguintes afirmacgoes é verdadeira?

A) (1,1,-1) € N(T) e (0,1,2) € I(T), B) (1,1,-1) € N(T) e (1,5,6) € I(T),
C) (1,1,—-1) e N(T) e (1,5,5) € I(T), D) (1,—1,—1) € N(T) e (1,5,5) € I(T).

Exercicio 123 [2010/11 - 2° Teste - MEEC]
V1. Seja T : R? — R? a transformacdo linear tal que:
T(1,0,0) = (1,2); T(1,1,0) =(2,4); T(1,1,1) = (3,4).

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

A) T é injectiva e sobrejectiva; B) T é invertivel mas nao sobrejectiva;
C) T nao é injectiva mas é sobrejectiva; D) T nao é injectiva nem sobrejectiva.
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Espacos Euclideanos

Exercicio 124 [2000/1 - 1° Exame - LEC]

V1. Qual a distancia em R? entre o ponto P = (-3, 0, 1) e a recta definida pelo sistema de equacoes

.%'QZO?
5153:0.

Resolugao:

Designando por S a recta dada, a distancia d do ponto P ao plano S é, por definicao,

d=minls— P|.
ses

Ora, pelo teorema da melhor aproximgao (ou da aproximagao 6ptima), existe um ponto em S mais
préximo de P do que qualquer outro. Esse ponto, designémo-lo por sg, é dado por sg = PP, em que
P designa a projeccao ortogonal sobre o subespaco S. Entao

d=|lso = P| = |PP — P| = ||P-P],

em que P representa a projeccio complementar de P e é, portanto, a projeccdo ortogonal de R?
sobre S*.

Como S = {(x1,z2,23) : 2 = x3 = 0} = L({e1}), e1 = (1,0,0), tem-se PP = —3e;, donde
d=1/(0,0,1)|| = 1. pelo que a resposta correcta é D.

Exercicio 125 [2000/1 - 2° Exame - LEC]

V1. Qual dos seguintes conjuntos constitui uma base ortogonal para o subespaco de R? que é ortogonal
a recta de equacao cartesiana
{ r1 — T2 = 0 9

rp — r3 = 0

17 _17 0 ) (17 17 _2)}

N
~
— — —
—_
—
—
S~—
—_
—_
|
[\
SN—
—

Resolugao:
Designemos por S o subespago ortogonal a recta R dada. Em primeiro lugar é conveniente salientar

que qualquer dos conjuntos dados é um conjunto ortogonal, pelo que aquele que for uma base de S
serd uma base ortogonal de S. Ora a recta R é caracterizada por R = {(x1,x9,23) € R3: 2 =129 =
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x3} = L({(1,1,1)}). Logo uma base ortogonal de S é constituida por vectores que sao ortogonais ao
vector (1,1,1). Estd nestas condi¢oes apenas o conjunto em B, pois

(B) <(1,-1,0),(1,1,1)>=0 , <(1,1,-2),(1,1,1)>=0,

(A) <(1,1,0),(1,1,1)>:2 , <(1,—1,0),(1,1,1)>: 0,
(C) <<1>1>1)1(17171)>:3 s <(1717_2)7(17171)>: 0,
(D) <(1,1,0),(1,1,1)>:2 , <(2, —2,1),(1,1,1) >=1.

Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 126 [2000/1 - 2° Exame - LEC]

V1. Sejam u = (uy,ug,u3) e v = (v1,v2,v3). Enumere a lista completa das fun¢oes que definem um
produto interno em R3.

L (u,v)= V2uiv1 + %uzvg + Tusvs
I (u,v) = udv? + udv3 + udv3
III. (u,v) = 2ujv; + 4usvs
IV. (u,v) = ujv; — ugva + usvs

Resolugao:

Para que uma funcio definida em R? x R? e com valores reais ndo negativos, como é o caso de
qualquer das aqui consideradas, seja produto interno tem que satisfazer trés propriedades: para quais-
quer «, 3 € R e quaiquer vectores u, v,x € R3,

(1) Simetria: (u,v) = (v,u);
Qualquer das funcoes dadas satisfaz a esta condicao.

(2) Linearidade relativamente a qualquer das duas varidveis;
Das fungoes dadas apenas II nao satisfaz a esta propriedade, pelo que esta ndo im produto interno.
Efectivamente, com u =v = (1,0,0) e x = (—1,0,0), tem-se:

(IT) (w,v) = udv? +udvd+udvd=1
(II) (x,v) = a?vl 4+l +adi=1
(I1) (u+x,v) = (ur+21)%? + (U3 + 22)%03 + (uz + x3)%v2 = 0.

(3) Positividade: (u,u) > 0 se u # (0,0,0);
Das trés fungoes em causa (II ja foi eliminada antes) apenas a fungao em I satisfaz esta propriedade.
De facto, para esta fungao, tem-se

2
(u,u) = vV2u? + gug +Tui > 0se u # (0,0,0).
Para ver que as outras funcoes nao satisfazem a propriedade basta notar que, em III com u = v =
(0,1,0) se tem
() (uw) =0,
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e que, em IV com u =v = (1,1,0), se tem
Iv)  (uu) =

Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 127 [2000/1 - 2° Ezame - LEC]

V1. Qual a distancia em R? entre o ponto P = (=2, 0, 0) e a recta definida pelo sistema de equacoes

3r1+3x0—23 = 0
—3$2 = 0

A)3/2 B L 02 D) J/Z

Resolucgao:

Como vimos no Exercicio 124 a distancia d do Ponto P = (—2,0,0) & recta S considerada é dada
por
d =[PP —Pl,

em que P representa a projeccao ortogonal de R? sobre S. Como S é uma recta que passa pela origem,
é um subespaco de dimensao 1 e é facil obter uma base de S. De facto,

S = {(x1,29,23) ER®: 29 = 0 e 23 = 321} = L({(1,0,3)}),
pelo que uma base de § ¢ {(1,0,3)}. Entao PP = <0040 (1,0,3) = —£(1,0,3) = —1(1,0,3),
logo PP — P = %(9,0, —3) e, portanto,

1 2
d= g\/81+ = 2@23\/;

Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 128 [2005/6 - 2° Teste/1° Exame - LEEC]

V1. Seja
1 0 3 -1
-1 2 3 3
A= 1 -3 1 3
2 -1 3 -3

Considerando em R* o produto interno usual, qual dos seguintes conjuntos constitui uma base orto-
gonal de Cjy, o espago das colunas de A?

A) {(1’_17172)7(1717_271)} B) {(17_17172)7(1a17_27 1)7(1737270)}
C) {(17_171’2)a(1717_271)7(_3,1,072)} D) {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
ReSOhlgéo ........................................................................................

Uma vez que nos sao apresentados conjuntos com um numero distinto de elementos, convém
comegar por saber qual a dimensao dos espago das colunas de A. Isso pode ser conseguido usando o

66



método de eliminacao de Gauss, que também nos fornece uma base para C4, ainda que nao necessari-
amente ortogonal. Por razoes que adiante serao explicadas consideramos a matriz aumentada com um
vector genérico de componentes x,y, z, w. Implementando a eliminacao de Gauss para esta matriz,

vem

1 0 3
1 2 3
1 -3 1
2 1 3

i

Dy

z

Lw

0

L O

-3
-1

-2
-3

2
4

-1 :

x
Yy+x

Z—X

w— 2T |

1
0
0
0

0
2
0
0

S N O W

—1: T
2 y+x
7T z2+1/22+3/2y
0 @ w—3/2z+1/2y |

Daqui se conclui que o espaco da colunas de A tem dimensao 3 e que uma base desse subespaco
é constituida pelas primeiras 3 colunas de A (aquelas que dao origem as colunas com pivo no final
da eliminagao de Gauss). Podemos pois eliminar A (por o conjunto ai dado ter 2 elementos) e D
(por o conjunto ai dado ter 4 elementos) do conjunto das respostas certas. Notemos agora que os
conjuntos indicados em B e C sao (de facto) ortogonais e que tém dois elementos comuns. Assim a
questao resume-se a saber qual dos vectores nao comuns aos dois conjuntos, (1,3,2,0) (que pertence ao
conjunto em B) e (-3,1,0,2) (que pertence ao conjunto em C), pertence ao espaco das colunas de A.
Foi por isso, que foi aumentada a matriz com um vector genérico, pois assim podemos imediatamente
saber para um dado vector se ele pertence a Cy. FEfectivamente, com (z,y,z,w) = (1,3,2,0) a
ultima componente da matriz aumentada apds a eliminagao de Gauss é w — 3/2x + 1/2y = 0 e se
for (z,y,z,w) = (—3,1,0,2) obtém-se para aquela componente w — 3/2x + 1/2y = 7. Tal significa
que no primeiro caso, a matriz aumentada e a matriz A tém a mesma caracteristica e, portanto, o
vector (1,3,2,0) pertence a C4, e no segundo caso a matriz aumentada tem caractrristica maior que a
matrizA e, portanto, o vector (—3,1,0,2) nao pertence a C'4. Este mesmo processo permite verificar
que os vectores comuns aos dois conjuntos pertencem (de facto) a C4. Conclui-se entdo que o conjunto

em B é uma base ortogonal de C'4.
Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 129 [2005/6 - 2° Teste/1° Exame - LEEC]

V1. Considere o plano P de R? que contém os pontos p, g e r dados por

p=1(1,0,0),

q = (_37

_]-7 2) )

r=(0,2,

~1).

Escrevendo um elemento genérico de R? na forma (z,y, z), qual é a equacdo cartesiana do plano P?

A) z+2y+32=1

B) s—y—z=1

C) —z+2y+4z=-1

D) z+y+z=1

Resolugao:

A equacdo vectorial de um plano P em R3 que contém os pontos p, ¢, é da forma

P=p+ L({q—pr—p},

o que significa que qualquer u ponto do plano P se escreve na forma

obtendo-se, em particular, u

u=p+alg—p)+B(r—Dp),

a, B €R,

p com (a,5) = (0,0), u = ¢ com (a,f)

= (1,0) e u = r com

(o, ) = (0,1). O problema consiste pois em obter uma equagao cartesiana de P conhecida a sua
equacao vectorial. A condicao u € P é equivalente a u — p € S e, tendo em conta a decomposicao
ortogonal de R? determinada por S, R3 = S @ St, a condicdo anterior é equivalente a u — p LS+,



Como S tem dimensdo 2, S+ tem dimensdo 1, sendo gerado por um vector, digamos s, (ou seja,
SL = L({Si})) Se for S1L = (CL, bv C)’ U = (:E?y7 Z) ep= (p17p2’p3)a tem-se

u—pJ_SL & <u,s| >=<p,s| >

ou ainda
ar +by+cz=d, d=api+bps+ cps,

que é uma equacao cartesiana de P. Para concluir falta apenas determinar o vector s;, o que pode
ser feito determinando o nicleo da matriz que tem nas suas linhas as componentes dos vectores que
geram S, r—p=(-1,2,—-1)eq—p=(—4,-1,2):

-1 2 -1 Z To
-4 -1 2 10
c
Facilmente se obtém s, = (1,2, 3), pelo que uma equagao cartesiana de P é
r+2y+3z2=1.

Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 130 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

V1. Considere o plano P de R? que contém os pontos:
p1=(1,0,0), p2=1(2,1,2), p3=(1,2,3).

Designando por (x,,2) um elemento genérico de R3, qual é a equacio cartesiana de P?

A) 24+3y—22=-1 B)zx+3y—2z2=1 C)zxz—-3y+2z2=-1 D) z—-3y—2z=-1

Resolugao:
Usando a metodologia indicada no exercicio anterior, neste caso com

p:p1:(13070)7 q—pZPZ—p1:(17172)7 T_p:p3_p1:(0’273)

basta determinar uma solugao s; = (a, b, c) da equagao:

11 2 Z o
0 2 3 10
c
, por exemplo, s; = (1,3, —2). Uma equagao cartesiana de P é

r+3y—22=1

jaque <s ,p>=1.
Assim, a resposta correcta é B.
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Exercicio 131 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

V1. Considere em R? o produto interno nao usual definido por
< x,y >=z1y1 + Tay2 + 4x3y3 + T1Yy3 + T3Y1

em que z = (z1,72,%3),y = (Y1, Y2, Y3)-
Qual o angulo formado pelos vectores v; = (1,1,1) e v3 = (—1,1,1), com este produto interno?

A) 0 B)n/4 C)=n/2 D) —n/4

Resolugao:

Esta questao nao esta formulada correctamente, faltando dizer qual o dominio considerado. Como
se sabe, a funcdo cosseno x +— cos x estd bem definida em toda a recta real, sendo periddica de periodo
27 e, como tal, ndo invertivel. Mesmo quando considerada como como definida apenas num periodo,
nao é invertivel. No entanto, se a considerarmos como definida apenas no intervalo [0,7] (ou em
qualquer intervalo da forma [km, (k + 1)7], k € Z) ela é invertivel, sendo a sua inversa a funcao arco
€oSseno:

cos =z €[—1,1] — § = arccosz € [0, 7].

Assim, considerando a funcao cosseno com dominio [0, 7], a sua inversa a func¢ao arco cosseno permite
definir o dngulo entre dois vectores nao nulos v1 e v9, de um espago linear real, através de

<v2,V1>

6 = arccos .
vl flvz]l

Note-se que como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz, efectivamente <wa, vy > /|vi]| ||v2]] €
[—1,1].

De acordo com a convencao anterior, podemos pois eliminar imediatamente D do conjunto de
respostas certas. Para saber qual a resposta certa, basta calcular:

lv1]| = V/<wvi,v1> = V8 = 2\/5, lva]| = V/<wa,va> = Vi = 2, <wvg,v1>=4,

donde

\@ s
6 = arccos — = arccos — =

V2 2 4

Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 132 [2006/7 - 2° Teste/1° Exame - LEC/MEC]

V1. Em R? com o produto interno usual, qual a melhor aproximacao do vector (7,7,3) por elementos
do subespaco gerado pelos vectores (1,-1,1) e (1,1,6)7
A) (_27472) B) (07275) C) (_37572) D) (_37'174)

Resolugao:

De acordo com o teorema da projeccao ortogonal, a melhor aproximacao de um vector x por
elementos de um subespaco é a projeccao ortogonal de x sobre esse subespaco. Podemos determina-la
pela soma das projecgoes ortogonais do vector x sobre cada um dos elementos de uma base ortogonal
desse subespaco. Neste caso conhecemos um conjunto gerador do subespago, mas nao uma base
ortogonal. Podemos facilmente obté-la pelo método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt:

V1 = (1,—1,1) — U1 = V1

U1 = (]-7 176) — U2 = V2 — <ﬁ}i711|6|12>u1 = V2 — 2U1 = (_1’374—)
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Entao

7,7,3 7,7,3),
P(?,?,?)) — <( 5 1y )7u1>u1+<( 5 1y )’LL2>
[[u[?

= U] t+u = (0,2,5),

u2
[[uall?

onde se usaram as seguintes relacdes: ||u1[|? = 3, ||ua||? = 26, <(7,7,3),u1 >= 3, <(7,7,3), us >= 26.
Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 133 [2006/7 - 2° Teste/1° Exame - LEC/MEC]

V1. Qual das seguintes é uma equacdo cartesiana do plano P de R3 que contém o ponto (1,1,1) e que
é gerado pelos vectores (1,1,0) e (1,-1,1)7
A)r—y—22=-2 Bl)z—-y+2z=-2 Clz—y—2z= D) —z+y+2z=-2

Resolugao:

Trata-se de mais uma questao em que se pretende determinar a equacao cartesiana de um plano
P, conhecida a sua equacao vectorial, que neste caso é:

P={(1,1,1)}+S

com S = L({(1,1,0),(1,—1,1)}). Como dim S = 2, tem-se dim S+ = 1 e, portanto, S* = L({s.})
em que s = (a,b,c) é qualquer vector solugao da equagao

Lol |_fo
1 -1 1 1o
c
por exemplo, s; = (1,—1,—2). Uma equagao cartesiana de P é

T—y—2z=-2,

pelo que a resposta correcta é A.

Exercicio 134 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Em R3, qual é o ponto de interseccio da recta que passa pelos pontos (1,1,1) e (3,5,7) com o
plano P = {(x,y,2) : x +y+ 2z = 9}7?

A) (1,2,6) B) (2,2,5) C) (2,3,4) D) (1,5,3)

Resolugao:

A recta R que passa pelos pontos p = (1,1,1) e ¢ = (3,5,7) tem com equagao vectorial
R=p+L{q—p}),
e, portanto, um ponto (x,y, z) pertence a recta R se for da forma:
(r,y,2) =p+alg—p) = (1+2a,1 +4a,1+ 6«),

com « € R. Exigindo que esse ponto pertenca também ao plano P, obtém-se

1
1420+ (1+4a)+(1+6a)=9 < a=g.

Substituindo na relagdo anterior, vem

(z,y,2) = (2,3,4).

Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 135 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. A distancia (medida na norma usual de R?) do vector (1,—1,0) ao conjunto das solucdes do
sistema de equagoes homogéneo

1 -1 0 0
1 -2 1 |lu=1]0],
1 -3 2 0

A)v6 B)vV2 C)2v2 D)3

Resolugao:

Designando por A a matriz do coeficientes do sistema dado, o conjunto das solugoes da equacdo
Au = 0 tem a estrutura de um subespaco de R3, designemo-lo por U.

De acordo com o teorema da melhor aproximacao (ou da aproximagao 6ptima) a distancia do
vector v ao subespaco U é dada por

d = d(v,U) =min|lo — ul| = |[v — Pel| = [|P*v]]

em que P representa a projeccio ortogonal de R? sobre U e Pt a sua complementar P+ = I — P.
Usando o método de eliminagao de Gauss,

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
1 -2 1 — 0 -1 1 — 0 -1 1],
1 -3 2 0 -2 2 0 0 O

facilmente se conclui que U é gerado pelo vector v = (1,1,1). Consequentemente, v = (1,—1,0) é
ortogonal ao subespaco U, pelo que Pv = 0 e, portanto,

d=|jv|| = V2.

Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 136 [2007/8 - 2° Teste/1° Exame - MEC]

V1. Sejam V um espago euclideano e F' = L({vy, v2,v3,v4,v5}), em que os vectores
v;, j = 1,...5 sao nao nulos e satisfazem as seguintes condicoes:

1) <v1,ve>=<w1,v5>= 0, 2) V3 € L({Ul, UQ}), 3) V1 + V2 = v3 + V4.

Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira para todos os subespacos F' gerados por cinco vectores
nas condigoes acima indicadas:

A)dimF=2 B)2<dimF<3, C)dimF=3, D)dimF >4.

Resolugao:

Vejamos o que cada uma das condicoes permite afirmar acerca das dimensoes:

1) <wvy,ve>=<w1,v5>=0

Esta condicao permite afirmar imediatamente que dim F' > 2 uma vez que qualquer dos conjuntos
{vi,v2} C F e {v1,v5} C F é linearmente independente (vectores ortogonais nao nulos sao necessari-
amente linearmente independentes). No entanto, nada sabemos acerca da independéncia linear do
conjunto {v1, v, v5} C F.
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2) V3 € L({Ul,vg})

Esta condicao é equivalente a L({vy,v2}) = L({v1,ve,v3}).

3) vi+vy=v3+ vy

Esta condicao significa que o conjunto {vi,ve,vs,v4} é linearmente dependente ou ainda que
L({v1,v2,v3,v4} = L({v1,v2,v3}. Mas, em face da anterior, concluimos que L({vi,ve,vs,v4} =
L({vy,va}.

Da analise anterior resulta que

F = L({v1,v2,v3,v4,v5}) = L({v1,v2,v5}),

pelo que dim F' < 3 e, por outro lado, que dim F' > 2, uma vez que qualquer dos conjuntos {vy,ve} C F

e {v1,v5} C F é linearmente independente. Nada mais podemos afirmar, que seja valido para um

conjunto com as caracteristicas indicadas. H& casos em que serd dim F' = 2, por exemplo, se vs for

um multiplo nao nulo de vy. Outros casos hda em que dim F' = 3, por exemplo, se <vs, v5>= 0.
Assim, a resposta correcta ¢ B.

Exercicio 137 [2007/8 - 2° Teste/1° Exame - MEC]

V1. Sejam x = (1,3,1) e S o subespaco de R? gerado pelos vectores s; = (1,0,1) e so = (2,2,0).
Qual é o valor de d(x,S) (a distancia de x ao subespago S)?

A)1, B)+2, C)+3, D)5

Resolugao:

De acordo com o teorema da melhor aproximagao o ponto de & mais préximo de x = (1,3,1) é
Pz, em que P é o operador de projeccao ortogonal de R3 sobre S, tendo-se

d(z,S) = ||z — Pa|| = [|P*a]],

em que Pt é a projeccdo complementar de P, P+ = I — P, sendo pois a projeccio projeccao ortogonal
de R? sobre S*. Ora, S* tem dimensio 1 e é gerado por um vector (n&o nulo), s, ortogonal a S e,
portanto, ortogonal a s; e so. Para o obter basta resolver a equacao

1 01 10
2 2 0| |0
ou, alternativamente, calcular o produto externo de s; e sa, obtendo-se s; = (1,—1,—1) ou um seu

multiplo ndo nulo. Consequentemente,

<r,s5]>

Pty =
|EmiE

s, =(-1,1,1), ||Ptz]| = V3,

pelo que a resposta correcta é C.

Exercicio 138 [2007/8 - 2° Exzame - MEC]

V1. Considere R? o produto interno usual e seja A =

N N
oo Ot N

3

6 |.

9

Qual dos seguintes vectores pertence a Cj, o (complemento) ortogonal dos espaco das colunas de
A?

A) (1,2,1), B) (1,-2,1), C) (1,2,-3), D) (1,-2,3).
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Resolugao:

Um vector u € Cf é tal que <u,c;j>= u'

u € C’j é tal que

¢; =0,7=1,2,3, em que ¢; é a coluna j de A. Ou seja,

WwA=0 < Alu=0.

Para determinar as solucoes desta tultima equagdao podemos recorrer ao método de eliminacao de
Gauss:

1 4 7 1 4 7 1 4 7
2 5 8 — 0 -3 -6 — 0 -3 -6 |,
3 6 9 0 -6 —12 0 0 O

obtendo-se u = (1, —2,1) ou um seu miltiplo nao nulo.
Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 139 [2007/8 - 2° Exzame - MEC]
V1. Considere R? o produto interno definido por

2 1
_ ot
<U,V>= U [ 1 2]1},

em que se considera a representacio dos elementos de R? como vectores coluna e os seguintes vectores:
x=(1,2), y=(3,4), z=(5-4), w=(5-2).

Qual dos seguintes conjuntos é uma base ortogonal de R? com este produto interno?

A) {z,y}, B) {z,z}, C){y,z}, D) {y,w}.

Resolucgao:

Uma base ortogonal de R? é constituida por quaisquer dois vectores ndo nulos que sejam ortogonais
para o produto interno considerado (recorde-se que qualquer base de R? ¢ formada por dois vectores
linearmente independentes e que vectores ortogonais sao necessariamente linearmente independentes).
Trata-se, pois, apenas de fazer os cédlculos dos produtos internos dos pares de vectores dados como
alternativas. Para tal pode ser conveniente exprimir o resultado em termos das componentes dos
vectores dados: u = (u1,us2), v = (v1,v2),

<(ur,uz), (v1,v2)> = [u1 ug] [ ? ; ] [ Z; ]

o [u u] 2v1 + v
Bt ) R THTS) 15

= 2u1v1 + urv2 + ugv1 + 2ugvs.
Tem-se

<z, y>=<(1,2),(3,4)>=6+4+ 6 + 16 = 32,
<x,2>=<(1,2),(5,~4)>=10— 4+ 10 — 16 = 0,
<y, z>=<(3,4), (5, —4)>= 30 — 12 420 — 32 = 6,
<y, w>=<(3,4), (5, —2)>= 30 — 6 4 20 — 16 = 28,

pelo que, dos vectores dados, apenas o par (z,z) é formado por vectores ortogonais para o produto
interno considerado. Assim, a resposta coreecta é B.

73



Exercicio 140 [2008/9 - 2° Teste/1° Exame - LEIC]

V1. Seja S o subespaco de R? gerado pelos vectores (1,2,3) e (3,2,1). Qual dos seguintes conjuntos
é uma base ortogonal de 57

A) {(17 27 3)7 (_37 07 1)}’ B) {(37 27 1)7 (_17 17 1)}7

C) {(4,5,—-4),(1,0,1)}, D) {(2,0,-2),(1,1,1)}.

Exercicio 141 [2008/9 - 2° Teste/1° Exame - LEIC]

V1. Sejam z = (1,4,1) e S subespaco de R? gerado pelos vectores (0,2,4) e (1,3,5). Considerando
em R3 o produto interno usual, qual dos seguintes pares de vectores y,z é o que corresponde &
decomposicao

r=y+zcomyeSezeS?

A)y=1(2,2,2),z=(-1,2,-1), B) y =(3,3,3
C)y=(0,6,0),z=(1,-2,1), D) y=(0,0,0)

Exercicio 142 [2008/9 - 2° Exzame - LEIC]
V1. Considere em R? o produto interno nao usual definido como se segue: sendo z = (z1,r2,23),
y = (y1,92,93), ,

<,y >= 21Y1 + T2Y2 + T3Y3 — 5(%3/2 + w2y1)

Qual dos seguintes vectores é ortogonal ao vector (1,0,—1)? (A nogao de ortogonalidade é a
determinada pelo produto interno considerado).

A) (1,2,-1), B) (-1,-3,4), C)(-2,3,2), D) (2,2,1).

Exercicio 143 [2008/9 - 2° Ezame - LEIC]

V1. Considere em R? o produto interno usual. Sendo P C R? o plano cuja equacdo cartesiana é
3x 4 2y + z = 0, qual dos seguintes pontos de P estd mais préximo do vector (1,1,—1)7

A) (-3,5,-1), B) (2,-3,0), C)(-2,1,4), D) (-1,3,-3).

Exercicio 144 [2008/9 - 2° Exzame - LEIC]

V1. Para n € N, considere em R™ o produto interno usual. Seja S € R™ "™ uma matriz simétrica
e represente por Ng, Lg e Cg o nicleo de S, o espaco das linhas de S e o espago das colunas de S,
respectivamente. Considere as seguintes afirmacoes:

I. Ng = {0}, IL Lg=Cs, IIl. Ngt =Cg, IV.dimNg+ dimLg=n.

Qual é a lista completa das afirmacoes verdadeiras para qualquer matriz nas condi¢cbes men-
cionadas?

A)IelV, B)LIlelV, C)ILIIelV, D)IlelV.
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Exercicio 145 [2009/10 - 1° Exame - MEC]

V1. Considere a funcdo F : R?xR? — R definida como se segue: sendo z = (21, 3), y = (y1,y2) € R?,
entao

F(z,y) = m1y1 + 2292 + 2(T2y1 + T1Y2).
Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

A) F nao é linear na primeira varidvel,

B) F ndo é simétrica (ou seja, existe (z,y) € R? tal que F(x,y) # F(y, 1)),
C) F nao é positiva (ou seja, F(z,z) < 0 para algum z # (0,0)),

D) F é um produto interno em R2.

Exercicio 146 [2009/10 - 1° Exame - MEC]

V1. Seja S o subespaco de R? gerado pelos trés vectores seguintes:
vy =(1,1,-1), ve=(1,2,1), wv3=(1,5,7).

Qual dos seguintes conjuntos contém simultaneamente uma base ortogonal de S e uma base de S+?

A) {(1,1,-1),(1,4, 5) (3,—2,1)},
B) {(1,1,—1),(5, ) (1,2,3>}
C) {(1,1,-1), (1,4,-5), (3. -2, 1)},
D) {(1,2,1),(2,1,-4),(2,0 )}

Exercicio 147 [2009/10 - 2° Exame - MEC|]

V1. Seja S o subespaco de R? gerado pelos trés vectores seguintes:
U1 = (1?1?_1)7 V2 = (1327 1)7 V3 = (17577)

Qual dos seguintes conjuntos é uma base ortogonal de S?

A) {(1,1,-1),(1,4,5), ( -2,1)},
B) {(1,1,-1), (1,4, ) 3.2,1)),
C) {(1,1,-1),(3, =2, 1)},
D) {(1,2,1), (2,1, 4)}

Exercicio 148 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Seja S o subespago definido no problema anterior. Qual é a distancia do vector (2,—3,2) ao
subespago S?

A) V2, B)V7, C)+14, D)2l

Exercicio 149 [2010/11 - & Teste - MEEC]

V1. Considere em R* o produto interno usual e os seguintes subconjuntos:
Sy ={(0,0,1,-1),(0,0,1,1),(1,1,1,-1),(1,1,0,0)}
Ss ={(0,0,1,-1),(1,1,0,0),(1,—-1,0,0),(1,1,1,0)}
Ss ={(0,0,1,-1),(0,0,1,1),(1,-1,0,0),(1,1,0,0)}
Ss =1{(0,0,1,-1),(1,1,0,0),(1,-1,1,0),(1,—1,0,0)}.
Qual deles constitui uma base ortogonal de R*?
A) S, B)S;, C)S;, D)S,.
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Exercicio 150 [2010/11 - & Teste - MEEC]

V1. Seja R a recta de R? gerada pelo vector (1,1,1).
Considerando os vectores de R? escritos na forma (z,y, 2), qual das seguintes é a equacgao cartesiana
do plano P tal que PLR e (1,1,1) € P?

A)z—y+2z=3, B)z+y+z2=3, Car+y+z=-3, D)z—y+2z=23.

Exercicio 151 [2010/11 - & Teste - MEEC]

V1. Considere em R?*? o produto interno usual e seja S o subespaco de R?*? definido por

s={[2 *]-aver)

. L . ~ . o . 1 2
Qual das seguintes matrizes é a melhor aproximacao (ou aproximagao 6ptima) de matriz [ 43 }

por elementos de S?

vl el Al el Al w5

Exercicio 152 [2010/11 - Exame - MEEC]

V1. Considere a base ortogonal de R? constituida pelos vectores :
vy = (1,2,-2), v3 =(2,1,2), v3 = (—2,2,1).

Qual das seguintes é uma equagao cartesiana do subespaco S = L {vy,v3}?

A)yde—y+2=0;, B)2r+y+22=0, C)2x—-2y—2z=0; D)2xr—-3y—2z=0.

Exercicio 153 [2010/11 - Ezame - MEEC]

V1. Nas condicoes do problema anterior, calcule a projeccao ortogonal do vector
u = v1 — V9 + v3 no subespago S.

A resposta correcta é:
A) Projs(u) = (3,0,—-3); B) Projs(u) = (0,6, —3);
C) Projs(u) = (—1,4,-1); D) Projs(u) = (4,2, —5).

Exercicio 154 [2010/11 - Ezame - MEEC]

V1. Qual dos quatro vectores seguintes estd mais préximo do plano P = L({(1,1,1),(1,2,3)})?
A) (0,1,0), B) (1,0,1), C) (1,1,3), D) (2,3,5).
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Valores e vectores préprios

Exercicio 155 [2000/1 - 1° Exame - LEC]
V1. Seja A uma matriz 3x3 com os valores proprios —9 , 6 e 7 . Considere as seguintes afirmagoes:
I. Para todo o vector b € R? o sistema (A —61) x = b admite uma solugio x € R3.
II. A matriz A+ I tem caracteristica menor que 3.
III. A transformacao T : R?® — R? definida pela matriz A — 71 nao é injectiva.

IV. Para todo o vector y #0 em R3, Ay #3y.

Qual a lista completa de afirmacoes correctas?

A) Nenhuma B)I,II,IIIeIV C)Iell D) IllelV

Resolugao:
Analisemos cada uma das afirmagoes enunciadas:

I é falsa.
Efectivamente, nas condi¢oes do problema, tem-se

dimNA,GI =1 (: dimNA,7[ = dimNA+9]),

pelo que dim Cy_gr = 2, uma vez que dim Ng_gr + dim C4_gr = 3 = dimR3. Consequentemente, a
equacao
(A—6l)z =0

s6 tem solucdo se b € Ca_gr # R3. Assim, a afirmacdo I é falsa.

IT é falsa.
A caracteristica de uma matriz é igual a dimensao do espaco das colunas dessa matriz. Como -1 nao
é valor préprio de A (de acordo com os dados do problema os valores préprios de A sao -9, 6 e 7),
A + T é invertivel ou, o que é equivalente N4, = {0} e, portanto,

dimCA+[ =3 — dimNA+] = 3.
Assim, a afirmagao II é falsa.

III é verdadeira.
A transformagao T é injectiva se e s6 se Ng_7r = {0} (recorde-se que uma transformacao linear é
injectiva se e s6 se o seu nucleo for constituido apenas pelo vector zero). Como 7 é valor préprio de
A, tem-se Ny_71 # {0} e, portanto, T' néo é injectiva, pelo que a afirmagao III é verdadeira.

IV é verdadeira.
Para todo o valor de A € R\ {—9,6, 7} a matriz A— \I é invertivel (uma vez que {—9,6, 7} é o conjunto
dos valores préprios de A) ou, o que é equivalente Ny_; = {0}. Ora, a afirmagao IV é equivalente a

Na_3r = {0},

uma vez que nao existe y # 0 tal que (A — 3I)y = 0. Assim, a afirmacao IV é verdadeira.
Assim, das afirmagoes enunciadas as verdadeiras sao III e IV, pelo que a resposta correcta é D.
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Exercicio 156 [2005/6 - 2° Teste/1° Exame - LEEC]

V2. Seja A € R3*3 cujos valores préprios sio —3 , 4 e 9 . Considere as seguintes afirmacoes:

I. Para um certo vector b € R? o sistema (A +21) x = b nao admite solucdes x € R3.
II. Para todo o vector y #0 em R3, Ay #9y.
ITI. A matriz A —41 é invertivel.

IV. A transformacido T : R?® — R3 definida por T(z) = (A + 3 )z ndo é injectiva.
Qual a lista completa de afirmagcoes correctas?

A) I,IIellIB) I,II,IlleIVC) II D) IV

Resolugao:

Este exercicio é da mesma indole que o anterior e pode ser resolvido usando argumentos do mesmo
tipo. Analisemos cada uma das afirmagoes enunciadas:

I é falsa.
Para todo o valor de A € R\{—3,4,9} a matriz A—\I é invertivel (uma vez que {—3,4,9} é o conjunto
dos valores préprios de A) ou, o que é equivalente, Ny_y; = {0}. Em particular, Ngyo; = {0} e,
como dim Ny a7 +dim Cayor = 3, vem dim C 407 = 3 ou, o que é equivalente,C s or = R3. Conse-
quentemente, o sistema (A4 21) x = b tem uma tnica solucio qualquer que seja o vector x € R3
considerado. Assim, I é falsa.

II é falsa.
A afirmagao II é equivalente a afirmar que a equacdo (A — 9I)u = 0 nao tem solugdes nao nulas
ou, o que é equivalnte, que Nga_gr = {0}. Ora, tal é falso, pois 9 é valor préprio de A e, portanto,
Na_or # {0}. Logo, II é falsa.

III ¢ falsa.
Uma matriz quadrada é invertivel se e s6 se o seu nucleo é trivial, ou seja, {0}. Ora, como 4 é valor
préprio de A, tem-se Ny_47 # {0} e, consequenetemente, A — 41 nao é invertivel. Logo, III é falsa.

IV é verdadeira.
Uma transformagao linear (nao) é injectiva se e s6 se o seu nicleo (nao) é {0}. Ora, o nicleo de T
coincide com o nucleo de A 4 31, que é diferente de {0}, pois —3 é valor préprio de A, e dai decorre
que Naysr # {0}. Logo, T nao é injectiva e IV é verdadeira.

Assim, das afirmagoes dadas a tinica que é verdadeira é IV, pelo que a resposta correcta é D.

Exercicio 157 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

V1. Seja A uma matriz quadrada que tem o nimero 3 como valor préprio.
Sendo I a matriz identidade de ordem 3, qual dos seguintes determinantes pode garantir que se
anula?

A) det(A?2—-3A+6I) B)det(A%2—4A—6I) C) det(A?—-31) D) det(A?—3A)
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Resolugao:

Em qualquer dos casos a matriz para a qual se pretende averiguar se o determinante se anula é
um polinémio de grau 2 em A, da forma geral

Py=A’+aA+BI, o,fB€eR,

que podemos factorizar na forma
Py=(A—-MI)(A—XI)

em que A\; e A2 sao as raizes (em geral, complexas) do polinémio
pa(N) = A2 4+ aX + 5.

Uma vez que apenas sabemos que 3 é valor préprio de A, apenas podemos garantir que se anula o
determinante do polinémio P4 se A; ou Ay for igual a 3 (recorde-se que o determinante de um produto
é o produto dos determinantes). Tal acontece apenas no caso D, uma vez que

A? —3A = A(A-3I).

Em qualquer dos outros casos, quer A1 quer Ay sdo diferentes de 3. Efectivamente,

A2 = ?’ilzi\/ﬁ € C — nocaso A;
A2 = % € C — no caso B;
A2 = +v/3eR — mno caso C.

Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 158 [2005/6 - 2° Exame - LEEC]

V1. Qual é a forma de Jordan da matriz [ (1) ? ] ?

W o] ploa] oloa] » 5]

Resolugao:

A forma de Jordan de uma matriz de ordem 2 é:

- uma matriz diagonal, tendo na diagonal principal os valores proprios da matriz; nesse caso
teriamos dois blocos de Jordan cada um deles com dimensao 1;
ou

- uma matriz triangular (superior), tendo na diagonal principal os valores préprios da matriz e o
outro elemento nao nulo igual a 1; nesse caso terfamos apenas um bloco de Jordan com dimensao 2.

No presente caso a matriz tem apenas um valor préprio, o nimero 1, uma vez que o polinémio
caracteristico é

() = (A — 1)

Podemos desde ja eliminar as alternativas B e D do conjunto de respostas certas, pois na diagonal
principal figuram nimeros que nao sao valores préprios da matriz considerada. Por outro lado, a
matriz dada nao é diagonalizavel, uma vez que a dimensao do espago préprio associado ao valor
préprio 1 é igual a 1, pois os vectores préprios sao da forma ¢(1,0) com ¢ # 0 por serem as solugdes
nao nulas de (A — I)z = 0. Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 159 [2006/7 - 2° Teste/1° Exame - LEC/MEC]

V1. Seja A € R3*3 tal que os valores préprios de A sio -1, 0 e 1. Considere as seguintes afirmacdes,
em que I representa a matriz identidade de ordem 3:

I. A é invertivel;

II. O espaco das colunas de A tem dimensao 2;

III. O nucleo de A — I tem dimensao 1;

IV. A — I é invertivel.

Qual ¢ a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)II  B)Ilelll C)lelV D)ILIIlelV

Resolucgao:

Como {—1,0,1} é o conjunto dos valores préprios de A, podemos imediatamente afirmar que
dim Ny =dimNgyr =dim Ny =1.

Efectivamente, da defini¢ao de valor préprio decorre imediatamente que Ny # {0}, Nayr # {0}, Na_1 #
{0}. Por outro lado, como a valores préprios distintos estao associados vectores préprios linearmente
independentes, a dimensao de cada um daqueles subespagos sé pode ser 1, pois, caso contrario, exi-
stiria em R® um conjunto linearmente independente com mais de 3 elementos, o que nio é possivel,
como sabemos.

Da igualdade anterior decorre imediatamente que A, A+ I e A — I nao sao invertiveis (recorde-se
que uma matriz quadrada é invertivel se e 86 se o seu nicleo for constituido pelo vector nulo), pelo que
as afirmagoes I e IV sao falsas e a afirmacao III é verdadeira. A afirmacao II também é verdadeira,
pois

dimCy = dimR* —dim Ny =3 - 1= 2.

Assim, a resposta correcta é B.

Exercicio 160 [2006/7 - 2° Exame - LEC/MEC]

V1. Qual o conjunto dos valores de « reais para os quais a forma quadratica associada a matriz

a 1
5l
¢é definida positiva?
A) ]2, +o0[ B) | — 00, —2[ C)]—-2,2] D) [-2,2]

Resolucgao:

A forma quadréatica associada a uma matriz é definida positiva se a parte simétrica dessa matriz
for definida positiva. Por outro lado, uma matriz simétrica é definida positiva se e sé se os seus valores
préprios forem todos (estritamente) positivos. Assim, para sabermos qual dos intervalos satisfaz as
condigoes comegamos por identificar a parte simétrica (A,)s da matriz A, dada, obtendo-se (X*
representa a transposta deX):

=gt = [ ]

e calculamos os valores préprios desta matriz, que sao as raizes do polinémio caracteristico:
(a=N?—d=(a=A=2)(a—=A+2)=\—(a—2)\—(a+2)).

Os valores préprios de (Ay)s sdo: o — 2 e a+ 2. A condigao de os valores préprios serem ambos
(estritamente) positivos é equivalente a « > 2. Assim, a resposta correcta é A.
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Exercicio 161 [2007/8 - 2° Teste/1° Exame - MEC]

1 6

-2 =2
Qual das seguintes afimacoes é verdadeira?
A) Q4 é definida positiva,

B) Q4 é semi-definida positiva,

C) Q4 ¢ semi-definida negativa,

D) Q4 ¢ indefinida.

Resolugao:

V1. Sejam A = [ e Q4 a forma quadrética em R? associada a A.

Como a forma quadréatica associada a uma matriz coincide com a forma quadratica associada a
parte simétrica dessa matriz, a classificagdo de uma forma quadratica é feita com base na classificacao
da parte simétrica da matriz que lhe estd associada. Para matrizes simétricas A;, tem-se:

- A, é definida positiva (resp. negativa) se e sé se os valores proprios de A, sao todos positivos
(negativos);

- A, é semi-definida positiva (resp. negativa) se e sé se os valores préprios de Ay s@o todos nao
negativos (nao positivos);

- As ¢é indefinida se e s6 se A, tem valores proprios uns positivos e outros negativos.

Com base nestes resultados, comecamos por identificar a parte simétrica Ay da matriz dada (X
representa a transposta de X):

t

1 . 1 2
a=garar=ly %]

e calculamos os valores proprios desta matriz, que sao as raizes do polinémio caracteristico:

det(As — X)) = =A=1)A+2) 4= F+X1-6=A-2)(\+3),

1-A 2
2 —2—-A

em que no ultimo passo se usou a féormula resolvente da equacao do 2° grau. Daqui resulta que Ag
tem um valor prprio positivo (2) e outro negativo (-3), pelo que Ay é indefinida e, portanto, também
Q4 ¢ indefinida. Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 162 [2007/8 - 2° Teste/1° Exame - MEC]

V1. Sabe-se que uma transformacio linear 7' : R?> — R? tem apenas um valor préprio, A, que o
espaco proprio associado a A\, E()), contém o vector (1,1,0), que T é representada em relacao a base
canénica de R? por uma matriz triangular superior e que 7(1,1,1) = (2,2,1). Entdo, para qualquer
(x,7,2) € R3, a expressdo correcta é:

A) T(x,y,z) = (x+y—|—z,y+z,z),

B) T'(z,y,2) = (z+y,y + 2,y + 2),

C) T(x,y,2) = (x+ 2,y + 2,2),

D) T(z,y,2) = (z + y,y + 2,2).
Resolugao:

Seja B = (e1,e2,e3) a base canénica de R? (ou seja, e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)).
Para qualquer transformacéo linear 7' : R? — R3 e, em particular, para a considerada neste exercicio,
tem-se:

T(x,y,z) = T(zey + yey + ze3) = aTey + yTey + 2Tes, (x,y,2) € R3.

O problema consiste pois em deteminar Tey, Tey € Tes.
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Sabendo que T é representada em relacio & base canénica de R? por uma matriz triangular superior,
essa matriz, designemo-la por A, tem a forma

d1 a b
A= 0 d2 C
0 0 ds

Sabendo que T tem apenas um valor préprio, A, como esse serd também valor préprio de A e que uma
matriz trinagular tem os valores préprios na diagonal principal, conclui-se imediatamente que

di =dy=dg =M\

e, portanto,
Aa b
A=|10 X ¢
0 0 A
A condigao (1,1,0) € E(A) implica que 7'(1,1,0) = A(1,1,0) ou, o que é equivalente, que
1 1 1 Ata
Al 1 | =X[1]. Daquiseconcluiquea=0,porser A | 1 | = A
0 0 0 0
1 2 1
Por outro lado, como 7'(1,1,1) = (2,2,1) ou, o que é equivalente, A | 1 | = | 2 |,de A | 1 | =
1 1 1
A+b
A+ ¢ | conclui-se que
A
A=1b=c=1,
o que completa a determinacdo dos elementos da matriz A:
1 01
A=10 11
0 01
Consequentemente, Te; = (1,0,0) = ey, Tea = (0,1,0) = eg e Teg = (1,1,1) = e1 + ea + e3 e,

portanto, para qualquer (x,y,2) € R3, tem-se
T(x,y,z) =xe1 +yea+ z(e1 +ea+e3) =(x+ z)er + (y+ 2)ea + zes = (v + 2,y + 2, 2).

Assim, a resposta correcta é C.

Exercicio 163 [2007/8 - 2° Exzame - MEC]

Tt = W
N O =~
~

2
V1. Qual é o conjunto dos valores proprios da matriz | 0
1

A) {1,3}, B){-1,1,5}, C){0,1,4}, D) {1,2,3).

Resolugao:

Trata-se de um problema de cédlculo dos valores proprios da matriz A dada no enunciado, o que
pode ser feito calculando, primeiro, o polinémio caracteristico p(A) = det(A — AI) e, posteriormente,
identificando as suas raizes que sao os valores proprios de A. Neste caso, tem-se

2—A 3 4
pA) = | 0 1-x 0 |=@1-)
1 5 2—A

= 1-M(C2-N2=4)=01-N2-X2=-2)2-1+2)=-2AA—-1)(A—4).

2-A 4
1 2—A
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Assim, os valores préprios de A sdo os ntimeros 0, 1 e 4, pelo que a resposta correcta é C.

Exercicio 164 [2007/8 - 2° Exzame - MEC]
V1. Qual das matrizes

7T -4 9 —4 5 -3 1 -1
A_[ZO —11]’ B_[zo —9]’ C_[M —8]’ D‘[4 —3}
nao é diagonalizavel?

A) A, B)B, C)C, D)D.

Resolugao:

Apesar de as matrizes dadas terem elementos reais podemos sempre considerd-las como matrizes
complexas. Uma matriz X de ordem 2 ¢ diagonalizavel se e s6 se existir uma base de C? (ou de
R? no caso dos valores préprios serem reais) formada por vectores préprios de X. Uma vez que a
valores proprios distintos estao associados vectores proprios linearmente independentes, uma condigao
suficiente para que tal aconteca é que a matriz tenha 2 valores proprios distintos. Vejamos qual
¢é a situacao para cada uma das matrizes identificando os respectivos valores préprios, por via da
factorizagao do respectivo polinémio caracteristico:

det(A—X)=—(T—=N(A1+X) +80=A2+4\+3=(A—1)(A—3),
det(B—A)=—(9—-X)9+X)+80=X2—-1=(A-1)(A+1),
det(C— M) =—-(5-NB+A)+42=X24+31+2=A+1)(A+2),
det(A— M) =—(1-N)B+N)+4=A2+22+1=(A+1)2

Daqui se conclui que as trés primeiras matrizes (A, B e C') sao diagonalizaveis, por terem dois valores
préprios distintos, e a dltima (D) sé tem um valor préprio com multiplicidade algébrica 2. Esta nao é
diagonalizavel, por ter um espago préprio com dimensao 1, como é facil de verificar. Uma outra forma
de extrair a mesma conclusao é notar que uma matriz de ordem 2 com apenas um valor préprio e

diagonalizével s6 pode ser um multiplo (o valor préprio) da identidade, o que nao é o caso da matriz
D.

Exercicio 165 [2008/9 - 2° Teste/1° Exame - LEIC]
V1. Seja T : R? — R? a transformacao linear definida por
T(z,y,2) = 2z 4y + 2,20+ 3y + 4z, —x —y —22), (z,y,2) € R3
e considere os vectores de R3:
vy =(0,1,-1), wve=(1,-1,1), wv3=(-1,1,0), wvg=(-2,-3,1), wvs=(2,3,—-2).

Qual dos seguintes conjuntos s contém vectores proprios de 1?7

A) {’017’027’03}7 B) {’017’037’05}7 C) {(07070)7’017”3}7 D) {U17U37U4}'

Resolugao:

Trata-se aqui de saber quais dos vectores dados sao vectores proprios da transformacao T'. E claro
que podemos desde ja eliminar a alternativa B do conjunto de respostas certas, uma vez que, por
definicao, os vectores préprios sao os vectores v nao nulos que satisfazem a condigao

Tv = A,
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para algum A € R. Averiguemos quais dos vectores dados satisfazem esta condigao. Tem-se

= _(Oa ]-7 _]-) = —1,
Tus = (2,3,—2) # Ava (A € R),
1 —

Conclui-se assim que dos vectores dados apenas sao vectores proprios de T os seguintes: vy, v3 € vy,
pelo que a resposta correcta é D.

Exercicio 166 [2008/9 - 2° Teste/1° Exame - LEIC]

V1. Sejam
1 2 3 3 1 3 1 4
S E B A TR P B P

Qual das seguintes formas quadraticas definidas em R? é definida positiva?

A) QA7 B) QB) C) QCa D) QD-

Resolugao:

Como a forma quadratica associada a uma matriz coincide com a forma quadratica associada a
parte simétrica dessa matriz, a classificagdo de uma forma quadratica é feita com base na classificacao
da parte simétrica da matriz que lhe estd associada. Para matrizes simétricas A, tem-se:

- A, é definida positiva (resp. negativa) se e s6 se os valores proprios de A, sao todos positivos
(negativos);

Com base nestes resultados, comecamos por identificar as partes simétricas das matrizes dadas
(escreveremos X para representar a parte simétrica da matriz X e X! representa a transposta de
X) e factorizamos os polinémios caracteristicos para identificar os correspondentes valores préprios
valores préprios; Note-se que A e C sao simétricas. Tem-se:

A= A Bs:;(BJrBt):[g g} C, =G, DS:;(DJrDt):[; f]
‘ pa, =(1-X2—4=(1-2-2)1-2+2)=A+1)(A-23),
pB.=B-2A)2—-4=B-2-2)B-2+2)=A-1)(A-5),

pe, = (L=X)(2 =) =9 =X =3\ = 7= (A ST () - 3457,

pp, = pa, = A+ 1)(A=3).
Daqui se conclui que apenas a matriz By tem todos os valores proprios positivos, pelo que apenas Qg
é definida positiva e a resposta correcta é B.

Exercicio 167 [2008/9 - 2° Exzame - LEIC|]
V1. Seja T : C?> — C? a transformacao definida por
T(z,w) = (2 —w,z+w), zweC.

Qual é o conjunto dos valores préprios de T'7

A) {0,1}, B) {-v2,v2}, C){1—i,1+i}, D) {1—iv2,1+iV2}.



Resolugao:

Os valores proprios de T' coincidem com os valores préprios da matriz A, que a representa em
relacdo & base canénica de C? :
1 -1
A= )

Os valores préprios de A sdo os nimeros complexos 1 + i, uma vez que o polinémio caracteristico de
Aé
p(A) =det(A— M) =(1-XN?+1=(\—(1-40)\—(1+4)),

pelo que a resposta correcta é C.

Exercicio 168 [2008/9 - 2° Exzame - LEIC]

V1. Seja A € R3*3 que tem como valores préprios A\; = 0, Ao = 1 e A3 = 2. Considere as seguintes
afirmacoes:

I. A é singular, II. A é diagonalizavel, III. dimL4 <3, IV. LalNjy4.

(LA e N representam o espaco das linhas e o niicleo de A, respectivamente, e supoe-se R® munido
do produto interno usual.)

Qual é a lista completa de afirmacoes verdadeiras?

A)Ielll, B)ILIlelll, C)I,IlelV, D)IIIIlelV.

Resolugao:
Analisemos cada uma das afirmagoes separadamente:

I é verdadeira.

Efectivamente, as matrizes singulares sdo as nao invertiveis ou, equivalentemente, aquelas cujo
determinante se anula. Ora, como A = 0 é valor péprio de A e os valores préprios de A sao as solugoes
da equagao caracteritica, tem-se p(0) = det A = (0). Logo, A é singular.

IT é verdadeira.

Uma condicao suficiente para que uma matriz quadrada real de ordem 3 seja diagonalizavel é a de
que tenha trés valores préprios distintos (que é o caso da matriz dada), ainda que alguns possam ser
numeros complexos (0 que nao é o caso).

III é verdadeira.
Como A = 0 é valor péprio de A, tem-se Ny # {0} e, portanto, dim N4 > 0. Por outro lado, para
qualquer matriz sao verdadeiras as relagoes:

dimLg =dimCy, dim N4+ dimCy = ndmero de colunas de A.
Sendo 3 o nimero de colunas de A, vem
dimLg =dimCy =3 —dim Ny < 3.

IV é verdadeira.

Os elementos de N4, o nicleo de A, sdo as solugoes da equagdo Au = 0. Ora, esta equagao diz-nos
precisamente que as linhas de A s@o ortogonais aos elementos do nticleo de A, uma vez que para
qualquer u € N4 e qualquer linha £; de A se tem < (%, u >= 0.

Concluimos entao que todas as afirmacoes consideradas sao verdadeiras, pelo que a resposta cor-
recta é D.
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Exercicio 169 [2009/10 - 1° Exame - MEC]
V1. Seja T : Py — P, uma transformacao linear cuja representacdo em relagao a base candnica

Be = (1,t,t?) de Py é a matriz

1 3
4 6
7 9

oo Ot N

Qual dos seguintes polinémios é vector préprio (ou funcao prépria) de 17

A)1+4t—t2, B)l1+2t+t2, C)1-3t+t3, D)1-2t+t3, (t€R).

Resolugao:
Um polinémio p € Py é valor préprio (ou funcdo prépria) de T se
Tp = Ap,

para algum escalar A. Sendo u = (p1, p2, p3) o vector das componentes de p na base canénica de Pz a
equacao anterior toma a forma (ou seja, é equivalente a)

Au = Mu,

em que se admite que u estd representado como vector coluna. Para os quatro polinémios dados temos:

3 1
pr(t)=1+4t—t2 — w1 =(1,4,-2) — Auy= |12 | #X| 4 | = s — Tp1 # \p1,
13

| -2
8 [ 1
pa(t) =1+2t+12 — up=(1,2,1) — Aug= |20 | #X]| 2 | dug —  Tpy # \pa,
1
1

pl(t) =1-3t —|—t2 — Uz = (1, -3, 1) — Aug = —5 ?é Al =3 | dug — Tps 75 Ap3,

pt)=1-2t+t> — uy=(1,-2,1) — Aug= |0 |=0| -2 | =0us — Tpy=0ps.

para qualquer A € R. Conclui-se assim que apenas u4 é vector préprio A (associado ao valor préprio
A = 0), pelo que apenas py é vector préprio (ou fungao prépria) de T' (associado ao valor préprio
A = 0). Consequentemente, a resposta correcta é D.

Exercicio 170 [2009/10 - 1° Exame - MEC]
V1. Considere a transformacao linear T : R? — R3 definida por
T(x,y,2) = (4 + 2y + 2,3z + Ty + 22,2z + 4y + 52), (x,y,2) € R3.

Sabendo que A = 3 é valor préprio de T', qual é o espago proprio associado a este valor préprio?

A) L({(2,-1,2)}), B) L({(0,-1,2)}), C) L({(2,-1,0)}), D) L({(2,0,-3)}).

Resolugao:
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O espago préprio pretendido é o gerado pelos vectores préoprios de T associados ao valor préprio
A = 3. Determinemos estes.
Sejam A a matriz que representa T’ em relacio & base candnica de R3:

4
A= 3
2

ISP

1
2,
5
v = (z,y,2) € R3 um vector préprio de T associado ao valor préprio A = 3 e u o vector coluna das
componentes de v na base canénica de R3. Entdo temos as seguintes equivaléncias:
Tv=M <& (IT'-3v=0 < (A-3L)u=0.

O problema consiste pois em determinar as solugdes da ultima equagdo, o que pode ser conseguido
pelo método de eliminagao de Gauss. Implementando-o, conclui-se que as solucoes v sao da forma:

v=c(0,-1/2,1) =¢/2(0,-1,2), c€eR,

sendo entdo o espago proprio associado ao valor préprio A = 3, o gerado pelo vector (0,1, —2), pelo
que a resposta correcta é B.

Exercicio 171 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Sejam
3 4 1 2
SRR P

e Qa,,Qa, as formas quadréticas em R2que lhes estdo associadas, respectivamente.

Qual das seguintes é a afirmacao verdadeira?

A) Q4, e Qa, sao (ambas) definidas positivas,

B) Q4, e Q4, sao (ambas) indefinidas,

C) Qa4, ¢ definida positiva e Q 4, é definida negativa,
D) Q4, ¢é definida positiva e Q 4, ¢ indefinida.

Resolugao:

Tal como em exercicios anterior sobre este tema vamos usar o seguinte procedimento: Como a forma
quadratica associada a uma matriz coincide com a forma quadratica associada a parte simétrica dessa
matriz, a classificacdo de uma forma quadrética é feita com base na classificacdo da parte simétrica
da matriz que lhe estd associada. Para matrizes simétricas Ag, tem-se:

- A, é definida positiva (resp. negativa) se e s6 se os valores proprios de A, sao todos positivos
(negativos);

- A, é semi-definida positiva (resp. negativa) se e sé se os valores préprios de Ag s@o todos nao
negativos (nao positivos);

- Ag é indefinida se e s6 se A, tem valores préprios uns positivos e outros negativos.

Com base nestes resultados, comecamos por identificar as partes simétricas das matriz dadas, neste
caso Ao é simétrica, e determinamos os seus valores péprios, por via da factorizagao do correspondente
polinémio caracteristico. Temos (X! representa a transposta de X):

3 5/2

(A1)s = %(A1+At1) =A = [ 5/2 3

| (o) = e

cujos polinémios carcteristicos sao

P(Al)s=(3—A)2—<2>2= <3—2—>\) <3+;—A> = <A_;) <A_121)’



Pas), = A=1)(A+2) —4=X +A-6=(A-2)(A+3).

Daqui se conclui que:
- Q4, ¢ definida positiva, pois (A1)s tem os valores préprios positivos;
- @4, ¢é indefinida, pois Ay = (A2)s tem um valor préprio positivo e outro negativo.
Assim, a resposta correcta é D.

Exercicio 172 [2009/10 - 2° Exame - MEC]

V1. Seja T : R? — R? uma transformagao linear, que tem {2,3} como conjunto de valores préprios e
cujos espagos préprios associados sao, respectivamente,

E(2)=L({(1,2)}), E@3)=L{(1,3)}).
Qual das seguintes é a expressao analitica de T, valida para qualquer par (z,y) € R??

A) T(z,y) = (y,—6z +5y), B) T'(x,y) = (—z +y, —6x + 5y),
C) T'(z,y) = (6 + 5y,x), D) T(x,y) = (2x +y, =3z + 5y).

Resolucgao:

Como T ¢é linear, para obter a expressao analitica de T, véalida para qualquer par (z,y) € R2
¢ suficiente saber as imagens por T' dos vectores coordenados unitarios e; = (1,0) e e2 = (0,1).
Efectivamente,
T(x,y) =T (ve; +ye2) = xTe; + yTes.

Por outro lado, os vectores v; = (1,2) e vy = (1,3) constituem outra base de R?, por serem vectores
préprios associados ao valores préprios (distintos) 2 e 3 de T', pelo que Tvy = 2v1 e Tvg = 3vg. Assim,
uma vez que conhecemos as imagens por 1" de v; e vg, basta que consigamos obter a representacao de
e1 e ez na base (v1,v2), 0 que nao oferece dificuldade, pois

e1=(1,0) = 3(1,2) — 2(1,3) = 3v; — 2vg, ez =(0,1) = (1,3) — (1,2) = v3 — vy.
Consequentemente,
Tey = T(3v; — 2vy) = 3Tv; — 2Tv9 = 6v; — 6vy = —6(0,1) = —6eg,
Tey =T(vy —v1) =Tve — Tvy = 3vy — 2v1 = (1,5) = €1 + Hea
e, portanto,
T(x,y) = —6xez + y(e1 + beg) = yer + (—6zx + d5y)ex = (y, —6x + 5y).

Assim, a resposta correcta é A.

Exercicio 173 [2010/11 - & Teste - MEEC]

2 11
V1. Seja A= | 2 3 2 |. Sabendo que A = 7 é valor préprio de A qual dos seguintes conjuntos
3 3 4

contém os outros valores proprios?

A) {2,3}, B){-1,4}, C){0,1}, D) {-26.

Resolugao:
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Torna-se indispensavel conhecer os outros valores préprios de A, além de A = 7. Embora a forma
da matriz permita determinar outro valor proprio por inspeccao, no vamos usar essa via e vamos
determinar o polinémio caracteristico de A cujas nraizes sao os valores préprios de A:

2—A 1 1
p(A) =det(A— \I) = 2 3-X 2
3 3 4—-A

Usando a regra de Laplace para calcular este determinante, por expansao segundo a primeira linha,
obtém-se sucessivamente

p(A) = 2=N[B=XNA-XN)—6—(2(4—X) —6)+6—3(3—N)
= 2-MN\=TA+6+50\—1)
A+ 9N — 15N+ 7

Ora, sabemos que A = 7 é valor préprio de A e, consequentemente, 7 é raiz de p. Usando esse facto,
podemos factorizar o polinémio caracteristico na forma

p(\) = (7= N (AN2 + B + C),

em que os coeficientes do factor direito podem ser calculados pela regra de Ruffini ou resolvendo o
sistema de equagoes que resulta dessa igualdade, obtendo-se: A =1, B = —2,C =1, pelo que

PN = (7= N2 =22 +1) = (T = N)(A - 1)?,

o que significa que a matriz A tem apenas um valor proprio distinto de 7 que é A = 1.
Dos conjuntos dados apenas o que figura em C contém o valor 1, pelo que a resposta correcta é C.

Exercicio 174 [2010/11 - & Teste - MEEC]
V1. Sejam

21 0 2 0 0
Alz[;ﬂ; AF[;g}; As=10 2 1| A=]0 21
00 2 01 2

Destas apenas uma nao é diagonalizavel, nem quando considerada como matriz complexa. Qual

A) A;, B)A,, C)As;, D) A,

Resolugao:

Podemos imediatamente afirmar que as matrizes As e A4 sdo diagonalizdveis, por serem simétricas
e toda a matriz simétrica ser diagonalizavel. E também fAcil conluir que A; é diagonalizavel, uma
vez que tem dois valores préprios distintos e, portanto, existe uma base de R? formada por vectores
préprios de A; (j4 que a valores préprios distintos estao associados vectores préprios linearmente
independentes). Efectivamente, o polinémio caracteristico de A; é

pa,(A) =det(A; —A) = (1 -XN)2 =X —6=2-3\—4=\+1)(\—4),

cujas raizes sao -1 e 4.

Por exclus@o de partes a unica matriz nao diagonalizdvel é As. Para verificar que assim é basta
notar que As tem apenas um valor proprio A = 2 e que a dimensao do espaco proprio correspondente é
igual a 1, sendo aquele gerado pelo vector (1,0, 0), como facilmente se conclui da resolugao da equagao
(A3 —20)u = 0.

Assim, a resposta correcta é C.
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Exercicio 175 [2010/11 - Ezame - MEEC]

V1. Seja T : R? — R? uma transformacio linear tal que 7'(1,0) = (5,1). Admita ainda que (1,1) é
um vector préprio de T associado ao valor préprio A = 1. Nestas condicoes calcule 7'(0,1).
A resposta correcta é:

A) T(0,1) = (=5,0); B) T(0,1) = (—4,0); C) T(0,1) = (—3,0); D) T(0,1) = (~2,0).

Resolugao:

Sabendo que (1,1) é um vector préprio de T associado ao valor préprio A = 1, tem-se T'(1,1) =
(1,1). Por outro lado, T'(1,0) = (5,1). Entao, como

(0,1) =(1,1) — (1,0)

e T é linear, vem

7(0,1) = T(1,1) — T(1,0) = (1,1) — (5,1) = (—4,0),

pelo que a resposta correcta é B.

Exercicio 176 [2010/11 - Ezame - MEEC]

V1. Nas condigoes do problema anterior, qual dos seguintes conjuntos contém todos os valores préprios
de T7

A) {-5,1,2}; B){-4,1,3); C){-3,1,4; D){-215}

Resolucgao:

Os valores préprios de T coincidem com os valores préoprios da matriz A que representa T em
relacdo & base candnica de R?, que é dada por

5 —4
=[]

uma vez que, como vimos anteriormente, 7'(1,0) = (5,1) e T(0,1) = (—4,0). Factorizando o polinémio
caracteristico de A, obtém-se os valores préprios (um dos quais ja conhecemos, A = 1):

5-—X —4

pa(A) =det(A—AI) = ' L

':—)\(5—)\)+4:)\2—5/\+4=(/\—1)0\—4)7

pelo que o outro valor préprio de A (oude T') é A = 4. Assim, dos conjuntos dados apenas um contém
os valores 1 e 4, pelo que a resposta correcta é C.
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