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[Exercicios baseados em provas de avaliacdo a cursos leccionados por Amarino Lebre.]






Sistemas de Equacoes Lineares, Matrizes e Determinantes

Exercicio 1 [2005/6 - 2° Exame - V1 - Problema 11 - LEEC]

[en}

1 2
4 p | . Determine:

1w

Sejam p € Re A, =

W =

a) o determinante de A, em funcao de y;
b) a caracteristica de A, em funcao de y;
c) a inversa de A, para p = 1.

Resolugao:

a) Para calcular o determinante de A, usamos, por exemplo, a regra de Laplace por expansao
segundo a primeira linha, obtendo-se:

I 1 4
M'+2'3 9

2| = 2(p% + p = 12) = 2(pu + 4) (1 — 3).

det A, = —‘

W =

b) De acordo com a alinea anterior, se pn ¢ {—4, 3}, entao det A, # 0 e, consequentemente, A, é
invertivel, pelo que a sua caracteristica ¢ igual ao nimero de linhas ou de coluna de A,:

car A, =3 sep ¢ {—4,3}.

Se pn € {—4,3}, a matriz A, é singular e, consequentemente a sua caracteristica é inferior a 3.
Para sabermos o valor exacto aplicamos a eliminagao de Gauss a A:

0 1 2 1 4 pu 1 4 I 1 4 W 1 4 u
1 4 pl—]0 1 2|—1]0 1 2 |— |01 2 =101 2
3 W o 3 W o 0 u?—12 —2u 0 0 —2(p®+pu—12) 00 0

em que se usou o facto de ser u? — 12 # 0 para pu € {—4,3}. Consequentemente
carA, =2 sep € {—4,3}.

uma vez que A, tem apenas dois pivos.
Observe-se que o processo anterior permite determinar o valor da caracteristica de A,, para qualquer
valor de 41, mas ter-se-ia de considerar separadamente os casos em que p? — 12 = 0.

c) Decorre da alinea (a) que, para p = 1, A, é invertivel, pois det A; = —20 # 0. Para calcular a
inversa de A1, determinamos a matriz dos cofactores de A; e usamos a expressao:

ATt ! (cof Ap)t .

1= det A
Tem-se
01 2 3 2 —11
cofAj=cof [ 1 4 1 | = 1 -6 3
3 1 1 -7 2 -1
e, portanto,
1 -3 -1 7
ATl = o 2 6 -2
1 -3 1



Exercicio 2 [2006/7 - 1° Teste - Problema 6 - MEC]

Considere a matriz A € R33 dadapor A= | -1 1 1

Use o método de Gauss-Jordan para:
a) mostrar que A é invertivel e para obter a sua inversa;

b) calcular o determinante de A.

Resolugao:

a) Aplicamos o método de Gauss-Jordan & matriz aumentada [A o ], com a habitual convencao

de notacao: X E) Y significa que Y = FX. Tem-se

' (1 -1 1 [ 1007 o [1 -1 1 | 00
[A:I] = -1 1 1 | 0 1o0o|—=]|0 0 2 | 10
| 1 1 -1 | 00 1| 0 2 -2 | -1 0 1
p [T -1 1 | 1 00],[1 1012 -120
(Ainvertivel <) — 02 -2 | -101|-3%l0 2 0] o 11
L 0 2 | 1 1 0| 0 0 2 | 1 1 0
g [L OO0 120 1/2) 0100 [ 1/2 0 1/2 .
=2 020 1] 0 1 1 [Z]010] 0 1/2 1/2|=[:B8]
L0 0 2 | 1 1 0 L0 0 1 | 1/2 1/2 0
em que
1 00 1 0 0 1 0 —1/2 1 1/2 0 1 00
E=|1 10|, P=|00 1|, Fs=l0 1 1 |, R=|0 1 0|, D=[0 2 0 |.
-1 0 1 01 0 00 1 0 0 1 0 0 2

No final da 1? fase, que coincide com o final da eliminacao de Gauss, conclui-se que A é nao-singular
(ou invertivel), pois a matriz A deu origem a uma matriz triangular superior sem zeros na diagonal
principal. No final do processo, tem-se B = D~'F, 3 PE é tal que BA = I. Como B é invertivel, por
ser o produto de matrizes elementares cada uma delas invertivel, conclui-se que é a inversa de A,

/2 0 1/2
At=B=1| 0 1/2 1/2
1/2 1/2 0

b) Da igualdade
D 'FBFPEA=1,

tendo em conta que o determinante de um produto é o produto dos determinantes, que det D~1 =
1/det D e que
det E =detF3=detFy =1, detP=—-1, detD=4

obtém-se
det A = —det D = —4.




Exercicio 3 [2008/9 - 1° Teste - Problema 7 - LEIC]

Seja

A:

—_— O
= O
O = =

a) Mostre que A é invertivel e determine a sua inversa;
b) Calcule o determinante de A;

¢) Resolva a equagao

Resolugao:

a):b) Resolvemos as duas primeiras alineas por dois processos alternativos:
1° processo:

Aplicamos o método de Gauss-Jordan & matriz aumentada [A 1 ], com a habitual convencao de

notacao: X £> Y significa que ¥ = FX. Tem-se

_ [t 01 ] 100], 10 1 [ 1 00
[A:1] = 01 1] 01o0=%]01 1 | 0 10
|1 1.0 ] 0 0 1 0 1 -1 -1 0 1
m [L O 1 ] 1 10 /2 —1/2 1/2
(Ainvertivel <) =3 01 1 | o0 0 1 -1/2  1/2 1/2
00 -2 | -1 00 — -1 -1 1
D (1 0 0 | 1/2 -1/2 1/2
o 010 | -1/2 1/2 1/2
| 0 1| 12 12 -1/2

em que

1 00 1 0 0 10 1/2 10 0
Ev=| 0 1 0|, Eo=|0 1 0|, Fs=|0 1 12|, D=0 1 0 |.
-1 0 1 0 -1 1 00 1 00 -2

No final da 1? fase, que coincide com o final da eliminacao de Gauss, conclui-se que A é nao-singular
(ou invertivel), pois a matriz A deu origem a uma matriz triangular superior sem zeros na diagonal
principal. No final do processo, tem-se B = D' F3E,F; é tal que BA = I. Como B é invertivel, por
ser o produto de matrizes elementares cada uma delas invertivel, conclui-se que é a inversa de A,

/2 —1/2 1/2 1 -1 1
At=B=1| -1/2 1/2 1/2 |==| -1 1 1
/2 1/2 —1/2 1 1 -1

Da igualdade
D 'F3EsENA =1,

tendo em conta que o determinante de um produto é o produto dos determinantes, que det D~1 =
1/det D e que
det By =det By =det F3 =1, detD = —

obtém-se
det A =det D = —2.



Uma outra forma de obter este resultado consiste em usar o facto de o método de eliminacao sem
troca de linhas (como é o caso) nao alterar o determinante de uma matriz.

2° processo: Uma condicao necessaria e suficiente de invertibilidade de uma matriz é que o seu
determinante seja diferente de zero. Se det A # 0, a inversa de A pode ser calculada por via da matriz
dos cofactores:

_ 1 t it+j
ATl = detA(COfA) , cof A=lay], aj;=(—1)"7det Ay,

em que A;; ¢ a matriz que se obtém de A eliminando a linha 7 e a coluna j.
Para calcular o determinante de A podemos usar, por exemplo, a férmula de Laplace por expansao
segundo a 1? linha, obtendo-se

—_ =

oy ;o 1 01 41
detA—a11+a13—‘ 0 + 1 1 = 1 1— 2

Sendo det A # 0, A é invertivel. Para determinar a sua inversa basta calcular a matriz dos cofactores.
Tem-se (dois dos cofactores da primeira linha ja foram calculados)

aln — _1, 042 - — ' (:3 1 ‘ — ]., a/13 — _].7
01 11 10
agl__‘l O':l’ CL/22—’1 0‘:_17 al23__‘1 1':_17
0 1 11 10
a’gl_‘l 1‘:_17 a’gQ__‘O 1‘:_17 agB_‘O 1‘:17
pelo que
-1 1 -1
cof A= (cof A =| 1 -1 -1
-1 -1 1
Em consequéncia
1 -1 1 -1 1 -1 1
A7l = 5| 1 -1 =511
-1 -1 1 1 1 -1

c) Comecemos por notar que a matriz dos coeficientes, A2, é invertivel, sendo a sua inversa
(A%)~! = (A=1)2 = A~2. Efectivamente, da associatividade do produto de matrizes resulta que

(AT1)PA% = (AT ATH(A4) =AM (AT A=A A =1
Ora, sendo A? invertivel, a equacdo A%u = b tem uma tnica solucdo dada por

u=(AH"1b= A%

Neste caso
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 3 -1 -1 1 1 -2 -1/2
UZZ -1 1 1 -1 1 1 2 =1 -1 3 -1 2 =7 2 = 1/2
1 1 -1 1 1 -1 3 -1 -1 3 3 6 3/2

Exercicio 4 [2009/10 - 1° Teste - Problema 6 - MEC]

Considere as seguintes matrizes de R3*3:

101 123
A=|12 0|, B=|3 21
33 2 2 5 9



1. Calcule sucessivamente:
(a) a matriz dos cofactores de A, (b) o determinante de A, (c¢) a inversa de A (se existir).

2. Use o método de eliminacdo de Gauss para mostrar que, independentemente do vector b € R3
considerado, a equacdao Bu = b tem uma tnica solugao.

0

3. Qual é a solucao da equagao ABv= | 0 |?

Resolugao:

1. (a) A matriz dos cofactores de A, cof A, é a dada por

cof A = [a}]? a;

ijli,j=1s i = (=1)" det Aij,

em que A;; (1,7 =1,2,3) é a matriz de ordem 2 que se obtém de A eliminando a linha ¢ e a coluna j.
Assim temos:

2 0 1 0 1 2
al, = 5 2‘:4, a’n:—‘3 2‘:—2, als = 3 3’:3—6:—3,
01 1 1 1 0
CL/21 ‘ 3 2 ‘ = _(_3) 37 al22 3 92 ‘ =2-3= —1, a/23 ‘ 3 3 ’ = —37
01 1 1 1 0
aél ‘ 20 ’ = _27 a’é? ‘ 1 0 ‘ _(_1) = 17 ai")3 = ‘ 1 2 ‘ = 2.
Consequentemente
4 -2 -3
cof A = 3 -1 -3
-2 1 2

1. (b) Uma vez que na alinea anterior ja foram determinados os cofactores de A, para calcular o
determinante de A vamos usar a regra de Laplace,

3 3
det A = g Qija;; = g ija;;
j=1 i=1

por expansao segundo uma linha ou coluna de A que seja mais vantajosa (ou seja com o maior nimero
possivel de zeros, para que o calculo seja o mais simples possivel). Neste caso, tanto as linha 1 e 2
como as colunas 2 e 3 servem esse objectivo. Escolhendo, a titulo de exemplo, a linha ¢ = 1, tem-se:

det A=d}y +ad35=4-3=1.

1. (c) E condigao necessdria e suficiente para que A seja invertivel que det A # 0. Como vimos
na alinea anterior det A = 1 # 0. Consequentemente, A ¢é invertivel. Para determinar a sua inversa
podemos usar os resultados anteriores, ja que a inversa de A, A~!, pode ser calculada por

1
A7l = (cof A)'.

det A
Neste caso, tem-se
4 3 =2
A = (cof A = | =2 -1 1
-3 -3 2

2. Seja b = (by, b, b3) um elemento arbitrario de R3, que escrevemos na forma de vector coluna.
Aplicamos o método de eliminagao de Gauss & matriz aumentada [B : b], com a habitual convencgao

de notagao: X £> Y significa que Y = EX.



1 23 | = B 1 2 3 | b1
Bibj=]3 21 | by | =5 |0 -4 -8 | by—3b
2 5 9 | by 0 1 3 | by-—20l
e [ 102 3 | by
2 10 —4 -8 | by — 3b1 =[Ui
L 0 O 1 ’ b3 +b2/4— 11()1/4
em que
1 00 1 0 0
Bi=|-3 10|, B2={0 1 0
-2 0 1 0 1/4 1

O método de eliminagao de Gauss mantém invariante o conjunto das solugoes de Bu = b e, portanto,
os sistemas Bu = b e Uu = ¢ (U e c estao definidos acima e sdo, respectivamente, o resultado da
eliminacao de Gauss aplicado a matriz dos coeficientes e ao vector dos termos independentes) tém
o mesmo conjunto de solugoes. Como U é uma matriz triangular superior sem zeros na diagonal
principal (ou seja, U tem tantos pivos quantas as linhas ou colunas), a equacdo Uu = ¢ tem uma tnica
solucdo, que pode ser obtida recursivamente. Sendo o processo vélido para qualquer vector b € R3,
fica estabelecido o resultado pretendido.

3. Vimos na alinea 1 que a matriz A é invertivel. Consequentemente, a Unica solugdo Bv de
ABv = e3, com e3 = (0,0,1) (escrito como vector coluna) é tal que Bv = b, em que b coincide com a
terceira coluna de A~!:

-2
b= A_leg = 1
2

Por outro lado, na alinea anterior vimos que o vector v = (v1, ve, v3), solugdo de Bv = b se pode obter
resolvendo o sistema mais simples Uv = ¢, cuja matriz aumentada ¢é neste caso

1 2 3 | =2
Uicj=]0 -4 -8 | 7
0 0 1 | 31/4

Resolvendo, obtém-se

v3 = 31/4 v3 = 31/4
—4vy — 8vz =7 = vy = —69/4
v1 + 2v9 + 3vg = —2 vy =37/4

Em conclusao, a solucao da equagdo ABv = e3 é v =1/4(37,—69, 31).

Exercicio 5 [2010/11 - 1° Teste - V1 - Problema 3 - MEEC]

Considere a matriz

b

Il
W N =
B~ W N
— =

Determine sucessivamente:
a) A matriz dos cofactores de A;

b) O determinante de A;

c¢) (Todas) as solugoes da equacao Au = | 1



Resolugao:

a) Usando a notacao habitual: cof A = [agj], com agj = (—1)""7 det 4;;, em que a matriz A;; se

obtém de A eliminando a linha ¢ e a coluna j, neste caso temos:

31 2 1 2 3
a&l == 4 1 == _1, a/12 = — 3 1 - 1, CL/13 — 3 4 — _1’
2 1 11 1 2
2 1 11 1 2

pelo que a matriz dos cofactores de A é

cof A = 2 =2 2

b) Uma vez que ja conhecemos os cofactores de A o método mais simples para calcular o determi-
nante consiste em usar a regra de Laplace, apesar de a matriz dada nao ter nenhum zero. Usando a
regra de Laplace, por expansao segundo a primeira linha (por exemplo), temos

det A = ajya)y + a12a)y + ajzals = ajy +2a)s + a3 =—-1+2—-1=0.

¢) Como o segundo membro da equagao a resolver coincide com a terceira coluna da matriz A,
uma solucao (particular) daquela equacao é u, = (0,0,1). Resulta da alinea anterior que que a matriz
A nao é invertivel (pois det A = 0) e, portanto, a equagao considerada tem infinitas solugoes. A
solucao geral da equagao em estudo é da forma u = u, 4+ up, em que up € Ny, ou seja, Aup, = 0. Falta
pois determinar as solugoes desta equagao (homogénea). Para tal podemos usar qualquer um dos dois
processos a seguir indicados:

1 - Como se sabe, para qualquer matriz quadrada é vélida a relagdo A(cof A)! = (det A)I, em que
I é a matriz identidade da ordem considerada. Por outro lado, vimos na alinea anterior que det A = 0.
Consequentemente, as colunas de (cof A)! ou, o que é equivalente, as linhas de cof A, contém vectores
que sao solugoes da equacao Aup = 0. Daqui resulta que as solugoes desta equagao sdao da forma
up, =y(—1,1,—1) com y € R arbitrario.

2 - Usando o método de eliminacao de Gauss:

1 21 1 2 1 1 2 1
A=1231|—|0 -1 -1 |—1]0 -1 -1 |=U
3 4 1 0 -2 =2 0 0 O

Daqui resulta que as solugoes up = (x,y, z) sao tais que

y+z =0 el A=Y
r+2y+z =0 T =y
e y € R é arbitrario. Consequentemente, up, = y(—1,1,—1),y € R.

Tendo em conta as observacoes anteriores, concluimos finalmente que o conjunto das solucgoes da
1

equacdo Au=| 1 | é
1

{u=1(0,0,1)+y(-1,1,-1):y e R} ={u=(—y,y, 1 —y) : y € R}.




Exercicio 6 [2012/13 - 1° Teste - V1 - Problema 4 - LEGM, MEC]

Considere as matrizes

1 3 3 13 2
A=|21 -1, B=|21 -1,
3 2 -1 3 2 -1

e note que elas apenas diferem na primeira linha. Determine sucessivamente:
a) A matriz dos cofactores de A;

b) Os determinantes das matrizes A e B;

c¢) (Todas) as solugoes da equacao ABu = | 1

Resolugao:

a) Por definicao a matriz dos cofactores de A é a matriz

— _ i+j
cof A =[a};], aj; = (=1)""7 det Ay,

em que A;; se obtém de A eliminando a linha 7 e a coluna j. Neste caso particular temos:

1 -1 2 -1 2 1
M=y g |Th W=y T g | 7L
3 3 1 3 1 3
3 3 1 3 1 3
aél = 1 —1 = —6, aé2 = 2 _1 =1, aé?) = 2 1 = =9,
pelo que a matriz dos cofactores de A é
1 -1 1
cofA=1| 9 -—-10 7
-6 7 =5

b) Uma vez que ja conhecemos os cofactores de A o método mais simples para calcular o determi-
nante de A consiste em usar a regra de Laplace, apesar de a matriz dada nao ter nenhum zero. Como,
por outro lado, a matriz B sé difere de A no elemento 13, os cofactores dos elementos da primeira
linha (ou, em alternativa, da terceira coluna) sao iguais para ambas as matrizes:

/ I N _ / _ 1/ _ / _ 1/ _
apjn =by =1, ap="0bp=-1, a3=>b3=1

Entao, usando a regra de Laplace, por expansao segundo a primeira linha, temos
det A = ajya)y + a12a)y + aizals = @y + 3als +3ai3=1-3+3 =1,

det B = bllbln + 512[),12 + b13b/13 = blll + 3b,12 + 2b,13 =1-3+2=0.

¢) Como vimos na alinea anterior o determinante de A é diferente de zero e, portanto, a matriz A
é invertivel. A sua inversa é dada por

1 1 9 —6
Al = (cof A)f = (cof A) = | =1 —10 7
det A 1 7 _5



16 ]
Sendo A invertivel, a equaggo ABu = | 1 | é equivalente a
[ 16 ] 1
Bu=A"1| 1 < Bu=] 2
3

Note-se agora que o segundo membro da ultima desta equacgoes coincide com a primeira coluna da
matriz B, pelo que uma solugao particular desta equagao é o vector u, = (1,0, 0) escrito como vector
coluna. Como se sabe, a solucao geral u dessa equacao é da forma

U= up, +up, com uy € Np,

em que N = {up : Bup = 0} é o nicleo da matriz B e pode ser facilmente determinado usando o
método de eliminacao de Gauss. Implementando-o, vem

1 3 2 1 3 2 1 3 2
21 -1|{—10 -5 -5|—/[0 -5 -5
3 2 -1 0 -7 -7 0 0 O

donde se conclui facilmente que up, = a(1,—1,1), « € R. Consequentemente a solucao geral da equagao
considerada é da forma

u=(1,0,0)+a(1,-1,1) = (1+a,—a,a), a€cR.

Exercicio 7 [2013/1} - 1° Teste - V1 - Problema 4 - LEGM, MEC]

1 2 -2 1
Considere a matriz A € R3*3 dadapor A= | 2 1 2 esejab= | det A |. Determine:
1 5 -8 3

a) A matriz dos cofactores de A e o determinante de A; b) As solugoes da equacdo Au = b; c)
Dessas solugoes a que pertence ao plano P = {«(1,0,0) + 3(0,1,0) : a,, B € R}.
d) Mostre que uma matriz quadrada nao pode ser simultaneamente singular e invertivel.

Resolucgao:

(a) Por defini¢do, a matriz dos cofactores de A, cof A, é a dada por

cof A = [a;j]ij:p aj; = (—1)" det Ay,

em que A;j (1,7 =1,2,3) é a matriz de ordem 2 que se obtém de A eliminando a linha i e a coluna j.
Assim temos:

) 1 2 ) 9 2 ) 2 1
a11: 5 _8 7 (1,12: — 1 _8 ’ a’l?): 1 5 :
= —8-10=-18 = —(-16-2)=18 = 10-1=9
) 2 -2 ) 1 -2 ) 12
207 75 -8 ;2T ol 8| 27 7115 ;
= —(-16+10)=6 - 842=-6 = —(5-2)=-3
, 9 9 , 1 -2 , 1 2
BTl 9 | “32 = 2 2 S A .
- 44+2=6 = —(2+4)=-6 - 1-4=-3



Consequentemente,

-18 18 9
cof A = 6 -6 —3
6 -6 -3

Uma vez que ja foram determinados os cofactores de A, para calcular o determinante de A vamos usar

a regra de Laplace,
3 3
f— .. I _ .. /
det A = E aijag; = E Qija;
j=1 i=1

por expansdo segundo uma linha ou coluna de A. Neste caso, ndo havendo elementos nulos na matriz
A, nao ha escolha preferencial do ponto de vista do trabalho de calculo. Escolhendo, a titulo de
exemplo, a linha ¢ = 1, tem-se:

det A = ajia)y + a12aiy + arzals =1 x (=18) +2x 18 =2 x 9=0.

(b) As solugoes do sistema Au = b podem ser obtidas pelo método de eliminagdo de Gauss.
Neste caso, o segundo membro depende do valor do determinante da matriz dos coeficientes, que
foi determinado anteriormente, b = (1,0,3). Aplicando o método de eliminacdo de Gauss & matriz

aumentada do sistema [A : b], com a habitual convencao de notagao: X £> Y significa que Y = £ X,
vem

12 2 | 1] L 1 2 -2 | 1

[Aio)=|21 2 ol =5 |0 -3 6 | -2

15 -8 13 0 3 6| 2 |

s [102 21 1]

! -3 6 | —2|=[Uic
(000 0 | 0 |
em que

1 00 100
Ei=|-2 101, Ea=|010
-1 0 1 01 1

O método de eliminacao de Gauss mantém invariante o conjunto das solucoes de Au = b e, portanto,
os sistemas Au = b e Uu = ¢ (U e c estdo definidos acima e sdo, respectivamente, o resultado da
eliminagao de Gauss aplicado & matriz dos coeficientes e ao vector dos termos independentes) tém
o mesmo conjunto de solugoes. Como U é uma matriz triangular superior com um zero na diagonal
principal, na posi¢ao 33, sendo a linha 3 nula, e o vector ¢ tem a 3* componente nula, o sistema Uu = ¢ é
possivel e indeterminado. As solugoes podem ser obtidas em fungao da incégnita livre (a terceira, a que
corresponde a coluna sem pivd), por um processo recursivo. Usando u = (z,y, z) para o vector solugao,
z € R é arbitrario. Da segunda equagao obtém-se: —3y + 6z = —2 < y = 2z + 2/3. Substituindo
este resultado na primeira equagao: x + 2y — 2z = 1, vem & = —2z — 1/3. Estes resultados poderiam
ser obtidos directamente pelo método de Gauss-Jordan se a eliminacao prosseguisse, dispensando a
determinacao recursiva das incégnitas.

Assim se conclui que o conjunto S das solugoes de Au = b é dado por

S = {ueR¥:u=(-1/3-222/3+222),2 € R}
= {ueR:u=(-1/3,2/3,0) + 2(~2,2,1),z € R}.
(c) O plano P é caracterizado por ser formado por vectores de R? com a terceira componente nula.
Ora, das solugbes anteriormente determinadas a tinica que satisfaz a esta condicao é (—1/3,2/3,0) (a

solucao particular, correspondente a tomar z = 0), pelo que a« = —1/3, 5 = 2/3. Consequentemente,
SNP={(-1/3,2/3,0)}.

10



Alternativamente, poderiamos ter usando o seguinte procedimento: Escrevendo os vectores de P
na forma de vectores coluna e tendo em conta que

1 0 1 P 1 2
Alalo|+5]1 :a2+ﬂ1:21[g}
0 0 1 5 15

facilmente se conclui que o par («, 8) solucao da equagao

1 2 1
2 1 [g}: det A (det A =0)
1 5 3

coincide com o par das duas primeiras componentes de vector (—1/3,2/3,0), solugdo particular da
equacao considerada em b), i.e. a = —1/3,5 = 2/3 (Verifique!).

(d) Efectivamente, supondo que a matriz quadrada A é invertivel, com inversa A~!, o sistema de
equacdes Au = 0 tem como tnica solucdo o vector zero, pois u = (A~ A)u = A~ (Au) = A710 = 0.
Por outro lado, supondo que a matriz quadrada A é singular, tal significa que a matriz triangular
superior U que dela se obtém por eliminagao de Gauss, tem (pelo menos) um zero na diagonal principal,
sendo o sistema de equagoes Uu = 0 possivel e indeterminado, com grau de indeterminacao maior
ou igual a 1. Como os sistemas Au = 0 e Uu = 0 tém o mesmo conjunto de solugoes, tal implica
que Au = 0 tem solugbes nao nulas. Daqui resulta que A nao pode ser simultaneamente singular e
invertivel.

Exercicio 8 [2013/1/ - Exame - V1 - Problema 6 - LEGM, MEC]

0 3 -1
Sejam p € Re A, = | 1 5 7
2 p® 2(u+1)

(a) Calcule o determinante de A,, (em funcéo de pt); (b) Determine a caracteristica de A, (em funcao
de p); (c) Para p = 1 determine a matriz dos cofactores de A; e use-a para obter a inversa de Ay; (d)
Seja X uma matriz invertivel, com inversa X!, X! a sua transposta e cof X a matriz dos cofactores
de X: mostre que (i) Xt é invertivel e que (ii) (cof X)! = cof (X?).

Resolugao:

(a) e (b) Tendo em conta o que se pede na alinea (b), hd vantagem em resolver simultaneamente
(a) e (b), uma vez que o método de eliminagao de Gauss também permite calcular o determinante de
A,. Implementando-o, obtém-se:

0 3 -1 1 5 [ 1 5 [
Ay=11 5  p Llo 3 -1 | B0 3
2 u? 2(p+1) 2 4 2(u+1) | 0 u?—10 2
1 5 7 ] 15 I
N I =103 -1 =U,
0 0 241510 0 0 =22

Como se sabe, em consequéncia da regra do produto de determinantes, o método de eliminacao de
Gauss nao altera o valor absoluto do determinante, apenas podendo alterar o sinal caso haja trocas
de linhas, como foi o caso no primeiro passo. Entao

det A, = —detU, = —(pn—2)(p+2).
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A caracteristica de A, car A, é, por defini¢ao, o nimero de pivos de Uy, pelo que

2 sep==2,
carAM—{ 3 se u# +2.

(c) Por definigao, a matriz dos cofactores de A;, cof Ay, é a dada por

cof Ay = [a;)} 21,  ajy = (=1)"7 det(Ar)y,

4,j=01> ij

em que (A1) (4,5 = 1,2,3) é a matriz de ordem 2 que se obtém de A; eliminando a linha i e a coluna
j. Assim temos:

, 5 1 , 1 , 15
ap = 1 4 . a1g = 4 . M= 9 g .
= 20—-1=19 = 4 2) = — = 1-10=-9
, 3 , 0 -1 , 0 3
gy = — 1 4 . Qoo = ) 4 . Q3 = — 2 1 .
= —(12+1)=-13 = 0+2=2 = —(0—-6)=6
, 3 —1 , 0 —1 , 0 3
BT s 1| 52 = 11 BT 15|
= 3+5=28 = —(0+1)=-1 = 0-3=-3
Consequentemente,
19 -2 -9
cof Ay =1 —-13 2 6
8 -1 -3

A inversa de A; obtém-se da matriz dos cofactores pela férmula A7l = det oA (cof Al) Resulta da
alinea a) que det A; = 3, pelo que

([ 138
A7l = 3 2 2 -1
-9 6 -3

(d) Sendo X invertivel com inversa X !, tem-se
XX '=X'X=1I
Por transposicao das igualdades anteriores, segue-se que
(X—l)tXt —_ Xt(X—l)t — I,
o que significa que X* é invertivel, com inversa (X 1)! ou seja (X!)~! = (X1, o que prova a
primeira parte. Tomando Y em vez de X nas relacoes anteriores conclui-se que, se Y é invertivel, entao
(YH)~1 = (Y* )!. Como se sabe e usdmos na alinea anterior, a inversa de Y pode ser calculada por

y-l = detY (cof Y)!. Entao, tomando X = Y?, X e Y sdo simultaneamente invertiveis, det X = det Y’
e

X1=wH't=@xw1= cof X".

1
v Y T qax

Tendo em conta que X ' = ﬁ(cof X)! e a unicidade da inversa de uma matriz, tal prova que

(cof X)! = cof X*.
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Exercicio 9 [2014/15 - 1° Teste - V1 - Problema 4 - MEEC]

1 -2 -2 1 -1 1
Considere as matrizes reais: A = 2 -3 3 |(;B=|1 1 1
-2 6 5 1 -3 1

(a) Mostre que A é invertivel e determine a sua inversa pelo método de Gauss-Jordan; (b) Sendo
b = (0,0,1), determine se existirem (todas) as solugoes do SEL: ABu = b; (c) Alguma dessas
solugbes pertence ao plano P = {(z,y,2) : y = z}?

Resolugao:

(a) Aplicamos o método de Gauss-Jordan a matriz aumentada [A 1 ], com a habitual convengao

de notagao: X £> Y significa que Y = EX. Tem-se

1 -2 -2 1 0 0 1 -2 -2 1 0 0
. . Eq .
A1l = 2 -3 -3 o0 1o0|l—>lo 1 1 " 210
| -2 6 5 0 0 1 0o 2 1 2 0 1
1 -2 -2 1 0 0 1 -2 0 11 4 =2
A el Eo . F3 .
(Ainvertivel <) — o1 1 : -2 1 ofl—lo 1 0 : 4 -1 1
L0 0 -1 6 -2 1 0 0 -1 6 -2 1
1 0 0 -3 2 0
D71
— o1 o0 4 -1 1 |=[:8B]
L0 0 1 -6 2 -1

em que

1 00 1 0 0 1 0 -2
Er=|-2 10|, Ba=l0 1 0|, Is=|01 1|, D=
2 0 1 0 -2 1 00 1

No final da 1? fase, que coincide com o final da eliminacao de Gauss, conclui-se que A é nao-singular
(ou invertivel), pois a matriz A deu origem a uma matriz triangular superior sem zeros na diagonal
principal. No final do processo, tem-se B = D! F3E,F; é tal que BA = I. Como B é invertivel, por
ser o produto de matrizes elementares cada uma delas invertivel, conclui-se que é a inversa de A,

S O =
O = O
IOO
Jn

1

-3 2 0
A'=B=1| 4 -1 1
-6 2 -1

(b) Vimos na alinea anterior que A é invertivel. Consequentemente, a equagao que se pretende
resolver é equivalente a seguinte:

pois Bu = A~ (ABu) = A~'b. Note-se que o vector b coincide com a terceira coluna de A, Para
resolver a equacao anterior podemos usar o método de eliiminagao de Gauss-Jordan, aplicado a matriz
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aumentada [B | b]. Implementando-o, obtém-se

1—1150E1—1150
[B:b] = 11 1 1200 2 0 1
_1—315—1 0 -2 0 : -1
1 =1 1 : 0 1 01 : 1/2 101 : 1/2
by F: . D! )
— |0 2 0 1|—10 20 : 1 — |0 10 : 1/2 >
_00050 000 : 0 000 : O
em que
1 00 1 00 1 1/2 0 1 00
Eit=|-110]|, E=|010]|, Fs=|0 1 1|, D=]0 20
-1 0 1 01 1 0 0 1 0 0 1

Daqui se conclui que o sistema em consideracao é possivel e indeterminado, sendo a terceira das
incégnitas livre. Sendo u = (x,y, z) (escrito como vector coluna), vem x = 1/2 — z,y = 1/2,z € R,
pelo que a solucao geral da equacao original é dada por

u=1(1/2,1/2,0) + 2(-1,0,1), zeR.
Em alternativa, para determinar as solugoes, poder-se-ia ter usado apenas a eliminacao de Gauss.
(c) O plano P é caracterizado por ter as segunda e terceira componentes iguais. Ora, como as

solugoes anteriormente obtidas tém a segunda componente determinada, y = 1/2, a solucao up que
pertence ao plano P é aquela que se obtém da solugao geral tomando z = 1/2, ou seja,

up = (0,1/2,1/2).

Exercicio 10 [2014/15 - Exame - V1 - Problema 6 - MEEC]

1 2 2
SejampcRe A, = | 2 4 2
2 p+6 4
a) Calcule, em funcao de y, a caracteristica de A,; b) Calcule, em funcao de y, o determinante de A;
1
¢) Para p = 2, considere o sistema de equagoes lineares Asu = | 2 | e determine as suas solugoes
3

(caso as haja).
Resolugao:

(a) Por definicao, a caracteristica de A,, car A, é o nimero de pivos da matriz que se obtém de
A, por eliminacao de Gauss; Implementando-o para este caso concreto, usando a habitual convencao
de notacao, vem

12 2 12 2 12 2
Ay=12 4 p? Eo o o pu?—4 L, 0 pu+2 0 ,
2 p+6 4 0 p+2 0 0 0 p?>—4
em que
1 00 1 00
E=|-210]|, P=|001
-2 0 1 010
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Tendo em conta que pu? — 4 = (u — 2)(pu + 2), conclui-se que

1 ,sep=-2
carA, =4 2 ,sep=2
3, sepu#=E2

(b) Um dos métodos de calculo de determinantes que vimos foi baseado no método eliminacao de
Gauss: O valor absoluto do determinante nao é alterado por este, havendo apenas troca do sinal por
cada troca de linhas efectuada ao longo do processo. Tendo em conta que no passo 2 trocdmos as
linhas 2 e 3, concluimos que:

det Ay, = —det U, = —(u +2)(1* — 4) = — (1 — 2)(p + 2)?,

pois o determinante de uma matriz triangular é o produto dos elementos da diagonal principal.

(c) Uma vez que ji implementdmos a eliminagdo de Gauss para a matriz dos coeficientes, basta
analisar como se altera o termo independente. Tem-se

1 1
c=PEb=|2 | =11
3 0

Assim, a matriz aumentada do SEL considerado (p = 2) é transformada como se segue:

122 1
. . PE . :
[A2:b0]—= | 0 4 0 : 1| =1[U2:¢]
000 0

Daqui resulta que o SEL é possivel, pois as caracteristicas das matrizes dos coeficientes e aumentada do
SEL sao iguais, que o sistema é indeterminado (havendo uma linha de zeros na matriz dos coeficientes,
a terceira, a componente de ordem 3 do termo independente é nula), que nao havendo pivo na terceira
coluna a terceira incégnita é livre, e que as solugdes u = (z,y, z) do sistema com z € R, sdo tais que
y=1/4ex+2y+2z=1 (ou, o que é equivalente x = —2z + 1/2). Consequentemente, a solucao
geral do SEL considerado é

w= (=22 +1/2,1/4,2) = (1/2,1/4,0) + 2(—2,0,1), z€R.
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