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GEOMETRIA | = LMAC
EXAME 1 - 5 DE JULHO DE 2002

apresente e justifique todos os calculos

cotagdo: 2 valores por questdo, duragdo: 3 horas (9:00-12:00)

(1) Calcule a inversa da seguinte aplicagdo afim bijectiva
R2 — R2
(%1 N 3 1 (%1 + 4
Vo 21 Vo —2

Quais s3o as aplicacdes lineares associadas a p e a 17
(2) Quais sdo as isometrias positivas do plano euclidiano que s3o involugdes?

(3) Determine os lados de um tridngulo conhecendo o seu perimetro P e os seus angulos
internos A, B e C.

(4) O que é a composicio de trés reflexdes ortogonais relativas a planos paralelos de um
espaco euclidiano tridimensional?

(5) Justifique que ndo pode existir sobre nenhuma esfera um tridngulo esférico equilatero
com angulos internos de medida 7 cada.

(6) Seja i a inversdo relativa a circunferéncia unitdria centrada na origem. Determine a
imagem por i das seguintes curvas (furadas na origem quando apropriado):
(a) arecta 4x — 4y =1,
(b) a circunferéncia de centro (3, —4) e raio 5.
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(7) Determine o ponto de RP? onde a recta através de [1,2, —3] e [2, —1,0] intersecta
a recta que passa em [1,0,—1] e [1,1,1].

(8) Seja P = (acost,bsint), com sint # 0, um ponto sobre a elipse de equagdo
2—§+z—§:1, ondea>b>0eb®=a*1—¢e?),com0<e<l1,seaT opontode
interseccdo da recta tangente a elipse em P com a directriz D de equagdo x = £ e
seja F' = (ae,0) um dos focos. Prove que PF é perpendicular a T'F.

(A recta tangente a elipse no ponto (¢, o) tem equagdo cartesiana %5 + % = 1.)

(9) Determine os pontos regulares e escreva uma equagao cartesiana do plano tangente
em cada ponto regular da superficie com descricdo paramétrica

r = u+v
y = wv (u,v) € R*.
z = w40

(10) Sejam u = (t,z) e v = (s,y) vectores de tipo tempo num espago de Minkowski com
t,s > 0. Prove a seguinte desigualdade triangular para a norma de Minkowski:

lu+v| > |u| +|v|.

Revisao de provas: 42 feira, 10 de Julho, 13h-14h, sala P12
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Solucdes abreviadas:

(1)

Como

ol S]]

= [n]-la) @al-[eD-[% S]]

a aplicagdo inversa é
8071 . R2 RQ

a] = 1s ]

+
A aplicagdo linear associada a ¢ é dada pela matriz [ e a aplicagado linear

associada a ¢! é dada por [ 32 ;1 ]

As isometrias positivas do plano euclidiano s3o as rota¢des (em torno de qualquer ponto
do plano) e as translagdes. Uma translagdo n3o trivial nunca é uma involugio (i.e.,
inversa de si prépria). Uma rota¢do de dngulo 6 no sentido positivo em torno de um
dado ponto é uma involucdo se e s6 se § =0 ou 6 = 7 (mod 27). Logo, as isometrias
positivas do plano euclidiano que s3o involugdes s3o a identidade e as rotagdes por
angulo m em torno de qualquer ponto do plano.

Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos lados opostos aos vértices de angulo A, B e C.
Assume-se que nenhum dos trés dngulos é zero (o caso degenerado é trivial). Pela
lei dos senos, pode-se exprimir b e ¢ em termos de a e dos dngulos. Substituindo na
férmula do perimetro obtém-se:

sinB sinC P
P=a+b+c=al|l+ — AJF A G=T"T"snB | snC ’
s s 1+ sin A + sin A
pelo que
_sinB P _ Psin B
sin A 14 sinB 4 sinC " gin A 4 sin B 4 sin C

e, analogamente,
PsinC

sin A +sin B +sinC

Para descrever em coordenadas a composicdo de trés reflexdes relativas a planos para-
lelos, escolha-se um referencial afim onde os trés planos sao paralelos ao plano zy, pelo
que s3o entdo descritos por equacgdes z = a, z = b e z = ¢. O resultado de reflectir
em relagdo ao plano z = ¢ apds reflectir em relagdo ao plano z = b é uma translacdo
pelo vector (0,0,2c — 2b). Essa translagdo apds uma reflexdo relativamente ao plano
z = a escreve-se nestas coordenadas como:

(z,y,2) — (z,9,2¢ —2b+2a — z2) .
Daqui se vé que essa composicdo é uma reflexao relativa ao plano z = ¢ — b+ a.
Sobre uma esfera de raio R, a drea de um tridngulo com angulos internos 01, 65 e 03 é

R2(6; + 02 + 03 — ). Sendo a 4rea sempre n3o negativa, qualquer tridngulo esférico
tem 01 + 65 + 05 > 7. Como 7+ % + 7 <, ndo pode existir um tal tridngulo.
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Continuacao das solucées abreviadas:

(6) Uma vez que i é uma involugéo e é dada em coordenadas por i(z,y) = (mz—f-yQ’ Fiﬁ)
para (z,y) # (0,0), obtém-se as seguintes equa¢des:
(a)
4x 4y
22+ y? T2 + 2
que representa uma circunferéncia que passa na origem, com centro (2,—2) e
raio /8, pelo que a imagem serd esta circunferéncia furada na origem;

(b)

=1 e dz—dy=22+y® <= (@-22+(@y+2)?=38,

2 2
2 2
= (z-3@*+y?)" + (y+4@* +y?)" = 25(2® + ¢?)?
= ... &= 6x—-8y=1,
que é a equacdo de uma recta que n3o passa na origem.
(7) A recta projectiva através de [1,2,—3] e [2, —1, 0] é dada pela equagdo 3z+6y+5z = 0,
enquanto que a recta projectiva através de [1,0, —1] e [1, 1, 1] é dada por x—2y+2z = 0.
A interseccdo destas duas rectas é descrita, por exemplo, pelas equagbes x = 8y e
z = —6y, pelo que o ponto pedido é o [8,1, —6].
(8) Sendo determinado pela conjun¢do das equacgdes %‘)St + @ =1lexz =2, oponto
T tem coordenadas (2, <t (1—<5%)). As rectas PF e TF s3o dirigidas pelos vectores

N e’ sint e -
FP = (acost,bsint) — (ae,0) = (acost — ae,bsint) e FT = (%, b (1 — €s5t)) —
(ae,0) = (% — ae, 72+ (1 — <L)), respectivamente, cujo produto interno é

Pt a : b cost

FP-FT = (acost—ae)(2—ae)+ (bsint) (1 — <2*)

= a*(cost —e)( —e)+a?(1—e?)(1—<=t) =0,
pelo que as rectas sdo perpendiculares.
(9) Considera-se a parametrizagdo f : R? — R3, f(u,v) = (u+v,uv,u+v3). Os vectores
95 = (1,v,3u?) e %L = (1,u,3v?) sdo linearmente independentes se e s6 se (v, 3u?)
e (u,3v?) sio independentes, o que acontece se e sé se u # v. Assim, os pontos
regulares sdo aqueles para os quais os pardmetros u e v sdo diferentes. Nesses pontos,
obtém-se um vector normal a superficie pela férmula

9 9 €, € €3
n(u,v):—f X ofr _ 1 v 3u? | =(30° —3u® 3u* —3v*,u—v) .
ou Ov 2
1 u 3v
Para escrever uma equagdo cartesiana do plano tangente no ponto f(u,v), usa-se as

coordenadas do vector n(u, v) como coeficientes e determina-se o segundo membro de
maneira a que o ponto f(u,v) pertenca ao plano:

(3v® — 3u)z + (3u® — 30%)y + (u —v)z = (v? — u?)(2u® + 2v% + wv) .
(10) Se u e v sdo de tipo tempo com t,s > 0, entdo u + v é de tipo tempo e |u| =

Vet2 — a2, vl = /e2s2 —y2 e lu+v| = /c2(t+5)2 — (x +y)2. Uma vez que

x| <ectely| <es, tem-se que zy < |ry| < c*ts. Portanto,
|| Y que zy < |zy

[t v = [uf+|v] = [ut+v[=[u]+ |v[* + 2[ul|v]
= Alt+s5)?— (2 +y)?> A2 — a2+ 2s? —y? +2/(212 — 22)(2s2 — y?)
= 2c%s — 2xy > 24/(22 — 22)(252 — y?)
= (Pts—ay)? > (P2 —2?)(2s? —y?) = %% + s%a? > tsay

o que é verdade pois, de (ty+sx)? > 0, deduz-se que t2y? +s2x? > 2|tszy| > |tsxy| >
tsxy.



