Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

GEOMETRIA DIFERENCIAL - FICHA 7
(para 22 feira, 27 de Novembro)

Lema de Poincaré

(1) Seja U uma vizinhan¢a convexa da origem em R™. Demonstre o lema de Poincaré:

(a) Mostre que qualquer forma-1 fechada em U é exacta.
Sugestdo: Seja w = Y_ hj dx; uma forma-1 fechada em U{. Mostre que w = df onde

nooe1
f(x):jz::l/o @ hy(te) dt .

(b) Generalize o resultado do exercicio anterior para formas-k, i.e., mostre que qualquer

forma-k fechada em U é exacta para k > 1.
Sugestdo: Dada uma forma-k arbitraria, 1 < k < n,

w = Z hrdxy = Z h’il“'ik da:il ARER /\da:ik ,
T
prove que dQw + Qdw = w, onde Qw € a forma-(k — 1) definida por

r 1 .
(Qu)z = Z(fl)rflxir </ t* =L hy (ta) dt) dziy N ANdxg, Ao Ndag, .
Jo
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(c) Calcule os grupos Hé“ (U) de co-homologia de de Rham de U, 0 < k < n.

eRham
(2) Sejam M uma variedade de dimens3o n e w uma forma-1 em M. Seja 7y : [a,b] — M uma
aplicagdo (suave) do intervalo [a, b] para M e seja v*w = g(t)dt. O integral de w sobre

v é ,
[/w:/a g(t)dt .

(a) Mostre que este integral é independente da parametrizagdo da curva -, i.e., mostre
que se h : [e,d] — [a,b] é um difeomorfismo que preserva a orientagdo e 71 = y o h,

entao
/w:/w.
vy 71

(b) Mostre que, se w é exacta, i.e., w = df, entdo fvw = f(~(b)) = f(v(a)).

(3) Uma variedade M é simplesmente conexa se for conexa e qualquer aplicagdo da circun-
feréncia S' para M for homotdpica! a uma aplicacdo constante. Seja M uma variedade

simplesmente conexa de dimens3o n. Mostre que qualquer forma-1 fechada em M é exacta.
Sugestao: Seja w uma forma-1 fechada em M. Fixe um ponto de base pg, seja p um ponto
qualquer de M e seja v : [a,b] — M uma curva (suave) ligando pg a p. Defina

f(p)=./;/w‘

Mostre que esta definicdo ndo depende da escolha de +, i.e., mostre que se v e 1 sdo curvas

ligando po a p, entdo
/ /
Y Y1

(use o exercicio 1). Mostre que f depende suavemente de p e que w = df.

(4) Seja M =R?\ {0}. Mostre que a forma-1
xdy — ydx
YT Ty
é fechada em M mas que ndo é exacta. Mostre que qualquer forma-1 fechada em M pode
ser escrita como um miltiplo constante de w mais uma forma-1 exacta.
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1Duas aplicacdes fo e f1 de S para M dizem-se (suavemente) homotdpicas se existir uma aplicagdo F' : Sx[0,1] —
M tal que F(p,0) = fo(p) e F(p,1) = f1(p), para todo o p € S; F chama-se entdo uma homotopia entre fy e fi.



