Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

GEOMETRIA DIFERENCIAL - FICHA 6

(ndo é para entregar)

Algebra Multilinear

Seja V' um espacgo vectorial de dimensdo n. Um tensor-k (ou fungao k-linear) em V é
uma funcdo t: V x ... x V — R tal que
~—_——

k
/
t(v1,...,0i—1,av; + bV, Vit1, ..., Vk)
/
= at(vl, ey Vi1, Ui, Uit 1, - - ,Uk) + bt(’()l, ey Vi1, Vg Vi 1y - - - ,U]C)
para quaisquer i € {1,2,...,k}, a,b € R e v'sem V. Um tensor-1 é simplesmente um

elemento do dual V*, ou seja, uma funcdo linear V. — R. Um tensor-0 é um nidmero real.
Seja T* o conjunto de todos os tensores-k em V.

Para t,u € 7% e a,b € R, seja
def
(at 4+ bu)(vy, ... vp) = at(vy,...vx) + bu(v, ... vg) .
Mostre que at + bu é um tensor-k, pelo que 7% é um espaco vectorial.

O produto tensorial t @ u de tensores t € 7% e u € T! é um tensor-(k +1) em V definido
por
t® 'LL(Ul, ey Uk, U1,y - - - 7vk+l) = t(vl, .. ,Uk) . u('l)k+1, R 71)k-+l) .

Verifique que o produto tensorial é associativo, isto é, (@ u) ® w =t ® (u ® w), mas ndo
é comutativo, ou seja, dé um exemplo onde t ® u # u ® t.

Seja eq,...,e, uma base para V. Definem-se aplicacGes lineares duais
el V—R, ef(crer + ...+ cpen) =¢i 1=1,2,...,n.
Mostre que €], ..., ey, é uma base para V*.
Daqui em diante eq, ..., e, é uma base para V eej, ..., e, é a base dual para V*. Mostre

que qualquer t € 7% é da forma
t=> ththel @, @€,

onde a soma é sobre todos os indices 1 < iy,...,7 < n e os t**'*'s s3o nlimeros reais.
Sugestdo: ti1ik = t(eiys - €ip)-
* * - . 7 k 7 - ~
Mostre que {e], ®...®e; |1 <i1,... i <n} € uma base para 7". Qual é a dimenséo
de 7+7

Sugestdo: O exercicio 4 mostra que este conjunto gera 7. Para a independéncia
linear, suponha que Zt““"ke:fl ®...0 ej{k = 0 e avalie ambos os lados desta
igualdade de tensores em (ej,,...,€j, ).

Ao espaco vectorial

equipado com o produto tensorial ® chama-se a algebra tensorial de V*.
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Uma permutacdode {1,2,...,k} é uma aplicagdo bijectivac : {1,2,...,k} — {1,2,...,k}.
Uma permutagdo é par (respectivamente, impar) se for a composi¢do de um niimero par
(respectivamente, impar) de transposi¢des, sendo uma tranposicdo uma permutagdo que

fixa todos os elementos de {1,..., k} excepto dois que sdo trocados; qualquer permutagdo
ou é par ou é impar. Um tensor-k, t : V x ... x V — R, é alternante se para toda a
permutacdo o de {1,...,k} e para quaisquer vectores vy,...,v; € V, se tem

tv1, .- vk) = (=1)7H(Ve(1)s - -5 Vo(k))
onde (—1)7 representa o sinal da permutacio o:
+ se o é par
(—1)7 = { -
— se o éimpar .
Seja A* o conjunto de todos os tensores-k em V alternantes. Em particular, A = 7% =Re
A = T' = V*. Mostre que A* é um subespaco vectorial de 7% (mas n3o uma subélgebra).

Defina-se a aplicacdo linear alt : 7% — AF, t — t** com a expressio

talt(vl, RIS Z(_l)at(va(l)a e 7”0(1@))

onde a soma é sobre todas as permutacdes o de {1,...,k}.
Verifique que se [7,...,l[; € V¥ ewvy,...,vp € V, entdo

(o) ... (k)
... 0" v,... v) = det : :
Gi(vr) .. [i(vg)
Mostre que, se i1 < ... < i e j; <...< jg, entdo
1 sez’lzjle...eik:jk
e Q... )M e, ... e )=
(€, i)™ (e i) 0 caso contrario.

Mostre que, se t € A¥ C T* entdo t** = k!t. Logo, a aplicacdo alt é sobrejectiva.

O produto exterior ¢t A u de tensores alternantes t € A*¥ e u € Al é o tensor-(k + 1)
alternante definido por

(tAu)(v1y...,0401) = Z(—l)gt(vg(l), ce. ,Ug(k)) . u(vg(k+1), e 7U0(k+l))

onde a soma ¢ sobre todas as permutagdes o de {1,...,k+1} taisque o(1) < ... < a(k)
eo(k+1)<...<o(k+1). Verifique que o produto tensorial é associativo.

Verifique que e; A e} + e Ae; =0 e, mais geralmente,

en N Nep Nef (AN Nel = el A Nep  ANer AL Aef

141 Tr4+1
Mostre que B = {ez‘1 Ao Nejp |1 <4y <ipg<...<i<n}éuma base para A*. Qual
é a dimensdo de A¥? Em particular, qual é a dimens3o de A"?

Sugestdo: A imagem por alt da base de 7% no exercicio 5 gera A* porque
alt é sobrejectiva. Pelo exercicio 10, o subconjunto B ainda gera A¥. Para a
independéncia linear, suponha que Zail“""kej1 ALoA e;*k = 0 (onde se soma
sobre 1 < i1 < i2 < ... < i < n) e avalie ambos os lados desta igualdade em
(ejy5---5€5,) com1 < g1 < j2 <...<ji <n usando o exercicio 7.

Mostre que t Au = (—1)*u At parat € AF e v € AL.

Ao espaco vectorial

def 0 1 2
A= AN o AN A D ...
R Vv

equipado com o produto exterior A chama-se a algebra exterior de V*.
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