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Teorema de Frobenius

(1) Seja M uma variedade de dimens3o n e sejam wvy,...,v, campos vectoriais em M com as
seguintes propriedades:

(A) v1(p),...,vn(p) sdo linearmente independentes em todos os pontos p € M;
k

o] = k o ox .
(B) [vi,vj] = > ) cijvk, onde os c;;'s sdo constantes reais.
k
ij
k k I m I m I m .
Cij = —Cji e E (cijclk +cjpey + Ckiclj) =0 Vi,5,k,m.
!

Mostre que os ¢.'s ndo podem ser niimeros reais arbitrdrios: eles tém que satisfazer

(2) Seja N outra variedade de dimensdo n e sejam wq,...,w, campos vectoriais em N com as
propriedades (A) e (B) com as mesmas constantes cf] Mostre que, para cada p € M e cada
q € N, existe um difeomorfismo f, duma vizinhanca U/ de p para uma vizinhanca V de ¢, tal que

() flp)=gq, e

(1) fevi =w;, parai=1,...n.
As seguintes alineas descrevem uma estratégia possivel:

(a) Considere a variedade M x N. Sejam 7 e x as projec¢Oes standard de M x N para M e N
levando (p, q) para p e g, respectivamente.
Mostre que, se v € um campo vectorial em M, existe um tnico campo vectorial v" em M x N,
tal que, para cada ponto z = (p,q) € M x N,

dr.(v'(2)) =v(p) e dx:(v'(2))=0.
Do mesmo modo mostre que, para cada campo vectorial w em N, existe um (inico campo
vectorial w” em M x N, tal que

dr,(w"(2)) =0 e dx.(w"(2)) = w(q) .
Prove que as aplicacdes v — v’ e w — w” sdo homomorfismos de &lgebras de Lie, i.e., s3o
aplicagdes lineares e preservam o paréntesis de Lie. Mostre ainda que [v/,w”] = 0.
(b) Seja D a distribui¢do de dimensdo n em M x N gerada pelos campos vectoriais

/ " .
v; +w; 1=1,...,n.
Prove que D satisfaz a condi¢cdo de Frobenius.

Sugestdo: Use a alinea (a) e as propriedades (A) e (B) para os v;'s e para os w;'s.

(c) Seja Z a variedade integral da distribuicdo D através do ponto (p, q).
Mostre que as restrigdes de 7 e x a Z levam uma vizinhanga W de (p, ¢) difeomorficamente
para vizinhancas U de p e V de q, respectivamente.

(d) Seja f : U — V o difeomorfismo obtido compondo o inverso do difeomorfismo de W para
U com o difeomorfismo de W para V que construiu na alinea (c).
Mostre que f tem as propriedades (1) e (I1).

(3) Usando a unicidade da variedade integral W, prove um resultado de unicidade para f.

(4) Tomando M = N e v; = w;, prove que, para cada par de pontos p e ¢ em M, existe uma
vizinhang¢a U de p, uma vizinhanga V de ¢ e um difeomorfismo f,, : (U,p) — (V,q) tal que,
parai=1,...,n,

(fpg)wvi = vi .
Usando o exercicio (3), mostre que estes difeomorfismos satisfazem a propriedade de grupo:
fqr © fpq = fp,r, numa vizinhanga de p suficientemente pequena.
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