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Exponenciais de Matrizes

(1) Seja A uma matriz real n x n.

(a) Mostre que a série

1 1
e =Td +tA+ 5&42 + §t3A3 +...
converge uniformemente em intervalos compactos de R como fungdo de t.
(b) Mostre que e*4 é diferencidvel em t e

d
— e = A = At
dt

Sugestdo: Mostre que, se se derivar a série acima termo a termo, obtém-se uma
série uniformemente convergente em intervalos compactos.

A

Conclua que e’ é suave em t.

(2) Seja A = (a;j) uma matriz real n X n e seja v4 o seguinte campo vectorial em R™:

0
va(z) = E aiiTj) = .
( - ( J J)axz
/[/h]
Mostre que v4 gera um grupo de difeomorfismos de R™ .
Sugestdo: Seja y um ponto arbitrario de R™. Mostre que a curva

ti—>etAy7 —oo <t < oo,

é a (Gnica) curva integral de v4 passando por y no instante 0.

Conclua que
esAetA _ e(s—i—t)A ]

(3) Seja GL(n) o grupo das matrizes reais n X n invertiveis e seja ¢ : R — GL(n) um
homomorfismo do grupo aditivo dos niimeros reais para GL(n). Supondo que ¢ é suave,
prove que existe uma matriz n x n, A, tal que ¢(t) = et4 para todo o t € R.

(4) Sejam A e B duas matrizes n x n. Mostre que
['UA,’UB] = U[B,A] )
onde [va,vp] é o paréntesis de Lie de v4 e vp e [B,A] = BA — AB.

(5) Sejam A e B duas matrizes nxn. Prove que as seguintes trés propriedades sdo equivalentes:
(i) A e B comutam;
(i) e e e*B comutam para todo o s e t; e
(iii) o paréntesis de Lie de v4 e vp é zero.

(6) Seja A uma matriz n x n. Prove que as seguintes duas propriedades sdo equivalentes:

(i) a transposta de A é —A4; e
(i) €' estd em O(n) para todo o t € R.
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