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(para 22 feira, 16 de Outubro, x em alternativa a ficha 2 %)

Variedades Algébricas

Uma variedade algébrica é uma subvariedade de R™ definida por equagdes polinomiais.

(1) Considere a fungdo f : R® — R definida por
f(xvyaz) :$2+y2 _22 .

(a) Prove que, se a,b € R s3o ambos positivos ou ambos negativos, entio f~'(a) e
f~1(b) sdo variedades difeomorfas.

Sugestdo: Considere a aplicagio R?® — R? dada por multiplicagdo por \/3
(b) Examine com esbocos a mudanca drastica na topologia de f~!(c) quando ¢ passa

pelo valor critico 0.

(2) Seja p um polinémio homogéneo! em n varidveis.

(a) Prove que o conjunto de solu¢des da equagdo
p(z) =a
é uma subvariedade de R™ de dimens3o n — 1, desde que a # 0.

Sugestdo: Demonstre a identidade de Euler para polinémios homogéneos de grau m:
> ol =
i = .
i=1 dz;

(b) Mostre que as variedades obtidas com a > 0 s3o todas difeomorfas, assim como as
variedades obtidas com a < 0.

(3) Prove que o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 com caracteristica 1 é uma subvariedade
de dimens3o 3 em R*.

Sugestdo: Analise a fungdo determinante.

(4) Prove que o conjunto de todas as matrizes m x n com caracteristica k é uma subvariedade
de R™" de codimensdo (m — k)(n — k).
Sugestdo: Sem perda de generalidade, considere uma matriz M da forma
A | B k
k n—k

onde A é uma matriz k X k n3o singular. Multiplique M por

Id| -A-'B k
0 Id n—k
k n—k

3 direita para provar que a caracteristica de M é kseesése D — CA~1B =0.

Qutono de 2000

1Homogeneidade de grau m significa que
p(tx1, ..., txyn) =t"p(x1,...,2T0) , vt, V.



