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(n3o é para entregar)

Espacos Projectivos Complexos

(1) O espaco projectivo complexo CP" é o espaco de todas as linhas complexas através da
origem em C"*! ie. CP" = C"*1\{0}/ ~ onde a relacdo de equivaléncia ~ é dada por

(205 --52n) ~ (A20,...,Az) , A€ C\{0}.

[20, .., 2n] representa a classe de equivaléncia de (zp,...,z,); diz-se que z2y,..., 2, Sdo
as coordenadas homogéneas do ponto [z, ..., 2,] € CP" (estas “coordenadas” sé estdo
determinadas a menos de multiplicagdo por um nimero complexo n3o nulo).

Mostre que CP™ tem uma estrutura de variedade complexa.

Sugestdo: Seja U; o subconjunto dos pontos [z, ..., zn] € CP™ com z; # 0 e seja
. — ( 2 Zj—1 Zj41 Zn
¢i([20,- - zn]) = (zj""’ zj 7oz Zj) ’
Mostre que a colecgdo {(U;,C™, ;) | j =0,...,n} é um atlas no sentido complexo, i.e. as

fun¢des de transicdo sdo bi-holomorfas.

(2) Seja m: C*1\{0} — CP" a projec¢do natural dada por (2o, ..., 2n) = [20,- - -, 2n]-
(a) Sejam %, j=0,1,...,n, os campos vectoriais definidos pelas coordenadas de C"**.
J
Mostre que, para cada funcdo C-linear h : C**' — C, os campos vectoriais X em
C™*! definidos por X, = h(z)a%j descem para CP", i.e. mostre que dm,(X,) =

dmy.(X».) para quaisquer z € C"*1, X\ € C. Denota-se por 7,X o campo assim
induzido em CP™.

Sugestdao: Em Uy tem-se coordenadas Z1 = o In = z—g. Como

dZ; = zodzj — zjdzo
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(b) Mostre que o espago tangente a CP" em |[zp,...,2,] com zy # 0 é gerado pelos
vectores d, (6%7)' j=0,...,n,onde z = (z0,...,2n).

Mostre que a tnica relagdo entre estes vectores é ) z;dm, <%) = 0.
J

(3) O fibrado de hiperplanos de CP" é o fibrado de linhas complexas sobre CP"
H = {(p,h) : p € CP", hé fungdo C-linear na linhap C C"*'} com projeccdo (p, h) — p.
(a) Define-se um morfismo de fibrados

HOO+D) .—pa aH -2 TCP"
—_——

n+1
pela férmula ¢(ho,..., hy) = dr. (> hj(z)a%j)' onde (hg,...,hy,) estd na fibra de

HO(M 1) sobre p = [2]; cada h; é uma fungdo C-linear na linha p € C™! que se
estende a C"*! = p @ p como sendo zero no complemento hermitico p. Mostre

que ¢ é sobrejectiva. Sugestdo: Exercicio 2.
(b) Mostre que o niicleo de ¢ é o subfibrado trivial de linhas complexas gerado pela sec¢do
(20,...,2n); aqui z; representa a sec¢do que da a j-ésima coordenada.

(c) Mostre que H®"*+D) ~ TCP"™ @ C, onde C representa o fibrado trivial de linhas
complexas sobre CIP".
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