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(n3o é para entregar)

Vizinhancas Tubulares

(1) Demonstre o teorema da vizinhanga tubular para uma subvariedade compacta X de R™:
(a) Dado € > 0 seja U o conjunto de pontos de R™ que estdo a uma distancia menor do
que ¢ de X. Mostre que, para ¢ suficientemente pequeno, cada ponto p € U, tem um

dnico ponto mais préximo 7w(p) € X.

(b) Seja 7 : U. — X a aplicagdo definida em (a) para ¢ suficientemente pequeno. Mostre
que, para p € U, o segmento de recta {(1 —t)p + tw(p) : 0 < ¢ < 1} ligando p a
7(p) estd em U..

(c) Seja NX o fibrado vectorial sobre X cuja fibra N, X sobre x é o usual espago normal a
X em R", i.e. o complemento ortogonal a T, X C R" em R™. Sejaexp: NX — R" a
aplicagdo (z,v) — x+wv. Seja NX. = {(z,v) € NX : ||v|]| <e}esejav: NX, - X
a projeccdo (x,v) — z. Mostre que, para ¢ suficientemente pequeno, exp leva N X,
difeomorficamente para U e mostre que o seguinte diagrama comuta

NX. 2B .
vl L
X = X

(2) Suponha que a variedade X no exercicio anterior ndo é compacta. Prove que o teorema
da vizinhanga tubular ainda é vélido desde que se substitua € por uma fun¢do continua
e : X — R* que tende para zero suficientemente depressa quando z vai para infinito.

(3) Seja (M, g) uma variedade riemanniana e seja X uma subvariedade de M com inclusdo
1: X <— M. O espaco normal a X em z € X é o espaco quociente

N, X =T,M/T,X .

O fibrado normal a X em M ¢ o fibrado vectorial N X cuja fibra sobre z € X é N, X.
Demonstre o teorema da vizinhangca tubular para uma subvariedade compacta X da
variedade riemanniana M:

(a) Mostre que N X pode ser identificado via g com um subfibrado da restri¢do i*T'M a
X do fibrado tangente de M.

(b) Dado € > 0, seja U o conjunto dos pontos de M que estdo a uma distancia (rie-
manniana) de X menor do que €. Seja NX. = {(z,v) € NX : ||[v|| < €}. Seja
exp : NX. — M a aplicacdo exponencial dada pelas geodésicas. Mostre que, para
p € U, a geodésica v : [0,1] — M de x = w(p) para p n3o sai de U.. Mostre que,
para ¢ suficientemente pequeno, exp leva N X, difeomorficamente para U

(c) Mostre que, para ¢ suficientemente pequeno, cada p € U- tem um Unico ponto mais
préximo 7(p) € X. Seja m: U. — X a aplicagdo assim definida e seja v : NX. — X,
v(z,v) = x. Mostre que o seguinte diagrama comuta

exp

NX., — U
vl l=
X = X

(4) Suponha que a variedade X no exercicio anterior ndo é compacta. Prove que o teorema
da vizinhanga tubular ainda é vélido desde que se substitua € por uma fun¢do continua
apropriada e : X — RT.
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