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Grau de uma Aplicacao

Sejam M e N duas variedades compactas conexas orientadas e de dimens3o n. Para tais variedades
a aplicagdo linear dada por integragdo, I,, : H"(M) — R, é um isomorfismo.

Seja f : M — N uma aplicacio suave, induzindo por pullback uma aplicacio linear f*: H*(N) —
H"(M). Considere o diagrama comutativo
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onde ¢ € R, chamado o grau de f, é o factor de multiplicacdo que caracteriza a aplicacdo linear
induzida na linha de baixo. Mais explicitamente, grau(f) é o dnico niimero real que verifica

| o=t [ o, weeorw.

N

(1) Mostre que, se f é um difeomorfismo que preserva a orientagdo, entdo grau(f) = +1. De
modo andlogo, qualquer difeomorfismo que inverte a orienta¢do tem grau(f) = —1.
Mostre que, se f ndo é sobrejectiva, entdo grau(f) = 0. Consequentemente, se grau(f) #
0, entdo a equacdo f(p) = ¢ tem solugdes para todo o ¢ € M.

(2) Mostre que, se ¢ é um valor regular de f, ent3o a imagem inversa f~!(g) é um conjunto
finito. Seja ¢ um valor regular de f com imagem inversa f~'(q) = {p1,...,px}. (A
existéncia de valores regulares é garantida pelo teorema de Sard.) Mostre que cada dfy, :
Ty, M — TyN é um isomorfismo.

(3) Define-se

+1 se df,, preserva a orientagao
05 = . . ~
-1 se df,, inverte a orientagdo
onde p1,...,pr sdo as pré-imagens de um valor regular g. Mostre que

k
grau(f) = Zai .
i=1

Conclua que o grau de f é sempre um inteiro e que o nimero de solu¢es da equagdo
f(p) = q, contado apropriadamente com sinais, ndo depende da escolha de ¢, e s6 depende
da classe de homotopia de f.

(4) Seja W uma variedade orientada de dimens3o n + 1 com um dominio regular compacto
D C W tal que M ¢ a fronteira de D, ou seja, tal que i(M) = 0D onde i : M — W é
uma inclusdo. Mostre que, se se puder estender f a uma aplicagdo suave F': D — N (i.e.,
F oi= f), entdo grau(f) = 0.

(5) Demonstre o teorema do ponto fixo de Brouwer:
Seja B"™ a bola fechada de raio 1 em R" e seja ¢ : B” — B"™ uma aplicagdo suave. Mostre,
utilizando as alineas anteriores, que ¢ tem um ponto fixo (pelo menos).

Sugestao: Mostre que, se ¢ ndo tivesse pontos fixos, poder-se-ia definir uma aplicagdo
suave F': B® — S~ que estende a aplicacdo identidade f: S*~1 — gL,
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