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Feuille N°1 - Séries de Fourier

Dans tout ce qui suit, £ désigne l'espace vectoriel sur C des fonctions f : R — C qui sont 2m-périodiques et
continues par morceaux. On note par (,) : E x E — C la forme sesquilinéaire positive donnée par :

gy == [ rogte,

:2'IT 0

et on pose || f|la = \/(f, f). Pour n € Z, e, désigne la fonction exponentielle définie par t € R +— e, (t) = ™.
Rappelons que pour f € E, les coefficients de Fourier complexes (¢,,(f))nez de f, la série de Fourier S(f) de f,
et la somme partielle de Fourier Sy (f) d’ordre N € N de f sont définies par :

N

cn(f) =< fren> S(f)= calflen et Sn(f)= Y culflen

nezZ n=—N

Exercice 1. Coefficients de Fourier réels
Soit f € E a valeurs réelles. On définit les coefficients de Fourier réels (a,(f))n>0 et (bn(f))n>1 de f par :

1 27 1 2 1 2w

ao(f):% ; f)dt et an(f):; ; f () cos(nt)dt, bn(f):; ; f(t)sin(nt)dt pour n > 1.

(i) Exprimer les relations entre les coefficients de Fourier complexes et réels.
(ii) Ecrire la série et les sommes partielles de Fourier de f & ’aide des coeflicients de Fourier réels de f.

(iii) Montrer que si f est paire, alors b, (f) = 0 pour tout n > 1.
Montrer que si f est impaire, alors a,(f) = 0 pour tout n > 0.

(iv) Ecrire I’égalité de Parceval pour f a l’aide des coeflicients de Fourier réels.

(v) Montrer que lim a,(f) =0et lim b,(f) =0.
Montrer que si f est de classe C? avec p > 1, alors lim n”a,(f) =0 et lim nPb,(f) = 0.

(vi) Exprimer les coefficients de Fourier réels de f, en fonction de ceux de f, ou f, est la fonction translatée de
f par 7 € R définie par f,(t) = f(t — 7) pour t € R.

Exercice 2. Etude des applications T-périodiques

Expliquer comment ’étude d’une fonction 7-périodique (avec T € R ) peut se ramener & celle d’une fonction 27-
périodique. Définir les coefficients de Fourier (complexes et réels) et la série de Fourier d’une fonction T-périodique
continue par morceaux. Ecrire ’égalité de Parceval dans ce cadre.

Exercice 3.
Calculer la série de Fourier de la fonction 27-périodique f définie par :

(i) f paire, f(t) =1— 2 pour t € [0, 7].
(ii) f(t) = e* pour ¢t € [0,2x[, o z € C.
(iii) f(t) = sup(sin(t),0) pour t € [0, 27].



o0

1 = 1
En déduire les sommes Z v et Z m
n=1

n=1
Exercice 4.
Soient f,g: R — R deux fonctions 27-périodiques continues par morceaux.

(i) Montrer que %/0 i F(t)g(t) dt = ao(f)ao(g) + Z an(f) anlg) ;_b"(f) b”(g).

n>1

27
b
(ii) En déduire que f@) (r—t)dt =2m Z bnlf) .
0 n>1 n
Exercice 5.
Soit f(2) = Z an 2" une série entiére a coeflicients complexes, de rayon de convergence R.
n>0
(i) Soit 0 <r < R. On définie g, : R — C par g,(t) = f(re‘t) pour t € R.
Calculer les coefficients de Fourier de g,..

(ii) Montrer que si R = +oo et f est bornée sur C, alors f est constante.
(iii) Montrer que si R =1 et f est bornée sur D(0,1) = {z € C | |z] < 1}, alors Z |an|? converge.
n=0

Exercice 6.
Calculer la série de Fourier de la fonction 27-périodique f définie sur [—7, 7| par :

(i) f(r)=f(—m)=0et f(t) =t pourte|—m,nl
(i) F(t) = .
(iii) f(2) = [].
) ‘ ) (71)n ) 1 0o 1 0o (71),”71
En déduire les sommes Z 1’ Z m, Z -y et ; —z

n=0 n=0 n=1

Exercice 7.
Soit f € E. Montrer que si f est de classe CP avec p > 2, alors la série de Fourier de f converge uniformément
(sur R) vers f.

Exercice 8.
Soit a un nombre réel non nul. Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique f définie par f(t) = e
pour ¢t € [0, 27[. En déduire la formule :

at

a = (=1D)n
LT VA Y i
sinh(ra) +ea nz::l a? 4+ n?

Exercice 9.
So(f) + -+ Sn(f)
N+1

Soit f : R — C une fonction 2w-périodique continue. Pour N € N, on pose oy (f) =

N k
1 .
(i) Pour N € Net z € R, on pose ¢y (x) = (N ET) g E etk

k=0n=—k
1 sin2(N2+1:r) . 27
Montrer que ¢y () = § 27(N+1)  sin(5) sia ¢ 2m .
Tt si x € 277
(ii) Montrer que :
(a) Pour tout t € R, on(t) = on () f(t+ z)dx.

—T

(b) ! on(z)dr = 1.

—T



-6 T
(c) Pour tout ¢ €0, 7], ]\}im / on(z)de = ]\}im / on(z)dx = 0.
—0 J_ o —o0 /s

() Pour tout ¢ € R, |7(t) — on(t)] < [ on(@)lf(t) - f(t+)|de.

—T

(iii) En déduire que oy (f) converge uniformément (sur R) vers f.



