Analise Matematica IV
Problemas para as Aulas Praticas

21 de Marco de 2003

|Semana 4|

1. Seja I' C C a elipse |z — i| + |z — 2i| = 2, percorrida no sentido positivo. Calcule
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2. Considere a funcao complexa definida por
f(2) = f(z +iy) = 2* — y* — 22y + 2y + i (:CQ—y2—|—2xy—2:c) )

Justificando pormenorizadamente a sua resposta, determine o valor do integral

j{; (ZfEZ;)Q dz,

onde C = {z € C: |z —i| = 4} é percorrida uma vez no sentido directo.

3. Considere a seguinte funcao u : R? — R:
u(z,y) =2° +y* = 3ay(z +y)

(a) Mostre que u é uma funcao harmonica.

(b) Determine a fungao harménica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

(c) Calcule
e CI
o(z=1°""

onde f(z) = u(x,y) +iv(z,y), z=xz+iy e C é a curva {z € C: |z| = 2} percorrida
no sentido positivo.




4. Considere a fungao g : C — C definida por g(z) = z(2% + 22 — |2]?), e sejam u e v fungoes
de R? em R tais que u(z,y) = Re[g(z + iy)] e v(z,y) = Im [g(z + iy)].

(a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equagoes de Cauchy—
Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da funcao g7
(b) Mostre que u é uma fungao harménica.

(c¢) Determine uma funcao f : C — C, analitica em C, tal que Re (f) = u.

5. Calcule os raios de convergéncia das seguintes séries de poténcias:
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6. Considere a seguinte série de poténcias

—+00

5" se n par
E ap 2" onde an :{ P

3" se n impar
n=0

Sabendo que esta é a série de Maclaurin de uma fungao f, analitica em todo o seu dominio,
calcule f(1).

7. Determine os desenvolvimentos de Taylor das seguintes fung¢oes em torno dos seguintes
pontos:

(a) senz , em torno de z = .
(b) €%, em torno de z = 2.

(c) z%¢* , em torno de z = 1.

8. Para cada funcao e regiao indicada, determine as séries de Laurent respectivas:
1
a) —— , |z| > 1.
() — .12

(b) 2° (e% -I-Z) , |z| > 0.
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(z —2i)°

(d) (322 —1)sen (@), |z| > 0.
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(c)



. . 1 . .
9. Determine a série de Laurent de ERRTY nas seguintes regioes:
Z J—

(2) 0<|z—1<2.

(b) 2<|z—1] .

e calcule os seguintes integrais:
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10. Calcule

Sugestao: Considere £ = z — 7 e desenvolva em série de poténcias de €.
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