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ANALISE MATEMATICA IV
LEEC — PRIMAVERA 2003 — EXERCICIOS SUPLEMENTARES
EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Equacoes Lineares Homogéneas

Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

dy t
— +ey=0.
at Y
Resolugao: Para y # 0,
dy 4 ety =0 4= gt
dt Y Y

fédy:—fetdt—kc

Inly| = —e' +¢

t

ly(t)| = ke onde k > 0

R A

y(t) = ke onde k # 0 .

Quando y = 0, encontra-se que a fungdo y(t) =0, Vt € R, também € solucio.

Solugdo geral:

y(t) = ke comkeR.

Intervalo de definicdo: R.

Verificac3o:
dy N d et ty —et
= ke ) = k(—e)e
logo
d
d_i +ely = k(—et)e’et +kete™ =0 — ok!

0

Comentario: Esta EDO tem uma familia infinita de solucées, familia essa parametrizada
por k € R, ou seja, para cada k real tem-se uma solugcdo. Cada solucdo estd definida em
toda a recta real. &
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Determine a solucao do seguinte problema de valor inicial:

By TPy =0
y(0) =5

Resolucao:
Resolucdo da EDO: Para y # 0,

By VItt2y=0 < %:—\/H—t?
<~ Inly|=-[V1+t3dt.

—z def

Cilculo duma primitiva de \/1 + t2: Fazendo a substituicio t = =~ = sinhz, para a
p V , 5 p

zy ,—z def ¢
qual & = 2" = cosh, obtém-se

f\/1+t2dt = f\/l—i—sinth cosh xz dx
—_— ——

cosh x

= f cosh? zdx  a qual se pode primitivar por partes, ficando

= sinhz coshz — [ sinh®z dx .

cosh? z—1

Das duas dltimas linhas obtém-se
2/cosh2xdx =sinhzcoshax +z + ¢,

pelo que
1
/\/1 +t2dt = §(sinhxcoshx +z)+c.

Falta escrever esta primitiva em termos de t:

t=e=f — (") =2 —1=0
= e =t+V1+1t2

onde se aplicou a férmula resolvente para a equacdo quadratica (t — \/1 + t? n3o pode ser
solugdo porque € sempre negativo). Logo,

r=In(t+v1+1¢2).

Por outro lado,

sinhx =t e coshx = V1+12.

Finalmente, a primitiva em questao fica

[VI+82dt = JtVI+E2+In(t+V1I+82))+ec
= 1+ +IVi+VIi+2+c.
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Continuagdo da resolucdo da EDQ: Para y # 0,

Inlyl=—[VI+82dt=-VI+2 -InVt+VI+2+c
— |ylt)| =kexp(—3tV1+£2—InVt+V1+t2) ondek >0
— yt)=kexp(—3tv1+2—InVt+V1+1t2) ondek #0

L VI onde k £0 .
t+V1+82
Quando y = 0, encontra-se que a fungdo y(t) =0, Vt € R, também é solugio.

— ylt)=k

Solugdo geral:

1 e
y(t) = N comkeR.
t+VI+12

Intervalo de definicdo: R.
Verificacdo: A condigcao inicial € verificada

V5 = y(0) = ke® — k=5

e a equagao também:

dy %<kexp(—%t\/1+t2—ln\/t—i—\/l—i—tz))
= yt)- 4 (—%t\/l T2 ViVl +t2>

1+ —t—
_ 1. /712 _1_¢ V1442
- y(t) : <_§ 1 + t2 2 \/1+t2 - 2(t+\/11<:_tt2)>

_ (1 /—2_t2(t+\/1+t2)+\/1+t2+t)
= v(®) < V1t 2V1+12 (t4+V1+22)

_ 1 (A4 (t+V1+12)
= y(t) | —3VI+# 22 (V11 E2)

— V12

= —V1+t2y(t) — ok!

Solucdo do problema de valor inicial:

|5 — LI
y(t) = | ————= e 2" ondek € R .
t+v1+¢2

Comentario: Este problema de valor inicial tem uma tnica solucdo definida para todo o

&

O

t real.
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Equacdes Lineares

Resolva o seguinte problema de valor inicial

(3) dy 1

- 2)=3.
dt+y 1+¢27 y(2)

Resolucdo: O factor de integracio desta EDO linear é e!. Multiplicando por e' tem-se

dy et d et
t t t
edt v 1+¢2 dt(ey) 1+¢2

e integrando entre 2 e t, tem-se
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Solugéo:

t s
o 2-t —t €
y(t) =3e“"+e (/2 1+s2d5> .

Intervalo de definicdo: R.
Verificacdo: A condigao inicial € verificada

dy 2—t —t/t e’ i d /t e’
Yo 32t d d d
dt e Lire®te G\, 152 ®
2t t ¢ ° t el
= 3 - d
c /21—1—32 StTe e
1
= _y(t)+1+t2 — okl

O

Comentario: Como nem sempre € possivel primitivar uma funcdo em termos de fungdes
elementares, pode acontecer (como no exercicio anterior) que a solucdo duma equagdo
diferencial s possa ser apresentada em termos dum integral indefinido. &
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Resolva o seguinte problema de valor inicial

dy
Lty =t —1)=2
s (ty=t, y(—1)

onde h(t) é a fungdo definida por

0 set<0
Mﬂ:{t set>0.

Resolucdo: O factor de integracio para esta EDO linear é e/ "4t Uma primitiva de
h(t) pode obter-se por meio dum integral indefinido, por exemplo:

t
0 set <0
H(t) = /0 ils)ds = { 12 set>0.
Multiplicando pelo factor de integracdo, tem-se

eH(t)@ + h(t)ef®y =t — i(eH(t)y) = tefl®
dt dt
e integrando entre —1 e t, tem-se

t
e Oy) — My (—1) = / sef)ds
-1

t
— yt)= e H® <2€0 +/ seH(S)ds>
~1

( 2e H®) 4 ¢~ HE) (ffl se¥ds + f(f se%Sst) set >0

= yt)=
2 H(t) 4 o—H®) fflseods set<0
( 1,2 1,42 1 t
2¢7 2t 4 et <—§+[623} > set >0
= yt)=
2604-%—% set<0
2¢~3" 4 ¢ 3 (e%tZ—%) set >0
= yt)=
24+ 1 set <0
%e*%ﬁ—i—l set>0
= yt)=9
%—F% set<0.
Solugéo:
%e‘éﬁ%—l set >0

Intervalo de definicdo: R.
Verificagdo: Primeiro nota-se que
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Além disso, tem-se, parat # 0

_142
dy —%te 2 = —ty(t) +t=—h(t)yt) +t set>0
dt t=—0y(t)+t=—h(t)yt) +t set<O0.
Em t = 0 ambas as derivadas laterais de y(t) sdo 0 e portanto a equagdo
dy
= 0
Y0) + h(0)y(0) =
€ satisfeita. L]

Comentario: Apesar da expressdo da solucdo do problema de valor inicial ter de ser dada
por ramos, a fungdo y(t) € de classe C'. Isto deve-se ao facto de H(t) ser de classe C'*
em R (é uma primitiva da fun¢do continua h(t)) e a expressdo integral para a solugdo y(t).

¢

Um cardume de salmdes vive tranquilamente numa zona costeira. A taxa de natali-
dade do cardume é de 2 por cento por dia e a taxa de mortalidade é de 1 por cento
por dia. Em t=0 o cardume tem 1000 salmdes e nesse dia chega a zona um tubarao
que se dedica a consumir 15 salmdes por dia. Quanto tempo demora o tubardo a
extinguir o cardume?

Resolugao: Seja y(t) a populagcido de salmées no dia t. A evolucdo normal da populagdo
seria aumentar a taxa de 2—1 = 1 por cento por dia. Isto € a populacio deveria satisfazer
a equagdo diferencial:

No entanto, a partir do momento em que o tubardo chega, morrem mais 15 salmoes por
dia e portanto tem-se

Uma vez que no instante t = 0 ha 1000 salmées, para responder a questdo do enunciado
tem de se resolver parat > 0 o problema de valor inicial:

d
di —00ly—15,  y(0) = 1000 .

O factor de integracdo para esta EDO linear é e~°%' . Multiplicando pelo factor de inte-
gracao obtém-se
d
5 (e=001y (1)) = — 15001

e integrando entre 0 e t tem-se

t
e 00y (1) — 1000 = / —15e7 0015
0

t
= y(t)=e"" (1000— / 156_0'018d$>
0

!

_ t
y(t) = 100020 — 150001 [ €7
0.01 |,

y(t) = 1000e%°1 — 1500(e%0 — 1)
y(t) = 1500 — 500e%0%

11

Solucio:

y(t) = 1500 — 500e%91¢ .
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Intervalo de definicdo: R.
Note-se que, apesar da solucdo da equagdo estar definida parat € R, ela sé tem significado
fisico para t > 0.

Verificagdo: Primeiro confirma-se que

y(0) = 1500 — 500 = 1000 .

Além disso, tem-se

d
d—i’ = —5e21 = 0.01(y — 1500) = 0.01y(t) — 15 — ok!
Resposta ao problema: O cardume estard extinto quando y(t) = 0.
1500 — 500201 = 0
= 0t =3
= t = 100In3
— t ~ 109.9.

Conclui-se que o tubario leva aproximadamente 110 dias a extinguir o cardume de salmdes.

t

Um residuo industrial é introduzido num tanque que contém 1000 litros de dgua a
uma taxa de 1 litro por minuto. A mistura é instantaneamente homogeneizada e
despejada a mesma taxa de 1 litro por minuto.

(a) Determine a concentragdo de residuo no tanque no minuto ¢.

(b) Quanto tempo leva esta concentragdo a atingir os 20 por cento?

Resolucao:

(a) Sejay(t) a quantidade de residuo no tanque no minutot em litros. Se o tanque tivesse
capacidade ilimitada e ndo houvesse escoamento, a quantidade de residuo aumentaria
de acordo com a lei

dy

dt
Como se estd a admitir que o residuo se mistura imediatamente e que o contetido
do tanque € escoado a mesma taxa em que o tanque € cheio, a taxa de aumento
de residuo serd inferior porque uma parte do residuo se escoard imediatamente. A
questdo é: que parte? Uma vez que a mistura é homogénea, a proporgcao de residuo
no litro escoado em cada minuto serd idéntica a proporcdo de residuo no tanque.
Esta proporcao é %. Assim conclui-se que a quantidade de residuo que se escoa
por minuto € 0.001y(t) litros. Donde y(t) obedece a lei dada pela EDO linear:

1.

dy
— =1-0.001y .
dt Y
Inicialmente, ou seja, no minuto t = 0, ndo ha qualquer residuo no tanque, portanto
y(0)=0.

Para responder a questdo do enunciado tem-se entdo que resolver, parat > 0, o
problema de valor inicial:
dy
pri
Para resolver a EDO multiplica-se pelo factor de integracdo €%%°1* obtendo:
d

a (BO.OOIty(t)) _ e0.00lt )

1-0.00ly, y(0)=0.
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Integrando entre 0 e t, tem-se:

t
60'001ty(t) —0= / 60'0018d5
0

t
. y(t) _ 60'001t/ 60'0018d5
0

>  y(t) = 1000(1 — 0001y
Seja c(t) a concentragcdo de residuo no tanque no minuto t em percentagem de volume.
Conclui-se que
t
c(t) = y(t) _ 1 _ 0001
1000
Solugdo: A concentracdo de residuo no tanque no minuto t é
c(t) =1 — e 0001

Intervalo de definicdo: R, mas a solucdo s6 tem significado fisico parat > 0.
Verificacdo: Uma vez que se resolveu o problema de valor inicial para a quantidade
y(t), aplica-se a verificacdo também a y(t). Primeiro nota-se que

y(0) = 1000(1 —1) =0 .

Além disso, tem-se

d
d—i’ = ¢ 0001 — _0.001(y — 1000) = —0.001y(t) + 1 — ok!
(b) A concentracdo atinge 20 por cento quando
1— 6_0'001t = 02
= e 000t = 0.8
= t = —1000In0.8
— t ~ 223.1.
Portanto, a concentracio leva aproximadamente 3h e 43m a atingir os 20 por cento.

0

Chama-se equacdo de Bernoulli a uma equagdo diferencial da forma

Wi a(ty = bieyy”

dt

onde n > 1 é um ndmero natural.

(a) Determine a soluc3o geral desta equagdo.
Sugestao: Divida ambos os lados por y™ e transforme a equagdo
numa equacio linear fazendo a mudanca de varidvel u = y!=™.

(b) Ache a solugdo geral da seguinte equagdo de Bernoulli

d
d—?z+ysint+y3sin2t:0.
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Equacoes Separaveis

Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:
dy 1

(8) =

dt  t

Resolucdo: Parat # 0,

dy _ 1 d 1
HY=; = [Zdt=[zdt+c

<~ [dy=hlt|+c

— yt)=hlt|+c.
Solugdo geral:
y(t) =Int| + ¢ comceR.

Intervalo de definicdo: | — oo, 0[ ou |0, 4o0].
Verificagdo:

dy d 1
< - = = - /
prialey (In[t| + ) " (parat #0) ok!

0
Comentario: A equacdo dada tem duas familias infinitas de solugcdes, cada familia

parametrizada por ¢ € R. As solucdes duma familia estdo definidas no semi-eixo aberto
] — 00, 0[ e as solugbes da outra familia no semi-eixo aberto |0, +o0]. &

Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

d
(9) A I
y7 +y’ —ty

Resolugdo: Factorizando o segundo membro, e dividindo por 1+ y? (que nunca é zero),

d d
=1—t+y>—ty? Y= (1-t)(1+y?

Yy
Ty — 11

fﬁdy:f(l—t)dt—i—c

arctany =1t — %tQ +c

[ A A

y(t) = tan(t — 3t* + ¢)
parat—t>+c# T+ kr kE€Z.

Solugdo geral:
1
y(t) = tan(t — §t2 +¢) comceR .

Intervalo de definicdo: Os intervalos de definicdo possiveis sdo os intervalos maximos con-
tidos no conjunto

1
R\ {teR: t—§t2+c#g+km,kez}.
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Verificagdo:

d
U = Hltan(t— 32 +0)
= (1 —t)[1+tan?(t — 1t2 + ¢)]
I—t+y*—ty* = (1-t)(1+y?)

= (1—#)[1+tan®(t — 32 + ¢)] — ok!
0

Comentario: Os possiveis intervalos de definicio da solucdo foram apenas apresentados
implicitamente como intervalos abertos de comprimento maximo contidos no conjunto

1
R\{t:t—§t2+c#g+kw,kez}.

Por outras palavras, um intervalo de definicdo concreto terd por extremos duas solugcoes
consecutivas da equag¢ado quadratica

1
§t2—t—c+g+km:0

com k a variar em 7. Se fosse dada uma condi¢cdo inicial, escolher-se-ia a constante real
c e determinar-se-ia o intervalo que contivesse o instante inicial.

Por exemplo, se fosse dada a condicdo inicial y(0) = 0, a constante c teria que satisfazer
0 = y(0) = tanc. Escolhendo ¢ = 0, o intervalo de definicio da solucdo deste problema
de valor inicial seria o intervalo maximo contido no conjunto

R\{t:t—%tQ;«ég+kw,keZ}
que contém o instantet = 0. Resolvendo a equacdo quadratica
=2+ m4+2%kn=0 <= t=1+V1—7—2kn
(com k € 7.), obtém-se que as solugbes mais préximas de t = 0 sdo

t=1—+1+n e t=1++V1+m7.

Sendo estes os dois instantes mais proximos de 0 onde a solucdo explode, conclui-se que o
problema de valor inical

%:1—t+y2—ty2
y(0) =0

tem por solucao
1
y(t) = tan(t — 5152)

definida para

tell—V1i+m1l+V1+n|.
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Suponha que se tem uma equacdo diferencial da forma

a1

~ dy _ iy - . ,
como, por exemplo, a equagdo %/ = sin(¥). Estas equagbes dizem-se homogéneas.

Como o segundo membro da equagdo depende apenas do quociente ¥, é natural
fazer a substituicio v = % ou seja, y = vt.

(10)

Mostre que esta substituicdo transforma % = f(¥) na equacdo equivalente
dv
t—+v=jf(v

a qual é separavel.

Resolugdo: Supde-se que t # 0. Se y(t) = tv(t), entdo

que é separavel:

O

Determine se cada uma das seguintes funcdes de t e y pode ser expressa como uma
fungdo duma sé varidvel ¥:

(11) | (@) lny —Int + 7~

t—y
(b) &%
yt?+y3
Resolucao:
(a) Sim: fundindo os logaritmos e dividindo numerador e denominador da fraccdo por t,
fica
t+y .y, 1+¥
Iny—Int+ —==In= .
ny —Int+ — n . + 1= %

(b) Sim para t # 0: dividindo numerador e denominador da fraccdo por t3, fica

Pt (P41
y?+y? F (1)

Para t = 0, a funco original vale 1 (ou tem limite 1 quando y — 0), mas a substi-
tuicdo para a varidvel ¥ ndo é legal.

O

Comentario: Na alinea (b), a resposta estrita € “ndo”. No entanto, pode ser (itil saber
exprimir a fungdo em termos duma sé varidvel no dominio t # 0. &
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Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:

tQ@

=2t 2
7 y+y

Sugestado: Exercicio 10.

Resolucdo: Parat # 0, divida-se a equacio por t? e depois aplique-se o exercicio 10:

Ccll—?l{ =2¢ 4+ (¥)? = t%+v:2v+vz
— #z% parav+v2 #0
> fﬁdv:f%dt—i—c.
Calculo duma primitiva de ﬁ Decompde-se ﬁ em fracgbes simples:
v(l—l+v):%+% — 1=A+ Av+ Bv
<~ A=1 and B=-1.
Logo, uma primitiva de ﬁ é

1 1
Zdv— = — .
/v v /1+Udv In|v| —In |1+ v|

Continuagdo da resolucdo da EDO:

[iizdv=[1dt+c << Injo|-In|l+v|=Inft|+c
= || =hl+ec
= L=kt onde k # 0
<~ u(l —kt)=kt
= )=
— y(t):ﬁtlit

onde na dltima linha se substituiu v de volta por ¥.

Apesar da técnica de resolugdo sé se aplicar quando t # 0, a extensdo da fungdo y acima
parat =0 € vdlida e permanece solucdo da equacao.

Falta estudar os casos em que v+ v? = v(v+ 1) = 0 (onde v = ¥) excluidos no inicio
da resolug3o:

— quando v = 0, obtém-se que y(t) = 0, Vt, € solugdo, a qual pode ser descrita na
forma acima se se tomar k = 0;

— quando v = —1, verifica-se, por substituicdo na equacdo diferencial, que y(t) = —t,
Vt, também € solugdo:

thi(—t) = —t? = 2t(—t) + (—t)* .
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Solugdo geral:

y(t)zl—kt comk € R ou y(t) = —t .

Intervalo de definicdo: Para k # 0, o intervalo de definicdo duma solucdo da primeira
forma € ] — oo, [ ou |4,00[. Para k = 0, o intervalo de definicdo de y(t) = 0 é R. O

intervalo de definicdo da solucdo y(t) = —t também é R.
Verificac3o:
dy _ 2kt(1—kt)+k%t?
a (1—kt)?
24y _ 2kt3 (1—kt)+kt*
a (1—kt)2
2 _ 2k k24
2y+y° = ot e
_ 2kt3(1—kt)+k%* _ ody
= W =1 dat — ok!

Comentario: A equacdo dada tem duas familias de solucées definidas em subintervalos
de R, cada uma parametrizada por k # 0, e tem ainda mais duas solugbes (y(t) = —t e
y(t) = 0) definidas em todo o R. &

Um objecto de massa m é lancado verticalmente a partir da superficie da Terra com
uma velocidade inicial V. Considera-se um referencial em que o sentido positivo
do eixo dos y's coincida com a direccao vertical apontando para cima, estando a
origem sobre a superficie da Terra. Assumindo que n3o ha resisténcia do ar, mas
considerando a variagao do campo gravitacional terrestre com a altitude, obtém-se
a seguinte lei para a velocidade V' (¢) do objecto:

v mgR®

Me— — —
(13) dt (y + R)2
onde R é o raio da Terra.
(a) Seja V() =v(y(t)), onde v = v(y) é a velocidade como fungdo da altitude y.
Determine a equagdo diferencial satisfeita por v(y).
(b) Calcule a chamada velocidade de escape, ou seja, calcule a menor velocidade
inicial V para a qual o objecto nao regressa a Terra.
Sugestdo: A velocidade de escape é determinada impondo que v(y)
permanega positivo.
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Considere uma espécie com reproducdo sexuada: cada membro da populacdo ne-
cessita de encontrar um parceiro para se reproduzir. Seja N(t) a populagdo total
no instante £. O nimero de encontros entre machos e fémeas deve ser proporcional
ao produto do niimero de machos pelo nimero de fémeas. Como cada um destes
ndmeros é proporcional a N(t), o nimero de nascimentos é proporcional a N?(t).
Por outro lado, a taxa de mortalidade é proporcional a N(t) pois ndo depende de

encontros entre individuos.

Em resumo, a populagdo N(t) satisfaz a equagdo diferencial
dN
%:bNQ—aN , coma,b>0.

Mostre que, se N(0) < §, entdo N(t) — 0 quando ¢t — +o0. Conclua que, quando

a populagdo € inferior ao nivel critico ¢, a populagdo estd em vias de extingdo.

Equacoes Exactas

Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial:
dy

dt:O'

2t siny + ye’ + (1? cosy + 3ye’)

Resolucao: Esta equacdo n3o € linear nem separavel.
Teste de equacdo exacta:
A equacao

d
2t siny + ye! + (12 cosy + 3y’et) d_:z =0

M(t,y) N(ty)

€ exacta se e s6 se existe uma funcio “potencial”’, F = F(t,y), tal que

{a—f - M(t,y)

(por definicdo de equagdo exacta).

Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em
todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia duma tal fungdo potencial
Fé

oM  ON
oy ot
Ora
%—A;:thosy—i—?)y%t:ﬁ,

pelo que se conclui que a equacdo € exacta.

LCf. Andlise Matematica I1l: condicdo para um campo vectorial (M (t,y), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

(8F oF

ot ' dy

), de alguma func¢3o escalar F'(t,y).
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Resolucido da EDO:

Determina-se uma fungdo potencial, I':

%—? = 2tsiny + yie

%—5 = t?cosy + 3y’e

F(t,y) = [(2tsiny+y3e')dt+ f(y)
<

F(t,y) = [(t*cosy+ 3y*e')dy + g(t)

2 3t

F(t,y) = t*siny+y’e’ + f(y)
<

F(t,y) = t*siny+ye’ +g(t) .

Escolhendo
F(t,y) = t*siny +y’e" ,

a equacdo diferencial fica equivalente a

d
—F(t,y(t)) =0 <= F(t,y) =c < t*siny+y’e =c.

dt
Solucio:
t?siny 4+ yPet = ¢ (%) com ceR.
Verificagdo:
t2siny + y3et é constante
<= % (t2 siny + y?’et) =0
<= % (t2 siny + yget) + 8% (t2 siny + yget) d—g =0

2tsiny + yPel + (t>cosy + 3y?e )W =0 - ok!

J

O

Comentario: Pelo teorema da fun¢do implicita, se for dada uma condico inicial, y(to) =
Yo, @ expressdo (x) determina y = y(t) em torno de t = ty, desde que seja satisfeita a
condicao

oF

a—y(tmyo) #0,

ou seja,

t2 cosyo + 3yae® £0 .



16 AMIV - LEEC - EDO’S

Determine a solucao do seguinte problema de valor inicial:

(16) 32 + dty + (2y + 2% % = 0
y(0)=1.

Resolucao: A equacgido diferencial ndo € linear nem separdvel.
Teste de equacdo exacta:
A equacio diferencial

d
362+ Aty + (2y +2t2) 2 =0

dt
M(t,y) N(t,y)

€ exacta se e so se existe uma fungo potencial, F = F(t,y), tal que
9 = M(ty)
{ ‘?—f = N(t,y)
(por definicdo de equagdo exacta).

Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em
todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia duma tal fungdo potencial

Fé&
oM _on
oy ot
Ora
oM _ . _oN
oy ot

pelo que se conclui que a equacdo € exacta.
Resolucido da EDO:
Para encontrar uma fungdo potencial, I, resolve-se o sistema de equagdes

oF _ 2
9L = 32 +4ty
%—5 = 2y + 2t?

F(t,y) = [(3t* +4ty)dt+ f(y)

F(t,y) = [(2y+2t*)dy+g(2)
F(t,y) = t*+2%+ f(y)

<
F(t,y) = y? + 2t%y + g(t) .

Escolhendo
F(t,y) =t +y* +2t% ,
a equagdo diferencial fica equivalente a
d
ZF(ty() =0 < F(ty) =c < By +2%y=c.
Condigdo inicial:
A condicdo y(0) = 1 impGe que a constante real ¢ satisfaca
0*+124+2.0 1=c <= c=1.

2Cf. Analise Matematica Ill: condicdo para um campo vectorial (M (t,y), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

(%—f, %—5), de alguma fun¢do escalar F'(t,y).
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A solugdo do problema de valor inicial é dada por

Bry?+2y=1 <= P> +2%y+t3-1=0

= yt)=-t2+£Vti-3+1.

De modo a que y(0) = 1, escolhe-se o sinal + para a raiz quadrada.
Intervalo de definicdo:

— Para que y = y(t) esteja definida, o argumento da raiz quadrada tem que ser no-
negativo.
— Para que y = y(t) seja diferencidvel, o argumento da raiz quadrada tem que ser positivo,
0 que acontece sempre:

e quandot > 1, tem-se t4 >3, logo tr—t34+1>1;

e quandot <0, tem-se t*>0e—t3>0, logo =341 >1;

e quando0 <t <1, tem-set* >0et3 <1, logot* —t3+1>0.
Conclui-se que o intervalo maximo de definicdo é R.
Solucdo do problema de valor inicial:

y(t) = —t*+ Vtt —t3+1, paratodootecR.

Verificagdo:
D= L)
= -2t =St
2y +2t2 = 2/tE -3 41
2y +2)% = VB +1+45 32 (%)
3244ty = 32 —4AB + V- +1 (%)
(xx)+(x) = 0 — ok!

y(0) = —-04+/0-0+1=1 — ok!
O

Determine a constante real o para a qual a equacdo diferencial seguinte é exacta e
resolva-a:

d
etV 32y + 2yt + eo‘”y)d—‘z =0.
Resolucao:
Determinagdo de «:
A equacgio
d
eV 43127 4 (2yt? 4 ) T g

M(t.y) N(ty)
€ exacta se e s6 se existe uma funcdo potencial, F' = F(t,y), tal que

{%—f = M(t,y)
& = N(ty)

(por definicdo de equagdo exacta).
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Uma vez que as expressées de M (t,y) e N(t,y) sdo continuamente diferencidveis em
todo o R?, uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia duma tal funcdo potencial

Fé&
OM  ON

oy ot
H4 entdo que escolher av de modo a satisfazer a equagdo
Y 4 662y = 6yt? + e —= a=1.

Para que a equacio seja exacta, a constante o deve ser 1.
Resolugdo da equagdo para o = 1:
Quando o = 1, encontra-se uma funcdo potencial, I', resolvendo o sistema de equacbes

%—? = eV + 3t%y?

%_5 — 2yt3 + €t+y

F(tyy) = [(e™ + 3ty dt + f(y)
<

F(t,y) = [(@yt?+ ) dy+g(t)

F(t,y) = e +t3y*+ f(y)
<

F(t,y) = v+ +g(t).

Uma solugdo possivel é
F(t,y) =ty + ™V
A equacdo dada € equivalente a

%F(t,y(t)):() — Ftyy)=c < 3>+t =c.

Solugéo:

3y? et =¢ (%) com ceR.

Verificagdo:

t3y? 4 ety é constante

= % (t3y2 + e“‘y) =0

o BB ) 1 L (B et) B =

= 322 et 4 (2t + e W =0 - ok!
0J

Comentario: Pelo teorema da funcdo implicita, se for dada uma condicdo inicial, y(to) =
Yo, a expressdo (x) determina y = y(t) em torno de t = tg, desde que seja satisfeita a
condig¢do
2—5(750, yo) # 0,
ou seja,
2yots 4 €TV £ (%)

3Cf. Anélise Matemética llI: condicio para um campo vectorial (M(t, %), N(t,y)) ser o gradiante, VF =

(

OF OF

&2, de alguma fungdo escalar F(t,y).

ot ' dy
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Pode-se ver que, para a equacgao diferencial dada, as condi¢cbes iniciais sé sdo admissiveis se
verificarem a condicdo (xx): Suponha-se, por reducdo ao absurdo, que existia uma solucdo
com condigio inicial (tg,yo) tal que

2yots + ot =0 .
A prépria EDO avaliada em (tg,yo) imporia também que
efotvo 3122 — 0 .
Nesse caso, teria que ser tg # 0 e yo # 0. Entdo
2oty = 3toys <= 2to =3yo <= Yo = ;to :

Voltando a substituir, ficaria

4 5
4, 3y
0 = [2yotd + efotwo = —t;+e3"
[2y0t5 + Jyomzt = 3l0+ €3,
o que é impossivel, pois a exponencial é sempre positiva e o primeiro termo nunca é
negativo. &

Mostre que qualquer equacdo separavel da forma

dy _ 9(t)
dt— f(y)
é exacta.
Resolugdo: Para f(y) # 0,
dy _ g(t) dy _
@ g T LG

M(ty) N(ty)
A equacio € exacta se e s6 se existe uma fun¢do potencial, F = F(t,y), tal que

{ Z)_II; = M(ty)
ou seja,

{8—f = g(t)
% = —fW

= F(ty)=[gt)dt - [fly)dy+c
onde ¢ € uma constante real arbitrdria. Portanto, qualquer equacio separdvel da forma

dy _ g(t)

dt — fly)

€ exacta; além disso, € equivalente, para f(y) # 0, a

/g(t) dt—/f(y) dy = constante .
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Equacoes Redutiveis a Exactas

Resolva o seguinte problema de valor inicial

Sty +y2 4+ (2 +ty)y =0, y(2)=1.

Resolucao: A equagdo ndo € linear nem separavel. Também nado € exacta porque

9 2y _ _ 0 s
a—y(3ty+y)—3t+2y7é2t+y—at (* +ty) .

Assim, resta tentar encontrar um factor de integracdo p. A equagdo que p = p(t,y) tem
de verificar para ser um factor de integracdo é

0 0

— ((Bty + y*)u) = — ((t* +t

5y Bty +37)m) = 5, (+ ty)n)

0 9]
e (3t+2y)u+ 3ty + yz)a—'Z — (2t +y)p+ (> + ty)a—’t‘ .

Como ndo se aprende a resolver estas equacées em AMIV, tenta-se achar um factor de
integracdo que seja sé fungdo de y ou sé funcido de t. Nesse caso a equagdo anterior
simplifica-se porque uma das derivadas parciais de . € nula.

A equagdo tem um factor de integracdo p = p(y)? Em caso afirmativo, o factor de inte-
gracao tem de satisfazer a equagdo:

a% ((3ty + y*)u) = 9 (( + ty)n)

ot
2, di
=  (Bt+2y)uly) + Bty +y )@ = (2t +y)u(y)
du
— W_ 'ty
po 3ty +y?

Esta equacdo ndo tem solugbes! Isto porque no termo esquerdo tem-se uma fungdo de y
e no termo direito uma fungdo que depende de t e de y. Conclui-se que ndo existe um
factor de integracdo que seja fungcdo sé de y.

A equagdo tem um factor de integracdo = u(t)? Em caso afirmativo, o factor de inte-
gragdo tem de satisfazer a equagdo:

a% (Bty+920) = 2 (2 +tg)) &)

ot
2 dp

= Bt 2yu(t) = 2+ y)ut) + (¢ +ty) o

& iy

dt Y
= L=

woo ty+t2

d

@ _!

poot

Esta equagdo tem solucées. Pode-se tomar, por exemplo, p(t) =t para t # 0.

Resolucdo da equacdo usando o factor de integracdo: Multiplicando a equacdo pelo factor

de integracdo obtém-se

3t%y + yPt+ (82 + t2y)y =0 (%)
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que é equivalente ao problema que se quer resolver parat # 0. Como R? é simplesmente
conexo, a condicdo (x) € suficiente para a existéncia duma funcdo potencial para o campo
vectorial (M, N)

M(t,y) =3’y +y*t,  N(t,y) =t +t%y.
Para encontrar uma funcdo potencial F(t,y), resolve-se o sistema
oF
o =3t%y + yt F(t,y) = 3y + 3y%t> + A(y)
<~
9L — 3 1%y F(t,y) = t% + 3% + B(1) .

Portanto, um possivel potencial para o campo (M, N) é
1
F(t,y) =ty + §t2y2 .

A equagdo (**) escreve-se

d

EF(thy(t)) =0,

pelo que as solucées da EDO tém que verificar

1

3y + ~t*y? = ¢

2

onde ¢ € uma constante real arbitraria. O valor inicial determina a constante c:
1
y2) =1 = 231—|—§2212:c — c=10.
Finalmente, utiliza-se a férmula resolvente para obter uma solucdo explicita:
1
3y + §t2y2 —10=0

—t3 + /16 + 20¢2
Y= 5

t

20
= y:—ti\/t2+t—2.

A condigdo inicial forca o sinal “+" na equagdo anterior. Como o limite de y(t) € infinito
quando t — 0, conclui-se que o intervalo maximo de definicdo da solugcdo € |0, +o0].
Portanto, a condicdo t # 0 imposta na resolucio da EDO ndo afecta a solucdo deste
problema de valor inicial.

Solucdo do problema de valor inicial:

/ 20
y(t) = —t + t2+t—2.

Intervalo de definico: 10, +ool.
Verificacdo: O valor inicial é

/ 20

Quanto a equacdo, fazendo u = /12 + %—g e notando que

—

du  26—7  t*—20

dat - 2u t3u
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tem-se

3ty + v + (12 + ty)y

= Bt(—t+u) + (—t+u)?+ (2 t(—t +u) (—1 + t4t§u20>

2
= —3t2 + 3tu+t* — 2tu +u? —tu+ > — t—g
= 0 -—ok!
O
Resolva o seguinte problema de valor inicial
2t 4+ (4Pt 4+ 20 =0, y(l)=1.
A equacao diferencial
d
6y(t +y) + (4t + 9y)d—‘7; =0

admite um factor de integracdo da forma pu(ty), ou seja, um factor i que sé depende
do produto das variaveis ty. Determine-o e dé a solugdo da equagdo com y(1) = 1.

Sugestdo: A equacdo diferencial que dd p = p(ty) pode ser escrita
em termos duma sé varidvel v = ty.

Resolucao:
Cdlculo dum factor de integracdo: Uma funcdo, u = p(ty), que nunca se anula é factor
de integracdo da equacio dada se e sé se

dy

=0 € equacdo exacta.
dt q 7

p(ty) |6y(t +y) + t(4t + 9y)

Para tal, uma condicdo necessdria é
o n(ty)6y(t +y)] = & [u(ty)t(4t + 9y)]

= U(ty)6y(t +y) + 6tu(ty) + 12yp(ty) =
=y (ty)t(4t + 9y) + p(ty)8t + p(ty)9y

— (2t —3ty?) W (ty) + By — 2t) u(ty) =0 .
—_———— N——
ty(2t—3y) —(2t—3y)

Pondo v = ty, € suficiente resolver a seguinte equacdo separavel com i # 0 e v # 0:

‘:\
=y
<
=
< =

o (v) = ju(v) = 0
In |pu(v)] = In fo] + ¢

|(v)| = k|v| comk >0

P11

w(v) = kv comk#0 .
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Como basta um factor de integracdo, escolhe-se, por exemplo, k = 1, ou seja,

u(ty) =ty .

Resolucdo da EDO usando o factor de integracdo encontrado: Parat #+# 0 ey # 0, a
equacdo dada € equivalente a seguinte equagdo exacta:

dy
dt

Uma fungdo potencial, F(t,y), determina-se através de

ty |6y(t +y) + t(4t + 9y) =0.

G = 6ty’(t+y)
& = ty(4t +9y)

F(t,y) = [6ty*(t+y)dt+ f(y)

<
F(t,y) = [t*y(4t+9y)dy +g(t)
F(t,y) = 2%+ 3t%y* + f(y)
<
F(t,y) = 2%+ 3%y +g(t) .

Uma solugdo possivel é
F(t,y) = 2t3y% + 3t%° .

A solucdo da equacio diferencial € dada implicitamente por

d
%F(t,y):o = F(t,y) =c < 232 +3t%> =¢.

Verificagdo: Para ty # 0,
26392 4 3t2y3 € constante

% (2t3y2 + 3t2y3) =0

& (262 +3t%°) + £ (2% + 3%%) § =0

I 11

tyl6y(t +y)] + ty[t(4t + 9y)| % = 0

— 6y(t+y) +t(4t+ 9y)% = — ok!

Solugdo do problema de valor inicial: A condicdo y(1) = 1 imp8e que a constante ¢ sa-
tisfaca

2:-1-143-1-1=¢c < ¢c=5.
Pelo teorema da fungdo implicita, como

oF

8_y(1’ 1) =yt +9y)|,_, ., =13#0,

conclui-se que a solugdo do problema de valor inicial é dada por
2639% + 3t%3 =5

para t numa vizinhanca de ty = 1. ]
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Comentario: Esta solucido poderia ser escrita explicitamente usando a férmula resolvente
para a equacdo do 32 grau. &

Existéncia, Unicidade e Prolongamento de Solucoes

Determine uma solugdo continua do problema de valor inicial

{%+y=g®

y(0) =0,
onde
(t) = 2 se 0<t<1
= 0 se t>1.

Resolucdo: Para 0 <t <1, u(t) = e é um factor de integracdo:

fl—?+y:2 = etfl—?%—ety:Qet

% (ely) = 2¢t

J

!

ely= [2e" dt +c

— ylt)=e 2 +c)=2+cet.
Condigcdo inicial: 0 = y(0) =2+ c= ¢ = —2.
Solucdo do problema de valor inicial para 0 <t < 1:
y(t) =2—2e".

Continuagcdo da solugcdo parat > 1: Quandot > 1, a equacdo é homogénea; para y #* 0
resolve-se pelo método de separacio de varidveis:

Biry=0 = IL=-1
— [Ldt=—[dt+c
> fi dy = —t+c
<~ Illyl=-t+c
— |y(t)| = ke™! onde k >0
— y(t)=ke onde k # 0 .

A fungdo y(t) = 0, Vt, também € solucdo. Logo, a solucdo geral da equacdo diferencial
parat>1¢
y(t) = ke™* ondek € R .
Para obter uma solucdo continua do problema posto, a solucido para t > 1 deve satisfazer
uma condicdo inicial em t = 1 que a faca coincidir com o valor da solucdo no intervalo
0<t<1:
y(1) =2 —2e7".
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Assim impBe-se ket =2 — 2e~ !, ou seja, k = 2e — 2.

Solugéo:
() 2— 2t 0<t<1
YW= 02e—2)et,  t>1.
Verificac3o:
dy |JL[2—2e7" =2e"", 0<t<1
dt | L[(2e —2)e™] = (2 - 2e)et, t>1.
d 2et+2-2t=2 0<t<1
@ty =
(2—2e)et+(2e—2)et=0,t>1

= g(t) parat#1 — ok!
O

Comentdrio: Esta “solucdo” continua ndo é de classe C', porque os limites laterais de

% em t = 1 s3o diferentes:

lim z—? = lim 2¢t =2¢7!

t—1— t—1—

lim % = lim (2 — 2e)e~t = (2 — 2e)e! .
t—1+ dt tﬁ1+( ) ( )

Portanto, esta “solu¢do” ndo € solugdo do problema de valor inicial no sentido estrito da
definicdo de “solucdo de equacdo diferencial” onde se impde ter primeira derivada continua

(i.e., ser de classe C*). &
Prove que y(t) = —1, ¥Vt € R, é a Unica solu¢do do problema de valor inicial
d
a = t1+y)
y(0) =—-1.
Resolugdo: A fungdo y(t) = —1, Vt € R, € claramente solucdo do problema dado porque
d

Z(-1)=0 e t{l+(-1)=0, VER.

Como f(t,y) = t(1 +y) é uma funcio de classe C definida em R?, ela é localmente
lipschitziana relativamente a y em R2. Pelo teorema de Picard, qualquer problema de
valor inicial

d

a = fty)=t1+y)
y(to) = yo

tem uma dnica solucdo. Em particular, y(t) = —1, Vt € R, € a dnica solucdo de

@ =t1+y)
y(0)=~1.
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Determine todas as solucdes de classe C'' do problema de valor inicial

dy
— = 0)=0.

Mostre que existe uma solucio de classe C'! para o problema de valor inicial

Z—?:t 1—9?
y(0) = -1

diferente da solugdo y(t) = —1, Vt € R.

Sugestao: Para |y| < 1 a equagdo pode ser resolvida como equacido
separavel. Obtenha dessa maneira um par de solu¢bes com a pro-
priedade y(¢t) — —1 quando t — 07 ou ¢ — 07, cole-as e estenda ao
resto de R como constante.

Explique porque é que isto ndo contradiz o teorema de Picard.

Resolugdo: De acordo com a sugestdo, resolve-se a equacdo diferencial para |y| < 1
como equacao separavel:

dy

W —t\1-y? = i =t
= fﬁdy: [tdt+c
<= arcsiny = %—i—c
= y(t)=sin(§ +o).
Para que y(0) = —1, escolhe-se c = — 7.

Para que |y| < 1, o argumento do seno tem que ser

Il T s 0<t®<2r
= t€]—2m0[ out€]0,2r| .
Sejam
y~(t) =sin(5 - 3) t € —v2r,0[
yH(t) =sin(y - 5) t €)0,v/27] .

Estas solucées podem-se colar em t = 0 e podem-se estender parat > +/2m out < —+/2m
como sendo a constante 1.

Solucio:
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Note-se que esta funcido € continuamente diferencidvel em todo o R; em particular, a
derivadaemt = —v2r ouemt=0ouemt= /27 €0.

Verificac3o:

ay tcos(% -7, lt] < V27
dt 0, t| > v2r
. 2
WI—E = t\/1—81n2(%—5) , lt| < V27
0, [t| > V2m

— ok!

B tcos(% -7, It] < V27
0, |t| > V2m

Relacdo com o teorema de Picard: A equagdo diferencial é da forma

dy

com f(t,y) = t\/1 —y? definida parat e R ey € [—1,1].
Pelo teorema de Picard, a solucdo do problema de valor inicial

{CC%/ = f(tvy)
y(to) = vo

existe e € tnica se f for localmente lipschitziana em relagdo a y num dominio contendo
(tos yo)-

Neste caso, a funcdo f(t,y) = t1/1 — y? n3o € localmente lipschitziana em relacdo a
y para qualquer dominio contendo (to,yo) = (0,—1). A condicdo falha exactamente em
y = —1 porque

—t
lim 2L = tim ——Y — o parat~0,t#0,

o que implica que

ylin}l f(t,?;)_—({(lt), —1) =00 parat=~0,t#0.

Logo, qualquer que seja o intervalo [—1,—1 + €|, ndo pode existir uma constante L.
satisfazendo®

‘f(tvy)_f(t7_1)‘ SLa‘y+1‘ ) vye[_17_1+€] )

parat~0,t#0. 0

Comentario:
e A funcido f(t,y) € localmente lipschitziana em relacdo a y para y €] — 1,1[, porque

a derivada parcial g_;j é continua paray €] — 1, 1].

4Cf. definicdo de funcio localmente lipschitziana.
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e A fungdo y(t) = sin(% — 35), Vt € R, ndo € solucdo da equacio diferencial. De

facto, a igualdade \/1 — sin? x = cosx usada na verificagdo sé é verdadeira quando
—5 +2kn <x < 5 + 2km para algum k € Z. Para outros valores de x, o co-seno €é

negativo e tem-se \/1 — sin? x = — cos x.

Mostre que a solugdo do seguinte problema de valor inicial existe, é Unica e estd
definida para 0 <t < 1:
=y +cost® ,y(0)=0

Resolucao: Esta equacdo ndo pode ser resolvida explicitamente pelos métodos estudados.
No entanto, a solugcdo explicita ndo € necessdria para responder 3 questao.

A funcdo f(t,y) = y*+cost? é de classe C! em R2. Portanto, o teorema de Picard garante
a existéncia e unicidade da solucdo do problema de valor inicial. O teorema garante ainda
que a solugdo do problema de valor inicial pode ser prolongada a um intervalo maximo de
defini¢do |a,b| (contendo 0) tal que, quandot — a™* out — b, (t,y(t)) tende para a
fronteira do dominio de f. Uma vez que f estd definida em todo o R?, isto significa que
(t,y(t)) — oo nos extremos do intervalo de definicdo. Em particular, se a (respectivamente
b) for finito entdo a solucdo explode parat = a (respectivamentet =b), isto é, y(t) — oo
quando t — a (respectivamente t — b).

Assim para mostrar que o intervalo de definicio da solucdo contém [0,1] € suficiente
mostrar que a solugcdo y(t) ndo explode parat < 1. Uma maneira de fazer isto € encontrar
dois problemas de valor inicial

% = f(t,u), u(0) =0

% = g(t,v), v(0)=0.
cujos intervalos de definicio contenham [0, 1] e que verifiquem
u(t) < y(t) <wo(t) .
Para que esta dltima condic3o seja verificada basta® que
f(ty) <y +cost® < g(t,y) -
Uma vez que, para 0 <t <1, se tem
0<y?+cost’? <y’+1

pode-se considerar os problemas de valor inicial

dw — 0, u(0) =0
= 241, v(0) =0 .

O primeiro tem solugcdo constante u(t) = 0. Quanto ao segundo, trata-se duma equacdo
separavel
1 dv d
—— — =1 <= —(arctanv)=1
v24+1 dt dt( )

<~ o(t) =tan(t +c)

SVer Proposicio 3.2.11, pagina 160, do livro Equacdes Diferenciais Ordindrias por F. Pestana da Costa.
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onde ¢ € uma constante real. A condicdo inicial implica ¢ = 0. Logo, a solucdo é

v(t) =tant

com intervalo maximo de definicio | — 5, §[. Conclui-se que
0 <y(t) <tant, para 0<t<1

o que mostra que o intervalo de definicio de y(t) contém |0, 1]. ]

Campos de Direccoes

Esboce o campo de direccOes e trace os respectivos tipos de solucao da equacao

diferencial p
Y
= = —2).
i y(y )

Resolucdo: Para cada c € R, o conjunto dos pontos (t,y) € R? onde o grafico da solucdo
y(t) tem declive Ccll—t = ¢, € determinado pela equacio

yly—2)=c.
Casos especiais:
c<—1 y?—2y—c=0 < y=1%+/1+c é impossivel
c=—1 ¥ —2y+1=0 < y=1
c:—% y2—2y+%:04:>yzli§
c=0 y=0ouy=2
c=1 P —2y—1=0 <= y=1++2
c=3 2 =2y —3=0 = y=1+2
c=38 y? =2y —8=0 < y=1+3

Esbo¢co do campo de direccoes:

[T
Ny

J [ITTTTTT
s/ 11111

T

S S NS S S S S S
O R s s s s
AU
N NN DSOS

it e
IV

— 0
N
—
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Tragado dos tipos de solugdo:

0

Esboce os campos de direc¢des e trace os vérios tipos de solugdo para as seguintes
equacoes diferenciais:
() y=y(y* = 1);
(b) =1 +y*
. t
(c) y =45

Formas candnicas de Jordan

Para cada uma das matrizes A seguintes, determine uma forma candnica de Jordan
J, e uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS L.

(a) (b)
] [r

() (d)

1 00
A:{_?i} A=]1 01
1 -1 2
Resolucao:
(a) A matriz A é um bloco de Jordan, portanto J = A e
1 0
s=5 1]

(b) Os valores préprios da matriz sdo as solugcdes de

det(A—MN)=0 <= (1-X1)244=0 < A=1+2i.
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Conclui-se que uma forma candnica de Jordan de A é

(12 0
‘]_[ 0 1—21'}

"y . D~ a .
Os vectores proprios associados a 1 + 2i sdo os vectores [ b } que verificam

4 2L —

Uma base do espaco préprio de 1 + 2i é constituida pelo vector

we] 1.

"y . - a .
Os vectores proprios associados a 1 — 2i sdo os vectores [ b } que verificam

3 ElE]-[0] = e

Uma base do espaco proprio de 1 — 2i € constituida pelo vector

[

Portanto uma matriz de mucanca de base que pée A em forma candnica é

s

(c) Os valores proprios da matriz sio as solu¢bes da equacdo

‘3__)1‘ 1_)1\':0 = M4 +4=0 = (A-2)%?=0.

Logo A tem apenas um valor préprio, A = 2. Uma vez que a matriz ndo € igual a 21
(onde I € a matriz identidade), o espaco préprio tem necessariamente dimenso 1 e
portanto a forma candnica de Jordan de A é

~[31]

Os vectores préprios de A sdo os que verificam (A — 21 )v = 0, ou seja

S e ) R

Uma base dos vectores préprios € formada, por exemplo, pelo vector

=[]

Um vector préprio generalizado é um vector w que satisfaz (A —2I)w = v. Podemos
tomar, por exemplo,
o=[o]
0

Conclui-se que uma matriz de mudanca de base que pée A em forma candnica é

s-[ 18]
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(d) Os valores préprios da matriz sdo as solugcbes da equacdo

1—-A 0 0

1 =X 1 = 0 <
1 -1 2-X
“A1=XN2=-N+(1-2N) 0 —
(I=XN(=X2=N+1) = 0 <<=
1=-MN1=-X? = 0 —
(1-X?% = 0.
Logo A tem apenas um valor préprio, A = 1. Os vectores préprios sdo os que verificam
0 00][a 0
1 -1 1 b | =10 < c¢c=b—-a.
1 -1 1] ]c 0
Uma base do espaco proprio € constituida pelos vectores
[ 1 -1
v = 1 (S Vg = 0
| 0 1
que se obtiveram fazendoa =1,b =1 ea = —1,b = 0, respectivamente. Conclui-se
que uma forma candnica de Jordan de A é
100
J=10 11
0 0 1

Falta achar um vector proprio generalizado correspondente a terceira coluna de J.
Esse vector serd uma solucdo de

(A-—Tw=v

onde v € um vector préprio correspondente ao valor proprio 1 que gera o espago das
colunas da matriz (A — I). Uma vez que

0 0 0
A-I=1|1 -1 11|,
1 -1 1

0 espago das colunas é gerado por vy + vo. Assim, procura-se uma solugido de
(A—Dw=wv, + vy .

Toma-se, por exemplo,

1
w= |0
0
Portanto, uma matriz de mudanca de base que pée A em forma candnica é
1 01
S=11120
010

onde a primeira coluna é o vector préprio vy, a segunda coluna € o vector préprio
v1 + v € a terceira coluna é o vector préprio generalizado w associado a v1 + vo.

0
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Para cada uma das matrizes A seguintes, determine uma forma candnica de Jordan
J, e uma matriz de mudanca de base S tal que A = SJS L.
(a) (b)
2 =2 2 2 0 0
A=10 01 A=10 -1 -6
0 01 0 1 4
(30) (c) (d)
2 0 1 210
A=10 3 -1 A= 0 20
01 1 -1 0 3
() (f)
1 11 -2 4 2
A= 0 2 0 A= -2 4 0
-1 1 3 —4 4 4
Exponencial de Matrizes
Para cada uma das matrizes A seguintes, determine eAt,
(a) (b)
[ -7 0 1 1]
A= 0 27 ] A= { 11|
(<) (d)
(31) A_'12 FER 5 |
o 01 | =2 =2 |
(e)
51 0
A=10 51
0 0 5

Resolucao:
(a) A exponencial de uma matriz diagonal, At, é a matriz diagonal cujas entradas sio as
usuais exponenciais escalares das entradas correspondentes em At. Deste modo,

e ™0
eAt = |: 0 627rt :| .

(b) Os valores préprios de A sdo dados por

1-XA2-1=0 <= N -2\=0
<~ A=0 ou AX=2.
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Os vectores préprios associados ao valor préprio O sdo dados por

][] =

Os vectores préprios associados ao valor préprio 2 sdo dados por

C ] = e

Portanto,

D[ —
D[ =
|

——_——— ————
S S-1
143t 14e2t
— 2
- —1+4e?t 1+4e2t
2 2

(c) A matriz A tem apenas um valor préprio, A = 1, o qual tem um espaco proprio de
dimensdo 1. Um vector prdprio é uma solucdo de (A — I)v = 0, isto €,

0 2
{0 O]U—O

Por exemplo pode-se tomar
v 1
=10l

Um vector préprio generalizado w, obtém-se resolvendo a equagcdo (A — Iw = v,

isto €,
02 w =0
00 o

Por exemplo, pode-se tomar

-5,

Relativamente, a base (v,w), a transformagdo linear representada por A € dada por
um bloco de Jordan, J, para o valor préprio 1, ou seja,

S J S—1
Logo, a exponencial é

Comentario: Notando que %A € um bloco de Jordan para o valor préprio % podia-
se, em alternativa, calcular

e avaliar em 2t. &
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(d) Os valores préprios de A sdo dados por

(A=MN(-2-XN)+10=0 < IN-22+2=0
— A=1+4:.

Os vectores préprios (complexos) associados ao valor préprio A\ = 1+ i sdo dados por

R e e

Os vectores proprios para o valor proprio 1 — i sdo dados por

)] = e

-2 =3+ b 0 5
Portanto,
1+4)t 1-3i —5i
) 11 et 515
edt =
1—3 —=3—1 1—4)t 1+3¢ 5%
5 5 0 =) 2 2
——— ———
S S—1
B (eit+87it)73i(eitie—it) 752‘(6“767“)
2 2
= et
.0 Gt —it (eit_’_efit)_'_gi(eit_e—it)
i i(e" —e™™) 5
[ cost+ 3sint 5sint
= et
i —2sint cost — 3sint

Comentario: Se )\ é valor préprio complexo da matriz real A com o vector préprio
v, entdo o seu complexo conjugado também € valor préprio de A e o vector complexo
conjugado de v é um vector préprio correspondente: Av = \v = Av = v —
AD = \v. Esta observacio permite simplificar calculos. &

(e) A matriz é um bloco de Jordan 3 por 3.
€St et % 5t
5t t€5t

0 0 et
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Sistemas de Equacoes Lineares

Considere a matriz

(a) Quais sdo os valores préprios de A?

(b) Quais sdo os vectores préprios de A?

(c) Determine uma matriz de mudanca de base, S, que diagonaliza A, e determine
a sua inversa, S~1.

(d) Calcule e
(e) Determine a solugdo do seguinte problema de valor inicial:

(32) ) . -
Y1 — A Y1 com W (0) — b
U2 Y2 | | 42(0) 7
(f) Determine a solucio geral da seguinte equacdo diferencial:
[ 3:/1 — A n ]
L Y2 Y2 |
(g) Escreva duas fungdes y : R — R? que constituam uma base do espaco vectorial
das solucdes da equacdo da alinea anterior.
Resolucao:

(a) Os valores préprios sdo os zeros do polindmio caracteristico:

def

p(A) =

p(A) =0 <= N -20-3=0 < A=—-loulr=3.

det(A—X)=(1-X)?2*—4.

Os valores préprios de A sdo -1 e 3.
(b) Um vector v € vector préprio de A associado ao valor préprio \ se e s6 se Av = \v,

. P a
ou seja, se e s6 se (A — Al )v = 0. Em componentes, escreve-se v = { b ] :

Equacao para os vectores préprios associados ao valor proprio —1:

EHIDR

Os vectores préprios associados ao valor préprio A = —1 sdo
a
v = [ a ] com a€R.

Equacio para os vectores préprios associados ao valor préprio 3:

-2 2 a| |0 b
2 —2||b| " |0 = =0
Os vectores préprios associados ao valor préprio A = 3 sdo

v:[a} com aceR.
a
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Mudando para uma base de vectores prdprios de A, a transformacdo linear fica diag-
onal. Tome-se, por exemplo, a matriz de mudanc¢a de base

g 11
-1 1
cujas colunas sdo vectores préprios de A associados aos valores préprios -1 e 3. A
mudancga inversa é

1 _1
o1 _ 2 2
1 1
2 2
Entio tem-se
-1 0 _1
A=S5 [ 0 3 ] S

De acordo com a alinea anterior,

¢ B e—t 43t —e—t g3t
At _ € 0 -1 _ 2 2
et =9 [ 0 egt :| S = —e—tqedt e—lqedt
2 2

A solu¢cdo do problema de valor inicial dado é

0) |
t — eAt yl(
y(t) [ y2(0) |
e~tfe3t —e—t 43t 5
= 42 3t 42 3t
—e "te e "te 7
2 2
—e b+ 6e3
== |: €7t+663t 5 \V/tGR

A solugcdo geral da equagdo diferencial dada é

o = sle S0

cle*t + cze3t

= [ Cret 4 epe® } ) VteR.

onde c1,c € R.
Compébe-se uma base para o espaco vectorial das solucbes da equacdo da alinea
anterior com as colunas da matriz

et 0 et e
S [ 0 e3t } = [ _et Bt )
ou seja, com as fungdes Y1 : R — R? e Y5 : R — R? dadas por
et o3t
no=| ] e mi=|

De facto, Yi(t) e Ya(t) sdo fungbes linearmente independentes e qualquer solugdo
y(t) da equacdo da alinea anterior é da forma y(t) = c1Y1(t) + c2Ya(t) para algum
c1 € R ealgum co € R.

]
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Considere a matriz
3 1
=]
(a) Calcule et

(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

yl — A hn com yl(o) — 1
[ Yo } [ Y2 } y2(0) -1
(c) Determine a solugdo geral da seguinte equagdo diferencial
o= 3y1 +ya +e*
Y2 = —y1 +io
Resolucao:

(a) Os valores proprios de A sdo dados por

B=N1-XN+1=0 <= AN —-4\+4=0
= A=2.

Os vectores proprios associados ao valor préprio 2 sdo dados por

ERORH I

Como quaisquer dois vectores préprios sdo linearmente dependentes, escolhe-se um
vector proprio, por exemplo,
1
v=1 _1 1>

e procura-se um vector préprio generalizado, w:

a3 2][2]-[ 2]

<— a+b=1.

[1]

€ vector préprio generalizado. Portanto,

Por exemplo,

At [ 10 e te? 10
e =
-1 1 0 e 11
—_——— ~—————
S S-1
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(b) A solugdo do problema de valor inicial é dada por:
y(t) = eMy(0)
[ +t)e te? 1
T —te® (1—t)e? -1
2t
- |: _th :| \V/t € R .
(c) Esta equacio diferencial pode ser escrita matricialmente na seguinte forma:
A S I b(t) onde b(t) = e
V2 | Y2 L0
A sua solugdo geral € dada pela férmula de variacdo das constantes:
t
yt) = et —|—/ eAt=9)p(s) ds
0
_ (14 t)e? te? 1
T —te® (1—t)e? )
n ¢ (1+1t—s)e2t=s) (t — 5)e2(t=9) e?s d
o | —(t— )2t (1 — ¢+ s5)e2t=9) 0|
o[ all+t) et w [ 1+t—s
- [—clt—i—CQ(l—t) e ) ey | P
e
_ c1(1+t)+02t+t+t22 ’ ViR
—cit + 62(1 — t) -3
onde c1,c € R.
0
Considere a matriz
A— 5 1
| -1 3

(a) Calcule et
(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

n=aln ][ A] e [0 ] =10

(34)
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Considere a matriz

2 2
A:{_Q 7} |
(a) Calcule et

(b) Determine a solu¢do do seguinte problema de valor inicial

] =aln ] o) e )=

Considere a equagdo diferencial

(i 4 5 Y1
U2 -2 =2 Y2
Uz | = -2 Y3 (%)
Ya 11 Ya
Us L1 Ys

onde as entradas omitidas na matriz sao zeros.
(a) Determine a solu¢io de (x) com condi¢3o inicial

(36) y1(0) = 12(0) =0,  y3(0) = 54(0) = —y5(0) =1 .
(b) Determine a solu¢do de (x) com condi¢do inicial
y1(0) =1, 2(0) = y3(0) = y4(0) = y5(0) = 0 .

(c) Determine o conjunto de todas as condi¢des iniciais, o € R®, tais que as
correspondentes solu¢des do problema de valor inicial

{ ?(J*(E)) = Yo

s3o limitadas.

Resolucdo: Seja A a matriz dos coeficientes. A solucdo de um problema de valor inicial

equagio () com  y(to) =yo

(N

y(t) = eMyo VieR.

Para calcular a exponencial da matriz At aproveitam-se os cadlculos do exercicio 31 alineas

(b) e (d):
4 5 -
Se A = [ _9 _9 } entio
cost + 3sint 5sint
eAlt :et
—2sint cost — 3sint
11 -
Se Ay = [ 11 } entdo




AMIV - LEEC - EDO’S 41

Como
Aq
A= —2

Ay
tem-se que

Aqt
At —2t

Aot

(a) A solugcdo de (x) com condicio inicial

y1(0) = 42(0) =0, ¥3(0) = 34(0) = —y5(0) = 1

@\

0
0
1
-1

(b) A solugdo de (x) com condigdo inicial

y1(0) =1, 2(0) =y3(0) = y4(0) = y5(0) =0

é
1 cost + 3sint
0 —2sint
yty=et | 0 | =€ 0
0 0
0 0
(c) A solugcdo de um problema de valor inicial
ai
az
equagio (x) com y(0)= | a3 | €R
aq
as
é
el cost + 3elsint 5et sint ay
—2etsint el cost — 3elsint as
y(t) = as
€241 €21 ay
2 2
e?t—1 %41 as
2 2

A exponencial et envolve as seguintes funcées elementares

t t

elcost, e'sint, e % 1 n

) ) €

A dnica fungdo limitada desta lista é a constante 1. Para que uma solugcdo seja
limitada, as condi¢ées iniciais, y(0), devem ser tais que todas as outras fungées ndo
aparecam. Logo, terd que ser

ar=ays=a3 =20 e ag = —as .
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O conjunto de todas as condicBes iniciais tais que as correspondentes solucées do
problema de valor inicial sdo limitadas é

Considere o sistema de equacdes diferenciais

g1 = —(sint)y; + ™!
(%%)
yz — esint—costyl + (COS t)yz + Stesint )

(a) Determine a solucio geral do sistema homogéneo associado:
(37) g1 = —(sint)y

sint—cost

Yo = € y1 + (cost)ys .
(b) Determine a solucdo geral de (xx).
(c) Determine a solugdo de (xx) com condi¢do inicial:

y1(0)=1 e y(0)=0.

Resolucao:
(a) O sistema homogéneo pode ser resolvido em duas etapas.
Primeiro resolve-se a primeira equagao

71 = —(sint)y; .

Para y; # 0,
%:—sint —= f%dtz—fsintdt%—c
= fyildylzcost—i-c
< In|y| =cost+c
= |yi(t)] = kyest onde k1 >0
<  yi(t) = kpe®st onde k1 #0 .

Quando y; se anula, tem-se que y1(t) = 0, ¥t € R, também € solucdo. Logo, a
solugdo geral da primeira equagdo é

yl(t) = kleCOSt s Vte R s ondek;i € R .

De seguida, substitui-se a expressdo geral para y1 na segunda equagdo e resolve-se
para obter ys:

y'2 — esint—cost (k‘16COSt) + (COS t)y2
= k1St + (cost)ys .
——

—a(t)



AMIV - LEEC - EDO’S 43

Esta equacio linear admite o factor de integracdo
efa(t) dt _ —sint

—sint

Mutiplicada por e , a equacdo fica

—sint,; —sint

e U2 — (cost)e Yo = k1
<— % (6_ Sintyz) =k
— e sinty2 = kit + ko

= yz(f) = (l{ilt + kQ)GSint .
A solugdo geral do sistema homogéneo é:

U1 (t) — klecost
_ vVte R
yg(t) = (l{ilt + k‘g)esmt R

onde ki,ky € R.

A solugdo geral de (%*) pode ser obtida a partir da solucdo geral do sistema homogéneo
pela férmula de variacdo das constantes:

[0 ) v [ 2]+ [vove | Sa e

onde Y (t) é uma solugdo matricial fundamental do sistema homogéneo. Obtém-se
uma tal matriz Y (t) tomando para colunas solug¢bes linearmente independentes do
sistema homogéneo, como por exemplo

0 ecost
Y(t) = |: esint tesint :|

onde se fixou k1 = 0,ko = 1 para a primeira coluna e k1 = 1,ky = 0 para a segunda.
Com esta escolha, a inversa de Y (s) é

—1 gesins —eCoss

i sin s
©COs s+sin s —e 0

Y(s)™! =
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Assim, a solugcdo geral de (xx) é
Y1 (t)
Yya(t)
0 ecost c1
= esint  yosint Co
0 eCos t t -1 Sesin s _pCoss pCos s J
+ esint  pesint . ocosstsins | _esins 0 3gesins s
r CQGCOSt ecost t
= i clesint+02tesint :| + |: sint ZL/esmt :| /0 |: :|
I 02€cost cost t2
= clesint+02tesint :| + |: esint ZL/esmt :| |: t :|
(62 + t)ecost

N | (a + cot + 2t2)esint ] , VieR, ondeci,c;eR.

(c) A solugdo deste problema de valor inicial pode ser obtida a partir da solucdo geral do
sistema homogéneo pela férmula de variacdo das constantes:

[ z;g; } =Y ()Y ()" { Z;Egg ] + /OtY(t)Y(s)_l [ 3?2281; } ds .

onde Y (t) é uma solugdo matricial fundamental do sistema homogéneo, como por
exemplo a utilizada na alinea anterior. Fazendo os calculos,

wit) ] _ [ 0 et 0e] '[1 n tecos?

yQ(t) - I 6smt tesmt 1 0 0 2t2€smt
r e—lecost tecost

= I 6—1tesint :| + |: 2t265int :|

(6—1+t)€cost

= (et 4+ 2t2)esint ] VteR.

Resolva o seguinte problema de valor inicial:

dy 2 01 et 0
(38) i 02 0fy+| O com y(0)=10
013 et 0

Resolucao: Comega-se por resolver a segunda equacdo escalar que dd yo:

dys
—= =2 0)=0.
A solugdo é
yz(t)zo, VteR.
Substituindo ys, resolve-se agora a terceira equacdo escalar que dd ys:
d
s _ = 3y3 + % com y3(0) =0.

dt
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A solugio é

t
ys(t) = / S92 ds = 3 — et | VieR.
0
Finalmente, substitui-se ys3 e resolve-se a primeira equagcdo escalar que da yi:
d
% =21 +€e*  com  y(0)=0.
A solugdo é
t
yi(t) = / =933 dg = 3 — 2 | VieR.
0
O problema de valor inicial dado tem a seguinte solugdo:
n o3t _ o2t
Y2 | = 0 , VieR.
Ys o3t _ o2t

OJ

Comentario: Em alternativa, pode-se calcular a exponencial da matriz dos coeficientes
e aplicar a férmula de variacdo das constantes para sistemas de equagdes lineares. &

Suponha que as fun¢es

et 4 2t et 4 3t el — o3t
2t 3t 3t
(& (& € —€
(39) Y Y
0 e3t _ €3t

sdo trés solugdes y(t) da equagdo y = Ay. Determine os valores préprios de A.
Justifique.

Resolucao: Pela férmula de variacdo das constantes, as solugdes de sistemas lineares de
equacles de primeira ordem homogéneas, 1§y = Ay, sdo combinacées lineares de exponen-
ciais multiplicadas por poténcias de t da forma t*e*, onde \ é um valor préprio complexo
da matriz dos coeficientes, A.

As trés funcées dadas envolvem as exponenciais et, e?* e €3t e o sistema de equacbes é
3 por 3.
Logo, os valores préprios de A sdo 1, 2 e 3. U

Equacoes de Ordem Superior a Primeira

Considere a equacdo diferencial escalar
y® +y = cost . (%)

(40) (a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea associada a (x).
(b) Determine uma solugdo particular de ().
(c) Determine a solugdo geral de ().
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Resolucao:

(@)

A equagdo homogénea associada a (x) €

Y@ 4y=0 <= (D*’+1)y=0.
O seu polinémio caracteristico,

p(A) =22 +1,
tem as seguintes raizes:
p(A) =0 <= A==i.
A solucdo geral complexa da equagcdo homogénea é pois
y(t) = ke + koe™™  VtER

onde k1, ko € C.
A solugdo geral (real) da equacdo homogénea é

y(t) = c1cost + cosint vVte R

onde c1,c € R.
Comentario: A solucdo geral real obtém-se extraindo as partes real e imagindria da

solugdo geral complexa, usando a férmula de Euler:
it . .
e =cost+sint .

Reorganiza-se e rebaptiza-se as constantes para simplificar a expressdo final. Convém
fazer o exercicio de passagem da solugdo geral complexa para a solugcdo geral real.

o

Adopta-se o método dos coeficientes indeterminados:
A fungdo cost € aniquilada pelo operador diferencial D? + 1. Se y(t) for solucdo
particular de (%), i.e,
(D?* + 1)y = cost ,
entdo, aplicando D2 + 1 a ambos os membros, fica
(D? +1)(D? +1)y = (D?> + 1) cost =0 .

Vai-se procurar uma solugdo particular de (x) entre a solugcdo geral da equagdo ho-
mogénea

(D*+ 1)’y =0
a qual € dada por

y(t) = ¢y cost + cosint +estcost + eyt sint .

Os dois primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solu¢do da equacdo homogénea asso-
ciada a (x), logo ndo adiantam na pesquisa de uma soluco particular da equacdo ndo-
homogénea (). Para encontrar uma solucdo particular, substitui-se y(t) = cst cost+
cytsint em (x) e determina-se os coeficientes c3 e cy:

(D? + 1)(cgtcost + cqtsint) = cost
<= —2c3sint+ 2c4cost = cost
<~ c3=0 € C4= % .

Conclui-se que uma solugdo particular de (x) €, por exemplo, y(t) = %t sint para

qualquer t € R.
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(c) Como se trata de uma equagio linear, a solucdo geral de (%) € da forma

{ solugdo particular } { solugdo geral da equagdo }
de (%) homogénea associada a (x)
Assim, a solugdo geral de (x) é
y(t) = 3tsint + ¢y cost + cosint Vte R
onde c1,cy € R.

OJ
Determine a solucdo geral de cada uma das seguintes equacoes diferenciais escalares.
(a)
vy +y=0,
(b)
vV g =e,
(c)
y P +y=te,
(d)
yWry=1,
()
y® 4§ =1+ cost ,
(f)
y(?’) + g =e*cost .
Resolucao:
(a) Esta equagdo pode ser escrita
(D3 +D)y=0.
O seu polinémio caracteristico,
p(A) =N+,

tem as raizes
p(A)=0 <= A=0o0ul=+i.
A solucdo geral complexa da equacdo homogénea é pois
y(t) = ko + ke + koe™™ | VteR,
onde kg, ki, ks € C.
A solucio geral (real) da equacdo homogénea é
y(t) = co+ c1cost + casint VieR,

onde cg, c1,c9 € R.
Comentario: A solugdo geral real obtém-se extraindo as partes real e imagindria da
solugdo geral complexa, usando a férmula de Euler:

e = cost+isint .
Reorganiza-se e rebaptiza-se as constantes para simplificar a expressio final. Recomenda-
se o exercicio de passagem da solucdo geral complexa para a solugdo geral real. <
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Como se trata de uma equagao linear, a solucdo geral é da forma

{ solucso particular } + { solugdo geral da equagdo }

homogénea associada

Para determinar uma solucdo particular, adopta-se o método dos coeficientes inde-
terminados. A fun¢do e! é aniquilada pelo operador diferencial D — 1. Se y(t) for
solugdo particular da equacio dada, i.e,

D(D* + 1)y =é,
entdo, aplicando D — 1 a ambos os membros, fica
(D—-1)D(D?+1)y=(D—-1)' =0.

Assim, vai-se procurar uma solugdo particular entre a solucdo geral da equacio ho-
mogénea

(D—-1)D(D*+1)y=0
a qual é dada por

y(t) = co + c1cost + cosint +03et .

~~

Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equacdo homogénea asso-
ciada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solugdo particular da equa¢do nio-
homogénea. Para encontrar uma solugdo particular, substitui-se y(t) = cse' na
equacdo e determina-se o coeficiente cs:

D(D? + 1)(czet) = et
= 2czel =¢!
= c=3.

Uma solugdo particular é, por exemplo, y(t) = %et para qualquer t € R. Conclui-se
que a solugdo geral desta equagdo é

1
y(t):co+c1cost+028int+§et, VieR.

Como se trata de uma equagao linear, a solucdo geral de é da forma

{ solucso particular } + { solugdo geral da equagdo }

homogénea associada

Para determinar uma solucdo particular, adopta-se o método dos coeficientes inde-
terminados. A fungio te! é aniquilada pelo operador diferencial (D —1)2. Se y(t) for
solugdo particular da equacio dada, i.e,

D(D? + 1)y = te |
entdo, aplicando (D — 1)? a ambos os membros, fica
(D—-1)*D(D*+ 1)y =(D—-1)%'=0.

Assim, vai-se procurar uma solugido particular entre a solugcdo geral da equagcao ho-
mogénea

(D—1)2D(D*+ 1)y =0
a qual € dada por

y(t) = co + c1 cost + casint +czel + cytel .

-~
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Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equacdo homogénea as-
sociada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solugdo particular da equagcdo nao-
homogénea. Para encontrar uma solugdo particular, substitui-se y(t) = cse' + cytel
na equagao e determina-se os coeficientes c3 e cy4:
D(D? 4 1)(cze! + cytel) = te!

= 2c3e! + 4eqel + 2cqtelt = tet

< 2c3+4c4 =0 e 2¢c4 =1

<< c3=-1¢ 04:%.
Uma solugio particular €, por exemplo, y(t) = —e' + %tet para qualquer t € R.

Conclui-se que a solucdo geral desta equacdo €

1
y(t):Co+01COSt+CQSth+—6t+§t€t, VieR.

Como se trata de uma equacdo linear, a solucdo geral de é da forma

{ solugdo particular } + { solugao g/era/ da equagao }
homogénea associada

Para determinar uma solucido particular, adopta-se o método dos coeficientes inde-
terminados. A funcdo 1 é aniquilada pelo operador diferencial D. Se y(t) for solugdo
particular da equacao dada, i.e,

D(D*+1)y=1,
entdo, aplicando D a ambos os membros, fica

D*(D?*+1)y=D1=0.

Assim, vai-se procurar uma solugdo particular entre a solugcdo geral da equagcao ho-
mogénea

D*(D?*+1)y=0
a qual € dada por

y(t) = co + c1cost + casint +cat .

~~

Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equacdo homogénea asso-
ciada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solugdo particular da equa¢do nao-
homogénea. Para encontrar uma solucdo particular, substitui-se y(t) = cst na
equacdo e determina-se o coeficiente cs:

D(D? +1)(cst) =1 <= c3=1.

Uma solugio particular €, por exemplo, y(t) =t para qualquert € R. Conclui-se que
a solugdo geral desta equagdo é

y(t) =co+crcost + cysint +t VieR.
Como se trata de uma equagao linear, a solucdo geral de é da forma

{ solucso particular } + solugdo geral da equagdo
homogénea associada

Para determinar uma solugdo particular, adopta-se o método dos coeficientes indeter-
minados. A funcdo 1+ cost € aniquilada pelo operador diferencial D(D?+1), porque
D aniquila 1 e D? + 1 aniquila cost. Se y(t) for solucdo particular da equacdo dada,
ie,

D(D? +1)y =1+ cost ,
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(f) Basta encontrar uma solucio particular para a equagdo. A fungdo e

AMIV - LEEC - EDO’S

entdo, aplicando D(D? + 1) a ambos os membros, fica
D*(D? +1)*y = D(D* +1)(1 + cost) =0 .
Assim, vai-se procurar uma solugdo particular entre a solucdo geral da equacio ho-
mogénea
D*(D? +1)*’y =0
a qual € dada por

y(t) = co + ¢y cost + cosint +est + gt cost + cstsint .

Os trés primeiros termos, sobre a chaveta, sdo solucdo da equacdo homogénea as-
sociada, logo ndo adiantam na pesquisa de uma solugcdo particular da equagido nao-
homogénea. Para encontrar uma solugdo particular, substitui-se y(t) = cgt+cqt cost+
cstsint na equacido e determina-se os coeficientes c3, ¢4 € C5:

D(D? + 1)(cst + cat cost + cstsint) = 1 + cost

<= 3 —2c4cost —2c5sint =14 cost

<— c3=1¢e¢ 04:—% e c5=0.
Uma solugdo particular € por exemplo, y(t) = t — %cost para qualquer t € R.
Conclui-se que a solucdo geral desta equacdo €

t

y(t):co+clcost+028int+t—gcost, VieR.
2t cost € aniquilada
pelo operador diferencial (D — 2)? + 1. Assim, uma solucdo particular da equacio
serd uma solugdo da equacdo homogénea

DID*+1)((D-2)*+1)y=0
A solucido geral desta equagcdo € dada por
y(t) = co + 1 cost + cosint + cze? cost + cqe? sint

Os trés primeiros termos sdo solucées da equacdo homogénea inicial por isso podemos
fazer co = c1 = co = 0. Tendo em conta que

(D? 4+ 1) (62t cost) = 4e* cost — 4€*t sint

e que
(D2 +1) (e* sin st) = 4e* cost + 4e*sint |

substituindo cze?t cost + c4e?! sint na equacdo, obtém-se
(D? +1)D(c3e* cost + cse* sint) = e*tcost
(D*+1) ((2c3 + cy)e* cost + (2c4 — c3)e* sint) = et cost
(4(2¢3 + c4) + 4(2c4 — c3))e cost + (4(2c4 — c3) — 4(2c3 + c4))e* sint = e*tcost

4e3 4+ 12¢4 = 1
404—1203 =0

430

40

1 3
y(t) = 4—0€2t cost + 4—062 sint

é uma solucdo particular. Conclui-se que a solugcdo geral é

1 3
y(t) = cot + c1 cost + cosint + Ee%cost—k Ee%sint , ViteR.
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Determine a solucao geral de cada uma das seguintes equac¢des diferenciais.
(a)
v+ yP ryry=0;
y® +y@ 4y +y=1+e'sint;
@ _ - o 2 )
Yy —y— 2y =2 —2;

y® — 21y 72y = 213t ;

y® — 2y 4 2y = et cost

Determine a solugcao do seguinte problema de valor inicial:

{ O 4= !
y(0)=1,9(0) =1, y@(0) =3 .

Resolugdo: Pela alinea (b) do exercicio 41, a solucdo geral da equacdo diferencial é
y(t):CO+61COSt+CQSint+%€t VieR.
As derivadas desta solucdo sio
g(t) = —cisint+cocost + 3e!
yA(t) = —cicost —cysint + %et )

A condicdo inicial impbe que

1 = y0) = cote+i
1 = 90) = co+43
% = y(2) (O) = —-C + %
donde se conclui que
co) = 9 c1 = e Cy = 5

Logo, a solugdo deste problema de valor inicial é

1 1 1
y(t):§+§sint+§et, VieR.




52

(44)

AMIV - LEEC - EDO’S

Determine a solucdo da equacao linear escalar

y® +2y@ 4§ = b(t)

que verifica as condicBes iniciais 3(0) = %(0) = 0, y®(0) = 1, quando

(a) b(t) =0, Vt € R;
(b) b(t) =t, Vt € R;
(c) b(t) =€, Vt € R.

Resolucao:

(a) A equagdo homogénea pode ser escrita

(D*+2D* + D)y =0

cuja solugcdo geral é

ouseja D(D+1)%y=0

y(t) = co+cret +eote™? vVte R

onde cqy,c1,co € R. As derivadas desta solucdo sdo:

y(t) = —cre t+cget —cote™?
y®@ (t) = cre7t —2coe™t + cote™t .
No valor inicial tem-se
y(0) = co+ar
y(0) = —a+e
y20) = ¢ —2¢.
A condigao inicial impbe que
co+cp = 0 g = 1
—c1t+ec = 0 = c = -1
61—262 = 1 Cy = -1
Logo, a solugdo do problema é
yt)=1—et —te? VteR.

(b) A solugcdo geral de uma equacdo linear ndo homogénea pode ser obtida somando
uma solugao particular a solucdo geral da equacdo homogénea associada. Para obter
uma solugdo particular da equacdo com b(t) = t, aplica-se o método dos coeficientes

indeterminados:
— t é solucdo de D?*y = 0;

— sey € solucdo de (D3 +2D? + D)y = t, entdo
D*(D?®+2D? + D)y =D*=0;

— procura-se uma solugdo particular da equagdo dada entre a solucido geral da

equagdo homogénea,
D*(D?+2D? + D)y =0

que é

ouseja D3(D+1)%y=0,

y(t) = co + cre™t + cote ™ Fest + eat? ;

— 0s termos sobre a chaveta constituem a solugdo geral da equacdo homogénea,
logo ndo adiantam na busca de uma solugaoparticular da equagdo nido ho-

mogénea;
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— toma-se como candidata para solucdo particular uma fun¢do da forma
y(t) = cst + cyt?

a qual tem as seguintes derivadas

y(t) = 3+ 2¢4t
yA(t) = 0;

— 0s coeficientes c3 e ¢4 determinam-se substituindo na equag3o:

<~ 0+4C4—|—C3—|—204t:t
< 4deg+ce3=0 e 2¢4=1

= g=-2ecu=3.

Obteve-se a solucio particular
1
y(t) = =2t + 5752 VteR.
A solugcdo geral da equagido diferencial dada é

y(t) = —2t+it? + co+cel+ete? VEER.

— ~~
sol. particular Sol. geral da eq. hom.

onde ¢y, c1,co € R. As derivadas desta solucdo sio:

y(t) = —2+4+t—cret+ et —cote?
y(2) t) = 1+ cre bt —2che ™t + cotet .
No valor inicial tem-se
y(0) = co+a
y(O) = —2—c1+c
y(2) (0) = 1 -+ Cc1 — 2C2 .
A condicado inicial impée que
co+cg = 0 co = 4
—2—c1+c = 0 <— cqg = —4
14+c1—2c0 = 1 co = =2

Logo, a solugdo do problema é
1
y(t) = =2t + §t2 +4—4et—2tet  VteR.

(c) A solugdo geral de uma equagdo linear ndo homogénea pode ser obtida somando uma
solugdo particular a solugdo geral da equagdo homogénea associada. Para obter uma

solugdo particular da equacdo com b(t) = e', aplica-se o método dos coeficientes
indeterminados:

— ¢! é solugdo de (D — 1)y = 0;
— sey € solucdo de (D +2D? + D)y = ¢!, entdo
(D—-1)(D*+2D?*+ D)y= (D —1)e! =0 ;

— procura-se uma solugcdo particular da equagdo dada entre a solucdo geral da

equagdo homogénea,

(D—-1)(D?*+2D*+D)y=0
ou seja
(D—-1)D(D+1)?y=0,
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que é
y(t) = co + cret + cote F Hczet ;

~~

— 0s termos sobre a chaveta constituem a solugdo geral da equacdo homogénea,
logo ndo adiantam na busca de uma solugioparticular da equagdo nido ho-
mogénea;

— toma-se como candidata para solucdo particular uma funcdo da forma

y(t) = ce
que tem as seguintes derivadas
. 2 3
(1) = y? (1) =y (1) = eze’ ;
— o coeficiente cg determina-se substituindo na equacio:
y(3) _|_ 2y(2) —|— y = et
< (c3+2c3+c3)el =¢t
= c=1.
Obteve-se a solucdo particular
y(t) = et VteR.

A solugcdo geral da equagido diferencial dada é

y(t) = iet + co+cret+eotet VteR.
~—

sol. part. sol. geral ;l; eq. hom.

onde ¢y, c1,co € R. As derivadas desta solucdo sio:

y(t) = %et —cre b4 cget — cote™t
y@ (t) = iet +cret —2coet 4 cotet .
No valor inicial tem-se
y(0) = %—i—co—i-cl
g(0) = 2—ci+e
y@0) = L+c -2
A condicio inicial impée que
itc+ a = 0 co = 0
1 _ _ 1
Z_Cl+ co = 0 <= 1 = —3
i+61—262 = 1 Ccy = —%
Logo, a solugdo do problema é
1 1
y(t) Zet - Zeft — —te”! VteR.

Determine a solucdo do seguinte problema de valor inicial

(45) y®) — 2y g = —4 42t
y(0) =1, 5(0) =0, y®(0) =2,
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Considere a equacdo diferencial escalar

(a) Determine a sua solucdo geral.
(b) Determine para que condi¢des iniciais em t = 0 é que os problemas de valor

inicial correspondentes tém solucao convergente quando t — +00.

Resolucao:

(a)

O polinémio caracteristico da equacdo é
pA) = AT+ A3 H A%+

cuja factorizagdo em mondmios é

p(A) = XA+ 1A —9)(A+19)
(tendo reparado na raiz 0 e adivinhando a raiz -1.
A solucdo geral (real) da equacio é

y(t) = ¢ + coe P+ c3cost +cqsint V€ R

onde c1,cs,c3,c4 € R,
Para que uma solucido seja convergente quando t — +oo, ela ndo pode envolver

as funcbées cost nem sint. Procuram-se entdo as condicdes iniciais em t = 0 que
implicam que cs e ¢4 sejam 0. Uma vez que

y(t) = c1+coet +cgcost +cysint
y(t) = —coet —c3sint + ¢y cost
yA(t) = cget —cgcost —cysint
y(g) (t) = —cge 4 cysint — cqcost
os valores em t = 0 s3o
y(0) = c14+cates
y(O) = —Co+ ¢4
y2(0) = c2 —c3
y(3) (0) = — Cy — (4
donde sai que
cr = y(0)+9(0) -y (0) + 4 (0)
e = —3(5(0) +y®(0))
cg = —3(§(0) +y®(0)) —y(0)

ci = 3(5(0) —y™(0) .
Para que a solucdo do problema de valor inicial seja convergente quando t — +o0,
terd que ser

ou seja,

9(0) = —y®(0) = y®(0) .
O conjunto de todas as condicBes iniciais tais que as correspondentes solucées do
problema de valor inicial sdo convergentes quando t — +oco €

{((0),5(0),y®(0),5®(0)) = (a,b,-b,b) : a,b € R} .




