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Parametrizacoes

Exercicio 1 [8.1-1 do Fleming (pag. 329)]
Para cada uma das seguintes funcdes de V' C R? para R?, determine Jg(s,t) e a imagem
g(V'). Mostre que g é bijectiva.
(@) g(s,t) = (s+t,s—3t,—2s+2t+2), V={(s,t):0<s+t<1ls>0,t>0}.
(b) g(p,0) = (pcosa, psinacosf, psin asin @), com « fixo satisfazendo 0 < o < 7,
V =10, 0o[x]0, 27].
(c) g(s,t) = (st,s,t), V=R

Solucgao:

()

Jg(s,t) = (% A %‘

|(e1 + €2 — 2e3) A (€1 — ez + 2e3)|
= |(—3 — 1)612 + (2 + 2)613 + (2 — )623|

_ VETPRIE — 443,

V é o tridngulo aberto em R? de vértices (0,0), (1,0) e (0,1) e g é uma transformacdo
afim, logo g(V') é o tridngulo aberto em R3 de vértices g(0,0) = (0,0,2), g(1,0) = (1,1,0)
e g(0,1) = (1,—3,4).
g(V') estd sobre o plano com equacdo x + y + z = 2. A bijectividade pode ser verificada
(com o cdlculo da inversa) resolvendo:

- s+t==x S:#
g(s,t)—(x,y,Z—x—y)<:>{S_3t:y {t:ﬂ

1
Conclui-se que g : V — g(V') € bijectiva com inversa g~ '(z,y) = (3?3’, %)

COoS Qv 0
J(p,0) = sinacosf —psinasinf
sinasinf  psinacosf

0 0 .
Jg(p,0) = %/\8—‘6’ = psina .

g(V) € o cone de equacio y? + 2% = x? tan® o, excepto a semi-recta {(z,y,0) : y > 0}.




2 AMIIl A — EXERCICIOS PARA A PARTE IV

gl(‘s?t) =

O = o~
— O »

Jg(s,t) = |B2n% = VTrs2+2.

g(V') € hiperboldide de equacio x = yz.

Exercicio 2 Seja G : V — X NU uma parametrizacao local para a variedade r-dimensional
X, onde VCR" e id CRR" sdo abertos. Mostre que as colunas da jacobiana G’(x) (com
x € V) formam uma base do espago tangente a X em G(x).

Solugdo: O espago tangente T,y X tem dimensdo r = dim X . A jacobiana G'(x) tem r colunas,
as quais sio linearmente independentes pois G'(x) tem caracteristica maxima. Logo, basta mostrar
que cada coluna de G'(x) é um vector tangente a X em G(z).

Os vectores tangentes a X em G(x) sdo os vectores da forma ¢'(0) para alguma fungdo c :

| — €,e[— X continuamente diferencidavel com ¢(0) = G(z). Seja gg a i-ésima coluna de G'(z).
Tome-se a curva c :| — e,e|— X, ¢(t) = G(x + te;). Pela regra da cadeia, ¢'(0) = %, o que
mostra que a i-ésima coluna de G'(x) (i = 1,...,7) é um vector tangente a X em G(x). UJ

Exercicio 3 [8.1-2 do Fleming (pag. 329)]
Para cada uma das fun¢des do Exercicio 1, determine o espaco tangente a imagem X =
g(V) no ponto z indicado, T, X:

(a) Para a fun¢do da alinea (a), tome zo = (3, —2,2).
(b) Para a fungdo da alinea (b), tome 2y = (cos @sm a, ? sin ).
(c) Para a fungdo da alinea (c), tome 2o = (1,1,1).

Solucdo: As colunas de ¢'(so,t0), onde (so,to) € tal que g(so,to) = xg, formam uma base do
espaco tangente a S em xq, Ty, S.

1 1
gl(%>%) = I =3
—2 2

Logo, uma base de T,,S €é formada por e; + e3 — 2e3 e e; — 3ea + 2e3.

cos & 0
Jg(1,3) = @sina —@sina
@sina @sina

Logo, uma base de T, S € formada por (cos a)ey + @ sina(es + e3) e @ sina(es — e3).
(C) ro = 9(17 1)
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1
Jg(1,1)= |1
0

—_ O =

Logo, uma base de T,,,S € formada por e; + ex e e1 + e3.

Exercicio 4 [8.2-2 do Fleming (pag. 333)]
Seja M = {(y* + 2%,y,2) : y > 0} e seja F(x,y,2) = (y + z,¢7) para (z,y,2) € M.
Mostre que F' é um sistema de coordenadas para M e determine F'(M)

Sugestdo: Primeiro tome y e z como coordenadas em M e de-

pois determine uma mudanc¢a de coordenadas ¢ apropriada que dé o
sistema F'.

Solucdo:  De acordo com a sugestdo, seja G : {(y,z) € R?2 : y > 0} — M definida por
G(y,2z) = (y?> + 22,y,2). A funcdo G é uma parametrizagio porque € bijectiva e continuamente
diferencidvel, a inversa G~ dada por projeccio nas duas ltimas coordenadas é continua, e a

2y 2z
Jacobiana G'(y, z) = 1 0 | tem caracteristica mdxima, V(y, z).
0 1

Considere-se a mudanca de coordenadas definida por ¢(y,z) = (y + z,e?). Entdo F = ¢po G~}
porque §(G~!(z,y,2)) = ¢(y,2) = (y + 2,€7), V(z,y,2) € M.

A funcdo F : M — F(M) é um sistema de coordenadas porque F~' é uma parametrizacdo
(composicdo de uma parametrizacdo com uma mudanga de coordenadas).

A imagem de F é F(M) = ®{(y,2) € R? 1y > 0} = {(y + z,¢*) € R? : y > 0} = {(s,¢) € R?:
e* >t > 0}. O

Exercicio 5 Seja G : V — X com V C R? uma parametrizacio de uma superficie em
R3. Mostre que

8G oG

JG = 8x 8

= /det(DG)Y(DG) .

Solucdo: Sejam u = aa—G ev = %—G as colunas da jacobiana DG(x,y). Por definicido JG(z,y)

é a norma do produto exterior das colunas de DG(x,y), que quando sio duas colunas em R? fica
JG(z,y) = |u x v|. Por outro lado,

il

RS T N 2
det(DG)"(DG) = det [_Z ] TT :det[l"f‘u “2“]:|u|2|v|2_(u-v)2.

O resultado segue da igualdade

Jux vf* = [ul[v]*sin® 0 = Jul*[v]* — |ul*|v|* cos® § = [ul*|o]* — (u-v)?

onde 6 é o dngulo entre os vectores u e v. [
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Integrais de Linha de Campos Escalares

Exercicio 6 A espiral logaritmica é a curva definida pela parametrizacado
g(t) = (¢' cost,e'sint) , teR.
Esta curva pode ser decomposta em trogos de ¢t = 2nm até t = 2(n+1)m com n € Z. Qual

é o racio entre o comprimento de um destes segmentos e o comprimento do segmento
anterior?

Solugao: O comprimento do trogo Iy, correspondente at € [2nm,2(n+ 1)7] (n € Z) é dado pelo
integral de linha
2(n+1)m
Comprimento (I'y,) = / 1dVy = / lg' (t)| dt .
" 2

nm

Como ¢'(t) = (e(cost — sint), e’ (sint + cost)), temos |¢g(t)| = V2" e, entdo,

2(n+1)m
Comprimento (I'y,) = / V2e! dt
2

nm

t=2(n+1)7
- \/5 [et] t:2n7r+
— \/5(62(n+1)7r _ 62n7r)
— \/56271# (627r _ 1) )

Assim, o rdcio entre o comprimento de um destes segmentos e o segmento anterior € a constante

Comprimento (I'y,) V22T (2T — 1) o

Comprimento(I';,—1) - V2e2(n=1)m (27 — 1) -

Exercicio 7 Considere o cilindro C' = {(z,y,2) € R® : 2? + (y — 1)> = 1} e a esfera
unitdria S = {(z,y,2) € R® : 22 +y? + 22 = 1}. Seja I a curva de interseccdo destas
duas superficies, conhecida por curva de Viviani. Esboce a curva I' e calcule a massa de
um filamento com a forma de I', sabendo que a sua densidade de massa por unidade de

comprimento é f(z,y,z2) = ——

VIity

Solucado: A curva de interseccdo das duas superficies pode ser observada na figura seguinte:




AMIIl A — EXERCICIOS PARA A PARTE IV 5

A massa do filamento metdlico € dada pelo integral de linha

M:/Ffdvl.

Para calcular este integral precisamos de determinar uma parametrizacdo para a curva I". Seguida-
mente apresentam-se trés resolugBes alternativas usando diferentes parametrizagcdes (ainda ha out-
ras possibilidades).

e Resolucao 1: A projeccdo da curva I' no plano xy € simplesmente a circunferéncia de
1 1 5 2 1y2 _ 1 _

centro (0, 5) e raio 3 dada _pe/as equacoes: —I—. (y —3)=7ez=0. _ Pensando em

coordenadas cilindricas relativamente ao eixo do cilindro, pode-se parametrizar a curva de

projeccdo com um &ngulo polar 6 € [0, 27]:
1 1 1
(z(0), (y(0)) = <§ cos 0, 3 + Esin0> ,

e depois usar a expressio z = /1 — x%2 — y? para obter uma parametrizacio da metade
de I' no hemisfério norte:

g(0) = 50080,§+§Sin9, 5—581119 ) 0 € [0,27] .
N—— ~
z(6) y(0) 1—2(0)2—y(6)2

Para esta parametrizacdo tem-se

JO) = (—%sinﬁ,%cosﬁ,%)

E—ésmﬂ
gO = /R
1 1
3+ 3sing /35l

Por simetria do filamento, a massa da porcdo no hemisfério norte é metade da massa total.

A massa dessa porcio é
3+sm€
M 2 2w 1
_:/ Favi= [ f(g0))ld yda_/ V_§ d9_/ —do = .
2 rn{z>0} 0 3+sm0 0o 2

Logo a massa total é M = 2.
e Resolucao 2: Utiliza-se agora coordenadas esféricas:

r=rsin¢gcosh ,
y =rsingsing |
Z=17Ccos¢ .

Nestas coordenadas, a esfera é dada pela condicido r = \/x%2 +y%2 + 22 = 1, e a posicdo
do cilindro impée 6 < w. Como a curva € a interseccdo da esfera com o cilindro, temos
{x2+y2+z2:1 {m2+y2—|—22:1
2?4+ (y—5)7=1 Py -yt i=1

— y=1-2%,

2?4yt =1
4+yi=y
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0 que em coordenadas esféricas dd

singsin@ =1 —cos’> ¢ =sin?¢p = sinf =sing .

Consequentemente,
x =sinfcosb ,
y =sin?0 ,
Z=1Cos ¢ .

Como 2> =1 —y, temos 2> = 1 —sin?§ = cos? 6, pelo que z = +cosf. Utilizando o
facto de que — cos @ = cos (m + 0), obtemos, entdo, a parametrizagdo de toda a curva I’
em termos do dngulo 6 € [0, 27]:

h(9) = (sinf cos¥, sin? 0, cos 0) .
Para esta parametrizacdo tem-se

W) = (cos?6—sin?6,2sinfcosd,—sin6)
= (cos26,sin20, —sinf) ,

| (0) = 1+ sin?0 e

f(h(8)) = \/ﬁ

A massa do filamento é dada por
2 2w

M = dVi = h(ON|A (0)] dO = do = do = .
/Ffl R COTOEEY| m\m—sm /1 o

e Resolucao 3: Poderiamos ter obtido a mesma parametrizacdo utilizando coordenadas

cilindricas,
x = pcosb ,
y = psinf ,
z2=z.

Como sobre T' se tem x> + y?> = v, fica p?> = y = psinf, o que implica que p = sin.
Entdo, 2> =1 —y =1 —sin? § e obtemos novamente a parametrizacio:

h(6) = (sin@cos 0, sin 62, cos 9) , 0€]0,27] .

Integrais de Linha de Campos Vectoriais

Exercicio 8 Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas

F(z,y,2) = (yz,zz,2(y + 1))
no deslocamento de uma particula uma vez ao longo do tridngulo de vértices (0,0,0),
(1,1,1) e (—=1,1,—1) percorridos por esta ordem.

Solugdo: Este campo ndo é fechado pois aFP’ =y+1#£y= %. Assim, € necessario calcular

o trabalho pela definicdo de integral de Imha Seja T'y o segmento de (0,0,0) até (1,1,1), T's o
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segmento de (1,1,1) até (—1,1,—1) eI's o segmento de (—1,1,—1) até (0,0,0). Escolhem-se as
seguintes parametrizagoes lineares para cada um destes trés trogcos regulares:

gl(t) = (0707 0) ((17171) ( 7070)) = ( ) ) ) te [07 1] )
gg(t) = (1, 1, 1) (( 1,1, — ) (1, 1, 1)) = ( 2t,1,1 — 2t) te [0, 1] ,
g3(t) = (-1,1,—1) + (O, ,0)—(-1,1,-1)=(t—-1,1—-¢tt—-1), te][0,1].

As derivadas destes caminhos (ou velocidades destas trajectdrias) sio:

gi( ) (1,1,1)
gé( ) = (1 -1,1).

O trabalho total € a soma dos trabalhos ao longo de cada um dos trés trocos:

W = fFngl-i-prdgz-i-prdgg
= fo dt"‘fo 2(t)) - g dt+fo 3(t)) - g5(t) dt
= (t2 1+t2 1+t(t+ 1)- )dt
+f0 (1—2t)-(=2) +2(1 —2t) - (=2)) dt
+f0 (t—1DA=t) 14+ @t—1)2- (- +(t—-1)(2—t)-1) at
J3 1382 4+ ) + (=6 +12t) + (=3t + 7t — 4)] dt
[10£2 —10t];—; = 0.

Exercicio 9 Calcule o integral de linha do campo vectorial F(x,y,z) = (y — 2,2 —
x,x —y) ao longo da curva de interseccdo da esfera 22 + 4%+ 22 = 4 com o plano z = 3y,
percorrida no sentido directo quando se observa bem acima do plano zy.

Solugdo: O campo ndo € fechado (por exemplo, % =1#-1= 8FQ) pelo que hd que calcular

o integral de linha pela definicdo. A projeccdo da curva no plano xy é uma elipse:

24,24 ,2
rty‘+z24=4
{ Y — 2+ + By’ =4 =

z =3y

a qual pode ser parametrizada por um angulo. Usando que z = 3y, encontra-se a seguinte

parametrizacdo da curva:
2 . 2 .
= (2cos ¥, \/;st, 3\/;5111 6), 0 €[0,27] .

Entdo, como f027r sinfcosfdf =0 e fozﬂ sin26df = f027r cos? 0 df = 7, obtém-se:

ch dg = :W Fg(6)) - ¢/(0)d0 = = (4\@ _ 2\/§+ 6@) - ”85¢E .
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Exercicio 10 Decida se os seguintes campos vectoriais sdo gradientes. Nos casos afir-
mativos, determine uma funcdo potencial correspondente; nos casos negativos, determine
uma curva fechada tal que ¢, F # 0.

(a) F(Qf,y) = (1,%);

(b) F(z,y,2) = (2x 4+ yz cos(zyz), z + xz cos(xyz),y + xy cos(zyz));

(c) F(x,y,2) = (1,x, 2).

Solucgao:

(a) O campo F(x,y) = (1,z) ndo é fechado (%—? =0#1= 8—1;2) logo n3o é gradiente. Por
exemplo, o integral de F' ao longo de uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem e
percorrida no sentido positivo €, pela definicao,

2
/ (1-(—sint)+cost-cost) dt =m #0 .
0

(b) O campo F(x,y,z) = (2z+yz cos(xyz), z+xz cos(xyz), y+xy cos(zyz)) € fechado (pois
verificam-se as trés igualdades 88—121 = 852 2, % = % e % = %—Z" ) no seu dominio R3,
o qual é um conjunto em forma de estrela, logo I’ é necessariamente um gradiente. De

facto F = V¢ onde ¢ : R> — R é o campo escalar dado por

o(x,y,2) = 2% + sin(zyz) + yz + k

para uma qualquer constante k € R.

(c) O campo F(z,y,z) = (1,z,z) ndo é fechado (porque %—Zl =0#1= %), logo nao
é gradiente. Com inspiracdo da alinea (a), verifica-se que, por exemplo, o integral de F
ao longo de uma circunferéncia no plano xy de raio 1 centrada na origem e percorrida no
sentido positivo (nesse plano) €, pela definicao,

2
/ (1-(—cost)+cost-cost+0)dt=m#0.
0

Exercicio 11 Calcule
/ Pdz+ Qdy
c

onde P(z,y) = ye® + 7 — 4> + 2xy3, Q(x,y) = e” + siny + 322y e C é o quadrado de
vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1) percorrido no sentido directo.

Solucdo: O campo vectorial (P, Q) em R? é de classe C' e a curva C é seccionalmente regular,
fechada e simples. Seja S a regido quadrada limitada por C. Pelo teorema de Green,

/CPda;+Qdy = /L(g_g_g_];> dxdy .

P
a—Q:ex—FGaij e 8—:ex—2y+6xy2,
ox oy

Ora,
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pelo que
0Q 0P

T oy,
or Oy 4

Assim o integral pedido é
JoPdz+Qdy = [[s2ydxdy
= 2 x (coordenada y do centrdide de S) x (drea de S)
= 2 % x 1
= 1.

Exercicio 12 Considere um campo eléctrico dado pela expressao

2 2 2 213 -y r—1
E(x,y,z):(—y,x,e)+(x +y _'_Z) ('r7y7z>+((x_1)2+y2’(x_1)2+y270)

(a) Calcule o trabalho que a forca eléctrica F' = ¢E realiza sobre uma particula pontual
de carga eléctrica ¢ = 3 mergulhada neste campo e obrigada a percorrer um circuito
com inicio na origem e composto pelas seguintes trés curvas:

C1 = {(zy.2) eR [ (-1 +y* =1, 2 =0},

Cy = {(xv,y,2) eR¥|z=y=0, nggl} e

Cs = {(v,y,2) eR¥ |2+ (y—1)*=1, z=1},
sabendo que a particula percorreu C'; e C5 no sentido directo do ponto de vista de
um observador colocado no ponto (0,0, 10) e C5 no sentido ascendente.

Sugestao: Tente entender a estrutura do campo vectorial E
decompondo-o em campos mais simples e n3o fazer as contas todas
directamente pela defini¢do.

(b) Serd o campo E um gradiente no seu dominio?

Solucgao:

(a) Seguindo a sugestdo, decompée-se o campo vectorial E na forma E = E1+ Ey+ E3 + Ey

com
El = (_y7xa0> )
B, = (0, O,ez)
By = (2% +9%+22 (2,9.2) e
_ (z=1)
E4 - (:c—l)2+y2’(:c—l)2+y2’0> .

O trabalho da forca eléctrica serd entdo

155 3 RIS 3 oy 28

i=1 j=1 i=1 j=1
Vamos analisar o trabalho de cada um dos E;’s ao longo dos C};'s.

O campo E1 ndo € fechado porque 8(5;)?/ — 8(%)1 =2 # 0. Uma vez que as curvas

fechadas C| e C3 s3o horizontais assim como o campo E4, para calcular Fi e Eq
P P ol Cs

pode-se aplicar o teorema de Green no plano, restringindo aos planos horizontais z = 0 e

z =1 e ignorando as componentes em z (que sdo nulas). Seja D1 o disco no plano z =0
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limitado por C1. Temos, pelo teorema de Green, e uma vez que o dominio de E, é R3,

7{ Elz// <8(E1)y —8(E1)9”> da:dy:// 2dxdy =2 - drea(Dy) = 27 .
1 p \ Ox y D1

Do mesmo modo obtemos ng Eq1 =27. A curva Cs € vertical. A componente z do campo
E1 é nula. Logo, f02 E; =0.

O dominio do campo E, é R3, e este campo é fechado, portanto é um gradiente:
Ey, = V¢ para algum campo escalar ¢. Escolhendo (a menos de constante aditiva)
o(z,y,2z) = e*, temos

E2 :90(07071) _Q0(0,070) :e—]. .
C2

Por outro lado, as curvas C'1 e C3 sdo horizontais e E5 é um campo vertical, pelo que
3g01 By, = 3%3 Ey, =0.

O campo Ej3 é radial pois é da forma g(r)(x,y, ), comr = \/2? + y2 + 22 e g(r) = 5.
Verifica-se as trés igualdades das derivadas cruzadas para E3, pelo que este campo é
fechado. E também um campo de classe C'' com dominio o conjunto em estrela R®. Logo,
€ um gradiente: existe um potencial ¢ tal que Fs = V¢. O potencial ¢ € tnico a menos

de uma constante aditiva e satisfaz % = g(r)x e analogamente para as derivadas em y

e em z. Observando que % = % obtém-se % =rg(r) = r’, donde se pode escolher
8

Qb(.f, Y, Z) = %

O trabalho de E3 ao longo de C e de C3 € zero pois o trabalho de campos gradientes
ao longo de caminhos fechados € nulo. Quanto a Cy, aplicando o teorema fundamental do
calculo,

By = 9(0,0,1) ~ 6(0,0,0) = § -
Ca

E ficil de verificar que E, é também um campo fechado. No entanto, o seu dominio
é R3\ {eixo z = 1,y = 0} que ndo é simplesmente conexo. A curva C di a volta ao
eixo definido por x = 1,y = 0 pelo que ndo se pode garantir que fCl E4, = 0. De facto,
parametrizando C; com h(0) = (1 + cos0,sin0,0), 6 € [0, 27|, obtém-se

$o, Bx = [JT(—sing,1+cos0,0) ' (6)do
= 027r(_ sin®,1 + cosf,0) - (—sinf, cosf,0) do
= A0,

.. 2 . ~ , .
onde se utilizou que foﬂcosﬁdﬁ = 0. Conclui-se que E4 ndo é um gradiente no seu
dominio. Por outro lado, a curva fechada C3 ndo dd a volta ao eixo dos x =1,y = 0,
ou seja, no dominio de E4 ela é homotdpica a um ponto. Uma vez que E4 é um campo
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fechado temos de imediato fcg E, =0. A curva Cy € vertical. A componente z do campo
E, é nula. Logo, f02 Ey=0.

Resumindo, obteve-se os resultados da seguinte tabela:

I, Ei[Ei] B2 [Es|Ey
Ci [2n] 0 [O ]2
C; |0]Je-1[%]0O
Cs |2 0 JOTJO

Somando todas as contribuicbes e multiplicando pela carga eléctrica ¢ = 3 obtemos o
trabalho da forca eléctrica

4

3
1
W:3ZZ/C_EJ»:3<§+2w+27r+27r+e—1> :
i=1 j=1"%i

Este trabalho é positivo, pelo que se pode concluir que a energia cinética da particula
aumenta durante o percurso.

(b) Tem-se, por exemplo, que fclE = fCl (Ey + Ey) = 47 # 0. Logo, como E nio é
conservativo, E ndo é um gradiente.

Exercicio 13 Seja R uma regido em R? com fronteira uma curva regular C. Seja g(t) =
(X(t),Y(t)), a <t <b, uma parametrizagdo de C. Demonstre a seguinte férmula para
a area: )

. 1 1 X(t) Y(t)

Area (R) = i/c—ydx—i-xdy— é/a det { X't Y'(#) dt .

Solugdo: Com P(x,y) = —y e Q(x,y) = x, tem-se

0Q 0P B
%—@_1—(—1)_2.

Pelo teorema de Green, obtém-se

1 1 .
—/ —ydr+xdy = —// 2dzdy = // ldxdy = Area (R) .
2 Jc 2JJr R

Pela definicdo de integral de linha de um campo escalar,

b b
%/C—ydx—i—wdy - %/g (—Y (X' (1) + X(O)Y' (1)) dt = %/a det [ ))g,((?) }5//,((?) } dt .
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Orientacdo

Exercicio 14 [8.6-1 do Fleming (pag. 356)]
Seja M C R? uma variedade de dimensdo 1 determinada por uma funcio ® de classe
C' como nivel zero: M = {(z,y) : ®(x,y) = 0,grad®(x,y) # 0}. Seja v(z,y) =

1 00 _ o0
lgrad®(z,y)| \ Oy’ Oz )°

(a) Mostre que v é uma orientagdo para M.
(b) Mostre que, se M é conexa, as unicas orientagdes para M sdo v e —v.
(c) Determine todas as possiveis orientacdes de M quando ®(z,y) = z? — y* — 1.

Solucgao:

(a) Uma vez que v(z,y) = m (%—‘5,—%—3) € continua, basta mostrar que, em cada

(x,y) € M, o vector v(x,y) € tangente a M no ponto (x,y) e tem norma 1.
Os vectores tangentes a M em (x,y) sdo os vectores ortogonais a grad®(z,y). Como

1 b 0D ob O
vi@,y) - grad®(@,y) |grad®(z, y)| <8y’ &v) (593’ 8y> 0

tem-se que v(x,y) € tangente a M em (z,y). Como

0o _ 9@
v(x,y>‘<(a§;§))“1,

9z Oy

conclui-se que v(w,y) € uma orientagdo de T(, , M, ¥(z,y) € M.
(b) Seja w uma orientacdo de M. Em cada ponto (x,y) € M, w(z,y) = tv(z,y). Seja
f:M — {1,—-1} a fungdo definida por

-1 sew(z,y) =—v(z,y) .

f(:v,y)Z{ 1 sew(z,y)= v(z,y)

f € uma fungdo continua em M que sé toma os valores 1 e -1. Pelo teorema do valor
intermédio, f tem que ser constante em cada componente conexa de M. Se M é conexa,
entdo ou f(x,y) =1V(z,y) € M ie. w=w, ou f(z,y) = —1V(z,y) € M ie. w= —v.

(c) A hipérbole M tem duas componentes conexas; seja My a componente com x > 0 e seja
My a componente com x < 0. Em cada componente conexa, ha duas orientacbes possiveis:
v; e —v;, com i = 1,2, onde v; € a orientacdo v da alinea (a) restrita & componente M;.
Logo, M tem quatro orientagbes possiveis: v em My e vo em My, ou v em My e —vo
em My, ou —v1 em My e vg em My, ou —v1 em My e —vy em M.
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Exercicio 15 [8.7-2 do Fleming (pédg. 361)]
Seja A = {(z,y,2) : y = 2% + 2%,y < 4} orientada de maneira a que 0% (x) > 0. Calcule:

(a)
/Ozdx/\dy.

/ eVdz Ndx .

Sugestdo: Use coordenadas polares no plano xz.

(b)

Solugdo: Seguindo a sugestdo, considera-se a parametrizacdo G : {(r,0) : 0 <r < 2,0 < 0 <
2} — A\ {(z,22,0) : z > 0} definida por G(r,0) = (rcosf,r2,rsinf), a qual s6 nio cobre um
subconjunto de A com medida nula.

cosf) —rsinf
G'(r,0) = 2r 0
sinf  rcosf
A orientagdo induzida por G,

8G A aG 2r2 sin feqs + reqs + 212 cos fegs

|8G/\8G - /4T4+T2 )

é oposta a indicada onde o' < 0. Logo, a orientacio indicada é

—2rsinfe1g — ej3 — 2r cos fegs

o(G(r,0)) =
(G(r-9)) 2+ 1
Por fim, JG(r,0) = rv/4r? + 1.
(a)
2 —2rsin 6 2 2
zda;/\dy:/ / TSin9-7~T\/4T2+1d7’d9:—2/ sin29d¢9/ r3dr = —8r .
/AO o Jo Var? +1 0 0
(b)
2w r=2
/ eydz/\dm—/ / 42 s/ 4r? + drd9—27r[ } = (et —1).
r r=0

Exercicio 16 [8.7-5 do Fleming (pdg. 361)]
Sejan =4e M = {z: (2') + (22)? = 1,(2%)? + (%) = 1}. Seja g(s,t) =
(cos s,sin s, cost,sint}, 0 < s,t < 27.
(a) Determine a orientagdo o induzida por g a partir da orientacdo positiva de R?.
(b) Calcule
Jago (Ao A dx* 4 ' 23da® A da?) .
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Solucgao:
(a)
—sins 0
/ B cos § 0
g(s:t) = 0 —sint
0 cost

A orientagdo induzida por g é

s’ ot

A
olgls,t) = gt

_ [(=sins)e1+(cos s)eg]i\[(— sint)es+(cost)eq]

= sinssinte;3 —sinscostejy — cosssinteogs + cosscostegy .
(b) Usando a parametrizacdo g, obtém-se

fMo (da:?’ Adz* + xlazddz? A dm4) = OQW OQW (1-0+cosscost-cosscost) dsdt

= fo% cos? sds - f027r cos? tdt

:71'2.

Integrais de Superficie

Exercicio 17 Calcule a massa do elipséide £ com equacdo x? + y? + 422 = 1 supondo
que a densidade de massa por unidade de area é

f(x7 y? Z) 1

B \/x2+y2+1622 '

Solugao: A massa de E é

M= /E Jdv = /T F(g(t))/det(Dg() Dy(D)) dt .

onde g : T — E € uma parametrizac3o.

1° Parametrizar E.
Usando coordenadas esféricas adaptadas ao elipsdide,

1
g:]0,27[x]0,7[— E , ¢g(0,¢) = (cosf sin p,sinfsin p, 5 cos ®) .

A funcdo g é de classe O, injectiva e a sua matriz jacobiana tem sempre caracteristica 2:

—sinfsiny  cosfcosp
Dg(0,¢) = cos fsin ¢ sin f cos ¢
0 —% sin ¢
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2° Calcular \/det(Dg(t)!Dg(t)).

Sejam gg e g as colunas de Dg(0, ). Entido

V/det(Dg(t)!Dg(t)) = % 3_890' = singo\/cos?cp—k isinch :

u .
3° Calcular a massa
Juntando os ingredientes acima obtém-se

1 1
M = [F[T sinw\/cos%o—l——sichp dypdo
o V/sin? ¢ + 4 cos? 4 g
f(g(6,9)) det(Dg(t)* Dyg(t))

= 027r OW % sin o dyp d

Exercicio 18 Considere a superficie S C R? definida por z = zy com 1 < 2 < 2 e
1 <y < 2. Calcule o momento de inércia de S em relagdo ao eixo dos yy, supondo que

a sua densidade de massa é
1

olx,y,z) = .
(©%72) (I +y2) 1+ 2242

Solucdo: O quadrado da distancia do ponto (x,, z) ao eixo dos yy é d*(x,vy,z) = x> + 2. Por
definicdo, o momento de inércia de S em relacdo ao eixo dos yy € dado por

y—/d20d‘/2 /d2(g(t))0(9(t))\/det(Dg(t)th(t))dt,
T

onde g : T — S € uma parametrizagdo. Utilizando x e y como parametros, a superficie S € descrita
pela parametrizacio

9(z.y) = (z,y,2y) , 1<zy<2,
cuja derivada € dada pela matriz jacobiana

Dg(x,y) =

< O
8 — O

Sejam ag e gg a primeia e a segunda colunas de Dg(x,y) respectivamente. Entdo:

agxﬁg =V1+a2+y2.

oxr 0Oy

Vdet(Dg(z,y)! Dg(z,y)) =

Portanto, o momento de inércia pedido é

1
I - 2(1 4 Vitea?+y?  dud
y fl y)(1+y2) T+ 22 + 2 _,_y/ y
d?(g(z,y)) e J\/det(Dg(Ly)th(l‘vy))
og\z,y

= f12 12m2da:dy: I
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Exercicio 19 [exame de Janeiro de 2001]
Considere a variedade

X:{(x,y,z)€R3:z:2my, a:2+y2<1} )

(a) Calcule a area de X.
(b) Determine o(s) ponto(s) de X onde o plano tangente a X é horizontal.

Solucgao:

(a) A variedade X tem parametrizagio global g : {(z,y) € R? : 22 + 4% < 1} — X,

1 0
9(x,y) = (z,y,2zy). Como g'(z,y) = | 0 1 |, tem-se Tg(x,y) = [(e1 + 2ye3) A
2y 2x

(€2 + 2xe3)| = |e12 + 2xe13 — 2yeas| = /1 + 4a? 4+ 4y?. Usando coordenadas polares e o
teorema de Fubini, a drea de X é

2w 1
VQ(X):/ 1dV2:/ / \/1+4r27«d7«d9=f(5\/5—1) .
X 0 0

6

(b) Em cada ponto (x,y,z) € X, o espago tangente de X € gerado pelos vectores (1,0, 2y)
e (0,1,2x) que sdo as colunas de ¢'(x,y). Os pontos de X onde o plano tangente a X €
horizontal tém que ter coordenadas tais que 2y = 0 e 2z = 0, logo o tnico ponto de X
nestas condicdes € a origem (0,0,0).

O

Exercicio 20 [exame de Fevereiro de 2001]
Considere o conjunto X = {(z,y,2) eR3: 2=y +2? , 0<z<1,0<y<l1}
(a) Mostre que X é uma variedade.
(b) Calcule a massa de X sendo a sua densidade de massa dada por p(z,y, 2) = x.

Solucao:

(a) O conjunto X € o gréfico em R® da fungio continuamente diferencidvel g :]0,1[x]0, 1[— R
dada por g(z,y) = y + x2. Logo, X é uma variedade de dimensio 2 em R3.
(b) Usa-se a parametrizacdo de X dada por h(z,y) = (z,y,y+x?) cuja jacobiana é h'(z,y) =

1 0
0 1 |. Pelo teorema de Fubini, a massa de X é
2z 1

/Xpdvgz/ol/olx\/mcz:cdyz [1—12(41‘24-2)%]1 */5(3\/3—1).

o 6
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Exercicio 21 [8.3-3 do Fleming (pag. 340)]
Mostre que (0,0, 3) é o centréide do hemisfério

Pyt ri=1, z2>0.

Sugestdo: Use coordenadas esféricas em H.

Solugdo: Em coordenadas esféricas, H = {(rsinpcosf,rsinpsinf,rcose) : r =1,0 < 0 <
2m,0 <@ < 5} Adreade H é

Area (H) = /

H
(Confirmagdo: a drea de uma superficie esférica de raio r é 4mr?, logo a drea de H € %471 =2m.)

z 27 o
1dV2:/2/ singpd@dap:%r[—cosgo]i;g =27 .
o Jo

Por simetria, os chamados momentos de H sdo M* = fH xdVo=0e MY = fH ydVa =0, e

jus 2T jus 9 SO:%
M~ :/ zdVy :/2/ sinn,ocoscpd@clgp:77/2 sin(2p)dp = [—COS( 80)] =
H o Jo 0 2

»=0

™

Portanto, o centrdide de H € o ponto de coordenadas (0,0, %) ou seja, € %63.

Exercicio 22 [8.3-6 do Fleming (pdg. 340)]
Seja v um arco simples ou uma curva fechada simples no semi-plano y > 0 do plano (xy).

Um tal arco admite uma parametrizagdo G definida em ]0, /[, onde ¢ é o comprimento de
7, com |G'(s)| = 1 para qualquer s €]0,¢[. Seja g(s,t) = (G'(s), G*(s) cost, G?*(s) sint)
e seja M = ¢(]0, [ x]0, 27[) — diz-se que M é uma superficie de revolugdo.
(a) Prove o segundo teorema de Pappus:
Area (M) = 27yl onde 7 € a segunda coordenada do centrdide de 7.
(b) Determine a drea de um toro de raio maior r; e raio menor rsy.

Solucao:

(a) A parametrizacio g tem

Gt 0
, st
g (s,t) = % cost —G2(s)sint
% sint  G?(s)cost

2 2
e Jg(s,t) = G%(s) (usando que <%> + (dd—cf) =1). Entido
/ 2r ol l
Area (M):/ 1dV2:/ / G2(s)dsdt:27r/ G?%(s)ds = 2n70 .
M o Jo 0

(b) A circunferéncia no plano xy de raiors e centro (0,71) tem comprimento 27ry, parametrizacdo

G(s) = (r2sin i,rl + 72 cos i) , 0<s<2mry com IG'(s)| =1,
r2 r2
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e segunda coordenada do centrdide

2
fwydvl B 0 (rl—l—rgcosé) ds .
277y 277y L

O toro € a superficie de revolugdo correspondente a esta circunferéncia. Pelo teorema de
Pappus, a drea do toro é 4mw%riry (ou seja, € o produto dos comprimentos das circun-
feréncias de raios r1 e ra).

O

Fluxo

Exercicio 23 Calcule o fluxo do campo vectorial F(x,y,z) = (x, —2z + y, z) através
do hemisfério norte da esfera de raio 1 centrada na origem segundo uma orientacdo a sua
escolha.

Solucdao: Seja S o hemisfério norte da esfera de raio 1 centrada na origem e seja v a normal
unitdria que aponta para cima (i.e., com terceira componente positiva). O fluxo segundo o sentido
desta normal (i.e., o fluxo para fora da esfera) é

[[ 5o [ - (=2 < 2

onde g : T'— S é uma parametrizacdo. Recorrendo a coordenadas esféricas, escolhe-se
g :]0,27[x]0, g[—> S, g(0,¢) = (cos @ sin ¢, sin O sin p, cos ¢) .
Para esta parametrizacdo tem-se o seguinte produto das derivadas parciais em ordem a 0 e a ,
e1 €9 es3

0 X 55 = det | —sinfsiny cosfsing 0
cosfcosp sinfcosp —sing

= (—cos@sin? g, —sinfsin® p, —sin pcos ) ,

o qual aponta no sentido oposto ao inicialmente escolhido (pois a terceira componente — sin ¢ cos ¢
€ negativa quando ¢ €0, 5[). Portanto o fluxo pretendido é

[J¢F-v = f027r o> (cosfsin ¢, —2 cos 0 sin ¢ + sin fsin @, cos @)

F(g(0,¢))
- (cos Bsin? @, sin @ sin? ¢, sin  cos ) dip db

_ 99 99
90 X 9o

= 027r fog (sin @ —2sinf cos b sin® cp) dop db

= 27.
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Exercicio 24 Considere a piramide P em R? limitada pelos trés planos coordenados e

pelo plano z + y + 2z = 1, e considere o campo vectorial
1
G(ZE‘, Y, Z) = (37 (Z3 + xz)yv —ZE2Z - 124) :

Calcule o fluxo de G através da face de P contida no plano = + y 4+ z = 1, no sentido da
normal exterior.

Sugestdo: Teorema da divergéncia.

Solugao: Aplicando o teorema da divergéncia a toda a pirdmide P e ao campo GG, obtém-se

/ G-l/:///divG:(),
oP P

onde v € a normal unitdria exterior a P. Ora o bordo da piramide, OP, é constituido pelos quatro
seguintes tridngulos

F = {(z,y,2) eR®|z+y+2=1,2,9,2 >0}

F, = {(z,y,2)€R3|2=0,0<2<1,0<z+y<1}

F, = {(z,y,2) €eR?|y=0,0<2<1,0<z+2<1}
F, = {(2,9,2) ER3|2=0,0<y<1,0<y+2<1}.

Logo, a formula do teorema da divergéncia permite escrever que

/ G-l/:—/ G-l/—/ G-l/—/ G-v.
OF OF, OFy OFy

U|Fz = (0707_1) 7V|Fy = (07_1a0> ) eV|Fz = (_17070) )

Como

tem-se

(G- V)|p, = (2?2~ izll)\z:o =0,(G-V)p, = (" +2))y)ly=0 =0, (G- v)|p, = =3,

pelo que o fluxo pedido é

/BFG'V:_//8FI(_3):3. A/rea(Fm):g.

Outros Integrais em Variedades

Exercicio 25 [exame de Janeiro de 2001]
Seja
A={(z,y,2) eR* 2> + =2 ,y>0,0<z<1}.
(a) Calcule a orientagdo de A com componente 0'? positiva.
(b) Calcule [,, €*dx A dy onde o é a orientagdo da alinea (a).
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Solucgao:

(a) Considere-se a parametrizacido de A dada por coordenadas polares no plano yz, g :
10, 1[x]0, w[— A, g(r,0) = (rcos@,rsinf,r?). A orientacio em A induzida por g,

%/\ % B reis + 2rfsinf e — 2r2 cos 6 eas
%/\% V2 4 4rd ’

tem componente em ey positiva, pelo que esta é a orientacdo o pedida.

(b)
; s 1 2 T
e“dx Ndy = e rdrdd=—-(e—1).
Ao o Jo 2

Exercicio 26 [exame de Fevereiro de 2001]

Seja A o tridngulo em R? com vértices nos pontos (1,0,0), (0,2,0) e (0,0, —1).
(a) Mostre que 0 = %(2612 + e13 — 2ey3) é uma orientacdo do plano contendo A.
(b) Calcule [,, zdy A dz onde o é a orientagdo da alinea (a).

Solucgao:

(a) O plano contendo A € gerado, por exemplo, pelos vectores vi = (1,0,0) — (0,0,—1) =
(1,0,1) e vy = (0,2,0) — (0,0,—1) = (0,2,1). Uma orientacdo do plano contendo A é
pois

A 2 —2 1
vi Avg  2Zeia +e13 €23 _ —(2e12 + e13 — 2e23)

vt Ave| A+ 1+4 3

que coincide com o.

(b) A projeccdo de A no plano xy € o tridngulo de vértices (1,0), (0,2) e (0,0) e A estd
contido no plano de equacdo 2x + y — 2z = 2. A parametrizagcdo de A em termos das
coordenadas = e y, g(x,y) = (z,y,x + 4 — 1), tem |% A g—g| = |v1 A $va| = 3 onde vy e

v9 sd0 como na alinea (a). Portanto,

1 220 _9 3 1 1
/ mdy/\dz:// x'—'—dydx:/x(Qx—Q)da::——.
Ae 0o Jo 3 2 0 3
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Teorema de Stokes

Exercicio 27 Considere um filtro de ar cuja forma é aproximadamente a do conjunto
D={(z,y,2) €eR*: 2® +y* < 2 <4},

imerso numa corrente de ar cujo campo de velocidades é dado por
H(z,y,z) = (2uze” , 2z2e" , =2 + ay) .

(a) Mostre que a quantidade de ar no interior do filtro se mantém constante, supondo
que a densidade do ar é constante igual a 1.

(b) Usando o teorema de Stokes, calcule o fluxo de ar que sai através da parede curva
do filtro.

Solucao:

(a) Pelo teorema da divergéncia, o fluxo total de ar através das paredes do filtro de dentro

para fora é
H.-v= / divH ,
oD D

onde v é a normal exterior 3 fronteira 0D. Como o campo H tem divergéncia nula
(divH = 0), o fluxo € zero, pelo que a taxa de ar que entra no filtro € igual 3 taxa de ar
que sai do filtro.

(b) Seja S a parede curva de D. Para usar o teorema de Stokes, deve-se exibir o campo H
como o rotacional de um outro campo F = (Fy, Fy, F3), chamado um potencial vector de
H. Deve-se entdo encontrar uma solugdo do sistema de equagoes

OF3 _ 0F _ y?

oy 5z —2y262

OFy _ 9F3  _ x

A

OFy _ 0F  _ _

o = 2+2xy .

Este sistema tem muiltiplas solugcées e certamente tem uma solucdo com uma das compo-
nentes nula (pois o sistema define F' a menos de um gradiente). Procurando apenas entre
as solugdes que tém componente F; = 0, resolve-se o sistema

88—123 — % = 2yzey2
o — % i 2szer = F3 :_—2er +IC§,(y,z)
5 = 2+zy = = 2r+52°y+Co(y, 2) .
A primeira equagao fica
9Cs _ 9Ch _ 2yzeV”
oy 0z yEe

a qual tem, por exemplo, a solucdo
2
02 =0 e Cg = ze¥ .

Encontra-se assim a solucdo particular

1
F(z,y,2) = (0, —2x + §a:2y,zey2 — zez2>
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Pelo teorema de Stokes, o fluxo de ar que sai através da parede curva do filtro é

/H-I/:/(rotF)-y:/ F.-dg,
S S oS

onde v é novamente a normal a S que aponta para fora de D e onde g é uma parametrizacdo
da curva S no sentido compativel com v. Como parametrizacdo da curva

98 = {(z,y,4) € R’ | 2® +y* = 4}
no sentido induzido por v toma-se
g(t) = (2sint,2cost,4) , t€]0,2n[,
cuja derivada é
/ .
g (t) = (2cost,—2sint,0) .
Assim, o fluxo é

JsHv = [,oF = [JTF(g(t)-g'(t)dt

= f027r (8 sin?t — 8 cos t sin® t) dt

= 8rm.

Conclui-se que a quantidade de ar que sai através da parede curva do filtro é 8.

Exercicio 28 [exame de Janeiro de 2001]
Considere o cilindro X = {(x,y,2) € R® : y? + 22 = 1} e o seu subconjunto A =
{(z,y,2) € X : =2 < o < 2}. Seja 0 uma orientagdo de X a sua escolha.
(a) Use o teorema de Stokes para calcular [,, dw, onde w =y dx + z dy + x dz.
(b) Considere as circunferéncias C; = {(—2,y,2) € X} e Cy = {(2,y,2) € X} com
orientacles 0 e 09 induzidas por 0. Seja o uma forma-1 fechada em X. Relacione
fcfl a com fcgg .

Solucao:
(a) Escolhendo parametrizagées em termos de um pardmetro angular 6 €]0, 27| para cada uma
das circunferéncias que formam 0A, tem-se

g1(0) = (—2,cosf,sinf) e g2(0) = (2,sin6,cosb)
g1(0) = (0,—sin6,cosh) g5(0) = (0,cos6,—sind) .

(Uma orientagdo em A determina a orientagdo em cada uma das componentes de A, dai
esta escolha das parametrizagdes.) Pelo teorema de Stokes, o integral pedido é

27 27
/ dw:/ w:/ (—sin29—2c089)d9+/ (COSQH—QSiHQ)dGZO.
o 0A° 0 0

(b) Jd que 0A° = Cf 1 UCS 2, usando o teorema de Stokes e o facto de « ser fechada, obtém-se

/a—l—/ a:/ a:/ da =0,
Cfl C§2 OA° o

pelo que os integrais indicados sdo simétricos: f o1 = — f co2 Q.
1 2
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Exercicio 29 [exame de Fevereiro de 2001]
Seja A a porcdo do hiperboldide 22 = y? + 22 + 1 na faixa 1 < x < V2.
(a) Escreva uma parametrizagdo de A em termos de uma coordenada angular e de-
screva a orientagdo o de A induzida pela parametrizagdo de OA escolhida.

(b) Use o teorema de Stokes para calcular onzdy A dz onde o é a orientacdo que
escolheu na alinea (a).

Solucgao:

(a) A fronteira de A é a circunferéncia dada pelas equaces © = /2 e y> + 22 = 1.
Uma parametrizacdo de 0A em termos de uma coordenada angular € por exemplo,
g(0) = (V2,cos0,sinf), 6 € [0,27]. A orientacio em DA induzida por g corresponde
a orientacdo de A induzida pela normal unitdria v que aponta para dentro da concavidade
do hiperboldide (em particular, v(1,0,0) = (1,0,0)).

(b) A forma integranda é zdy A dz = d(yzdz). Pelo teorema de Stokes

21 COS3 0 27
/ d(yzdz):/ yzdz:/ cos? 0 sinf df = [— ] =0.
o HA° 0 3

0

Exercicio 30 [exame de Fevereiro de 2001]

Seja A C R™ um dominio regular. Exprima o volume de A como um integral de uma
forma-(n — 1) sobre a fronteira de A.

Solugdo: O volume de A éV,(A) = fA 1dV,, e pode ser escrito em termos de uma forma-n como
fA0+ dxy A ... A dx, onde o é a orientacdo standard em R™. Uma vez que dz1 A ... A dz, =
d(xydzg A ... N\dxy), pelo teorema de Stokes tem-se

Vn(A):Ao+d(x1dm2A...Adxn):/(9Ao+a:1da:2/\.../\d:vn.

Exercicio 31 [8.4-1 do Fleming (pag. 349)]

Paran = 2 e ( = ydx — x dy, verifique a férmula do teorema da divergéncia em R? (ou
teorema de Green) calculando separadamente os integrais de ambos os membros quando o
dominio bidimensional é:

() D ={(x,y): 2* + y* < a*};

(b) D é o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (1,1).

Solucgao:

(a) A normal exterior em 0D é
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Os cdlculos que confirmam a férmula sdo:

((z,y) -v(z,y) =0 = [5,C-vdV1=0

div((z,y) = x———O 0=0 = [pdiv¢dVa=0.
(b) A normal exterior em 0D é

—es para (x,y) sobre o lado de 0 a e; ,
v(z,y) = e1 para (z,y) sobre o lado de ey a e + ey €
62—\;561 para (z,y) sobre o lado de e; +e3 a0 .

Os cdlculos que confirmam a férmula s

sdo
T para (90 y) sobre o lado de 0 a ey ,
C(z,y) - viz,y) =1y para (x,y) sobre o lado de e; a e +es e
_\x/;’ para (z,y) sobre o lado de e; + e a 0
= C-l/dVlz/:vd;E+/ydy+/ ( )\/idt:O
oD 0 0 0 V2
. Oy Ox B . B
dlvg(x,y)—%—a—y 0-0=0 = /DdIVCdVQ—O.
O
Exercicio 32 [8.4-2 do Fleming (pag. 349)]
Seja D o cone sélido em R? com vértice (0,0,1) e base B = {(x,y,0) : 22 +y* < 1}.
Seja ¢ = 22 dx + y*dz. Calcule:
a) [RC-vdVs.
b) [,¢-vdVsonde A= 09D \ B. Utilize o teorema da divergéncia

Solucao:
(a) Sobre B, a normal exterior

év(xr,y,z) = —es, pelo que ((x,y,2) - v(r,y,2) =
usando a parametrizacdo g(r,0) =
Jg(r,0) =r, vem

2m 1 2w 1
/C-l/dng/ / —rzsin20'rdrd9:—/ Sin29d7‘-/ r3dr = —
B o Jo 0 0

Z .
(b) Pelo teorema da divergéncia,

/g.ydvngdivgdvg—/g.ydvng 2 dVy + =
A D B D 4

onde o integral sobre D de 2x € zero por simetria

2
_y e,
(rcos@,rsinf,0),0<r <1,0<6<2m, para B com

)

N




