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Sobre Algebra Exterior

Exercicio 1 [7.1-5 do Fleming (pag. 282)]

Sejam a, b e ¢ covectores-1. Mostre que:
(a+b)ANc=aNc+bAec.

(ka) Nb=k(aAb), se k éum ndmero real.
bAa=—aAb.
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Solugdo: Sejama = Y a;e’, b= bie' ec=> cje/, ondeel,... e" é a base de (R™)* dual
da base standard de R™. Por exemplo, para demonstrar a férmula da alinea (a), calculam-se:

(a+b)Ae = (X(ai+b)e’) A cjel
= > ((a; +bj)cj)e” e

ahctbie = (Daie’) ANy cjel + (3obie') A Y- cjed
= zalc]ej+2bc]ej
= 2 ((ai +bi)cj) e,

onde e = e' N\ €7, e verifica-se que as duas expressdes coincidem. O

Exercicio 2 [7.5-2 do Fleming (pag. 305)]
Avalie os seguintes produtos (para n = 4):
(a) (' +¢€?)-(er+ea),
(b) 612 + €34,

) el?t. (e431 + 3€124),
el —et) A (e2 +et) - (el +2et) A (€% — 2¢?),
onde ¢;; =¢; Nej; e e = e; A\ ej Aey sao vectores-2 e vectores-3 definidos analogamente
aos covectores-2 e covectores-3.

—
o

~

—~

Solucao:

(a)
(€l+€2)'(61+62):el'€1+€1'€2+€2'€1+€2'€2:2.
~—— e N ——
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(b)
612 * €34 — 0.
(c) 34 34 34
et (e431 + 3e124) = el3 . egg1 +3e3t 9y = —1
~— T
-1
(d)

(el —e*) A (e? +e) - (e +2et) A (€2 — 2e%)
— (612 + 614 + e24) X (612 _ 2614 _ 2624)
= 1-2-2 =-3.

Sobre Formas Diferenciais e Derivada Exterior

Exercicio 3 [7.4-2 do Fleming (pag. 295)]
Sejam P, @ e R funcdes com dominio D C R?®. Mostre que

oP 0 OR
d(PdyNdz+ QdzNdx+ Rdx Ndy) = —+—Q+— der Ndy Ndz .
or Jdy 0z
Solugao: Para cada uma das trés parcelas obtém-se
d(Pdyndz) = Ldzadynde,
d(Qdz Adx) = %dy/\dmda: = %dm/\dy/\dz,
dRdzNdy) = YLdzndendy = Ldrndyndz.
Portanto,
P
d(Pdy Ndz+ Qdz Ndx + Rdx Ndy) = 8—+8—Q+8—R de Ndy Ndz .
or Oy Oz

Exercicio 4 [7.4-4 do Fleming (pag. 295)]

(a) Mostre que se w e ( sdo formas diferenciais fechadas, entdo w A ¢ é fechada.
(b) Mostre que se w é fechada e ( € exacta, entdo w A ( é exacta.

Solucao: Seja r o grau da forma w.

(a) Mostra-se que d(w A ¢) = 0:

dwAN )= (dw) N+ (=1)"wA d¢ =0.
~—~— —~—
0 0
(b) Se ¢ € exacta, entdo existe uma forma « tal que ( = do, pelo que

wA(=wAda=(-1)"(dw) N\a+wANda=d((-1)'wAa) .
gl
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Definindo f = (—1)"w A «, tem-se que w A ( = df3, pelo que w A € exacta.

Exercicio 5 [7.4-6 do Fleming (pag. 295)]
Uma funcao real f é um factor de integracdo para uma forma-1 w se f nunca se anula e
fw é exacta. Mostre que se w admite um factor de integracao entdo w A dw = 0.

Solugcdo: Por hipdtese, existe uma fungdo f que nunca se anula e existe uma forma-0 (i.e. uma
fungdo) g tais que

d
fw=dg, ouseja, w:79.
Entao
7r(7) =7 (4(3) )
wAdw=—=ANd|—=|=—=A[d|=]|ANdg)=0
f f f f
porque dg A dg = 0. ]

Sobre Orientacdo

Exercicio 6 [7.5-4 do Fleming (pag. 305)]
Mostre que (e! + e, e? +¢€° e + e el + €7, e? + €b, €3 — ) € uma base para R®. Qual é
a orientacdo desta base?

Solugao: Calcula-se

(el +e) A2+ )N (B +eb)A (e +eP) A (e +eb) A(ed —et)
= e AeASACANSA(—e)+etned Al el ne? Aed
= 2e'neE2AneSNet NS NES
# 0,
onde na primeira igualdade se verificou que todas as outras parcelas sio zero. Logo (e! + e, e? +
ed, e +eb el 465, e? + b e? —et) é uma base de RS com orientacio
—etne2neSnet ned Ael

ou seja, com orientacdo oposta (ou negativa relativamente) a orientagdo standard. O

Exercicio 7 [7.5-6 do Fleming (pag. 305)]
Determine a drea do triangulo de vértices 2e3, e1 — e + 2e3 € €1 + 3es.

Solugdo: Seja P o paralelogramo gerado pelos vectores v1 = (e1 — ea + 2e3) —2e3 = €1 — ey €
vy = (e1 + 3e3) — 2e3 = e1 + e3 e seja A o tridngulo do enunciado.
V3

p 1. 1 1
Area (A) = §Area(P) = §|v1 A vg| = §|€1 Neg—+ep Ney —ea ANeg| = -5
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Sobre Pullback

Exercicio 8 [7.6-2 do Fleming (pag. 309)]
Prove que para quaisquer covectores w € A"(R") e ¢ € A*(R") se tem

L' (WA =L'wAL(C,

onde L : R™ — R™ é uma transformacdo linear.

Solugao: Primeiro verifica-se que, para quaisquer indices 1 < iq,...,i, <n, se tem
L¥e" ' = L*e"" N ... N L .

Para mostrar a igualdade destes dois covectores-r, basta verificar que ambos ddo o mesmo niimero

real quando avaliados em quaisquer r vectores v1,...,v, € R":
(L*ettr) (v, ..., v,) = eltrd (Lvl,...,Lvr)
= det(e" (Lvj)) e
(L*e" A ... AL*e")(vy,...,v,) = det(L*e" (v;))
= det(e” (Lvj)) .

Para demonstrar a férmula para covectores-r arbitrdrios,

s/ -/
W = E wi/sezs € ¢= E Cj/sejs7

onde os indices i's e j's representam multi-indices i1, ... 1. € j1,...,Js, por um lado escrevem-se

Lfw = Zwi/sL*eils (S L*C = Z Cj/sL*ej/s
e calcula-se
L'wALC = YwpCsL e NL*els
= wirsCirgL* € A ... A\ L¥etr AN L*elV A ... N\ L*els
Z 7 st s
e, por outro lado, como

WAC = wiCses NI

L*(wAN(¢) = L* Zwi/sgj/seils Ael's
Zwi’sgj’sL*(ei/s A €j/8) ' ' '
= Y wpsCisL¥e AL ANL¥e NL¥elt N N LFes

tem-se

Exercicio 9 [7.7-1 do Fleming (pag. 311)]
Com g(s,t) = (st,scost,et), g* : Q" (R3) — Q" (R?), determine g*w para:
(a) w=uazdy.
(b) w=ydz A dx.
(c) w=dzxANdyAdz.
(d) w = f (uma forma-0).
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Solucgao:
(a)
g'w =g dg? = std(scost) = st(costds — ssintdt) .
(b)
gw = g¢¥dg* Ndg®

= scostd(e!) Ad(st)

= scost(etdt) A (sdt + tds)

= —stcosteldsAdt .
(c)

g*'w =0 porque qualquer forma-3 em R? € zero.

(d)

g'w = fog= f(st,scost,e') .

Exercicio 10 [7.7-3 do Fleming (pag. 311)]
Para g : R? — R?, g* : O"(R?) — Q" (R?), nocaso r = 1 com w = Mdx + N dy,
determine dw e g*w e verifique que ¢*(dw) = d(g*w).

Solucao: Tem-se
g'w = Mogdg'+ Nogdg®,

d(g*w) = d(Mog)Adg'+d(N og)Adg?
= %—]\gogdgl+%—]\?fogdg2>/\dgl+<%—];70gdg1+%—];70gdg2)/\d92
= %_]X—%—Aj)ogdgl/\df,

dw = (%—g—%—ﬂj)dm/\dy,

g*(dw) = (%_]X_%—A;[>ogdgl/\dg2.

Comparando as expressbes acima, verifica-se que d(g*w) = g*(dw). OJ



