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Sobre Álgebra Exterior

Exerćıcio 1 [7.1-5 do Fleming (pág. 282)]
Sejam a, b e c covectores-1. Mostre que:

(a) (a + b) ∧ c = a ∧ c + b ∧ c.
(b) (ka) ∧ b = k(a ∧ b), se k é um número real.
(c) b ∧ a = −a ∧ b.
(d) a ∧ a = 0.
(e) (a + b) ∧ (a − b) = −2a ∧ b.

Solução: Sejam a =
∑

aie
i, b =

∑
bie

i e c =
∑

cje
j, onde e1, . . . , en é a base de (Rn)∗ dual

da base standard de R
n. Por exemplo, para demonstrar a fórmula da aĺınea (a), calculam-se:

(a + b) ∧ c =
(∑

(ai + bi)e
i
)
∧

∑
cje

j

=
∑

((ai + bi)cj) eij e

a ∧ c + b ∧ c =
(∑

aie
i
)
∧ ∑

cje
j +

(∑
bie

i
)
∧ ∑

cje
j

=
∑

aicje
ij +

∑
bicje

ij

=
∑

((ai + bi)cj) eij ,

onde eij = ei ∧ ej , e verifica-se que as duas expressões coincidem. �

Exerćıcio 2 [7.5-2 do Fleming (pág. 305)]
Avalie os seguintes produtos (para n = 4):

(a) (e1 + e2) · (e1 + e2),
(b) e12 · e34,
(c) e134 · (e431 + 3e124),
(d) (e1 − e4) ∧ (e2 + e4) · (e1 + 2e4) ∧ (e2 − 2e4),

onde eij = ei ∧ ej e eijk = ei ∧ ej ∧ ek são vectores-2 e vectores-3 definidos analogamente
aos covectores-2 e covectores-3.

Solução:

(a)

(e1 + e2) · (e1 + e2) = e1 · e1
︸ ︷︷ ︸

1

+ e1 · e2
︸ ︷︷ ︸

0

+ e2 · e1
︸ ︷︷ ︸

0

+ e2 · e2
︸ ︷︷ ︸

1

= 2 .
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(b)

e12 · e34 = 0 .

(c)

e134 · (e431 + 3e124) = e134 · e431
︸ ︷︷ ︸

−1

+3 e134 · e124
︸ ︷︷ ︸

0

= −1

(d)
(e1 − e4) ∧ (e2 + e4) · (e1 + 2e4) ∧ (e2 − 2e4)

= (e12 + e14 + e24) · (e12 − 2e14 − 2e24)
= 1 − 2 − 2 = −3 .

�

Sobre Formas Diferenciais e Derivada Exterior

Exerćıcio 3 [7.4-2 do Fleming (pág. 295)]
Sejam P , Q e R funções com doḿınio D ⊆ R

3. Mostre que

d(P dy ∧ dz + Q dz ∧ dx + R dx ∧ dy) =

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)

dx ∧ dy ∧ dz .

Solução: Para cada uma das três parcelas obtém-se

d(P dy ∧ dz) = ∂P
∂x

dx ∧ dy ∧ dz ,

d(Qdz ∧ dx) = ∂Q
∂y

dy ∧ dz ∧ dx = ∂Q
∂y

dx ∧ dy ∧ dz ,

d(R dx ∧ dy) = ∂R
∂z

dz ∧ dx ∧ dy = ∂R
∂z

dx ∧ dy ∧ dz .

Portanto,

d(P dy ∧ dz + Qdz ∧ dx + R dx ∧ dy) =

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)

dx ∧ dy ∧ dz .

�

Exerćıcio 4 [7.4-4 do Fleming (pág. 295)]

(a) Mostre que se ω e ζ são formas diferenciais fechadas, então ω ∧ ζ é fechada.
(b) Mostre que se ω é fechada e ζ é exacta, então ω ∧ ζ é exacta.

Solução: Seja r o grau da forma ω.

(a) Mostra-se que d(ω ∧ ζ) = 0:

d(ω ∧ ζ) = (dω)
︸︷︷︸

0

∧ζ + (−1)rω ∧ dζ
︸︷︷︸

0

= 0 .

(b) Se ζ é exacta, então existe uma forma α tal que ζ = dα, pelo que

ω ∧ ζ = ω ∧ dα = (−1)r (dω)
︸︷︷︸

0

∧α + ω ∧ dα = d ((−1)rω ∧ α) .
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Definindo β = (−1)rω ∧ α, tem-se que ω ∧ ζ = dβ, pelo que ω ∧ ζ é exacta.

�

Exerćıcio 5 [7.4-6 do Fleming (pág. 295)]
Uma função real f é um factor de integração para uma forma-1 ω se f nunca se anula e
fω é exacta. Mostre que se ω admite um factor de integração então ω ∧ dω = 0.

Solução: Por hipótese, existe uma função f que nunca se anula e existe uma forma-0 (i.e. uma
função) g tais que

fω = dg , ou seja, ω =
dg

f
.

Então

ω ∧ dω =
dg

f
∧ d

(
dg

f

)

=
dg

f
∧

(

d

(
1

f

)

∧ dg

)

= 0

porque dg ∧ dg = 0. �

Sobre Orientação

Exerćıcio 6 [7.5-4 do Fleming (pág. 305)]
Mostre que (e1 + e4, e2 + e5, e3 + e6, e1 + e5, e2 + e6, e3 − e4) é uma base para R

6. Qual é
a orientação desta base?

Solução: Calcula-se

(e1 + e4) ∧ (e2 + e5) ∧ (e3 + e6) ∧ (e1 + e5) ∧ (e2 + e6) ∧ (e3 − e4)
= e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e5 ∧ e6 ∧ (−e4) + e4 ∧ e5 ∧ e6 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3

= −2e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6

6= 0 ,

onde na primeira igualdade se verificou que todas as outras parcelas são zero. Logo (e1 + e4, e2 +
e5, e3 + e6, e1 + e5, e2 + e6, e3 − e4) é uma base de R

6 com orientação

−e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6

ou seja, com orientação oposta (ou negativa relativamente) à orientação standard. �

Exerćıcio 7 [7.5-6 do Fleming (pág. 305)]
Determine a área do triângulo de vértices 2e3, e1 − e2 + 2e3 e e1 + 3e3.

Solução: Seja P o paralelogramo gerado pelos vectores v1 = (e1 − e2 + 2e3) − 2e3 = e1 − e2 e
v2 = (e1 + 3e3) − 2e3 = e1 + e3 e seja ∆ o triângulo do enunciado.

Área (∆) =
1

2
Área (P ) =

1

2
|v1 ∧ v2| =

1

2
|e1 ∧ e3 + e1 ∧ e2 − e2 ∧ e3| =

√
3

2
.

�
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Sobre Pullback

Exerćıcio 8 [7.6-2 do Fleming (pág. 309)]
Prove que para quaisquer covectores ω ∈ Λr(Rn) e ζ ∈ Λs(Rn) se tem

L∗(ω ∧ ζ) = L∗ω ∧ L∗ζ ,

onde L : R
m → R

n é uma transformação linear.

Solução: Primeiro verifica-se que, para quaisquer ı́ndices 1 ≤ i1, . . . , ir ≤ n, se tem

L∗ei1,...,ir = L∗ei1 ∧ . . . ∧ L∗eir .

Para mostrar a igualdade destes dois covectores-r, basta verificar que ambos dão o mesmo número
real quando avaliados em quaisquer r vectores v1, . . . , vr ∈ R

n:

(L∗ei1,...,ir)(v1, . . . , vr) = ei1,...,ir(Lv1, . . . , Lvr)

= det(eii(Lvj)) e

(L∗ei1 ∧ . . . ∧ L∗eir)(v1, . . . , vr) = det(L∗eii(vj))

= det(eii(Lvj)) .

Para demonstrar a fórmula para covectores-r arbitrários,

ω =
∑

ωi′se
i′s e ζ =

∑

ζj′se
j′s ,

onde os ı́ndices i′s e j′s representam multi-́ındices i1, . . . , ir e j1, . . . , js, por um lado escrevem-se

L∗ω =
∑

ωi′sL
∗ei′s e L∗ζ =

∑

ζj′sL
∗ej′s

e calcula-se

L∗ω ∧ L∗ζ =
∑

ωi′sζj′sL
∗ei′s ∧ L∗ej′s

=
∑

ωi′sζj′sL
∗ei1 ∧ . . . ∧ L∗eir ∧ L∗ej1 ∧ . . . ∧ L∗ejs

e, por outro lado, como

ω ∧ ζ =
∑

ωi′sζj′se
i′s ∧ ej′s ,

tem-se
L∗(ω ∧ ζ) = L∗

∑
ωi′sζj′se

i′s ∧ ej′s

=
∑

ωi′sζj′sL
∗(ei′s ∧ ej′s)

=
∑

ωi′sζj′sL
∗ei1 ∧ . . . ∧ L∗eir ∧ L∗ej1 ∧ . . . ∧ L∗ejs .

�

Exerćıcio 9 [7.7-1 do Fleming (pág. 311)]
Com g(s, t) = (st, s cos t, et), g∗ : Ωr(R3) → Ωr(R2), determine g∗ω para:

(a) ω = x dy.
(b) ω = y dz ∧ dx.
(c) ω = dx ∧ dy ∧ dz.
(d) ω = f (uma forma-0).
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Solução:

(a)
g∗ω = gx dgy = st d(s cos t) = st(cos t ds − s sin t dt) .

(b)
g∗ω = gy dgz ∧ dgx

= s cos t d(et) ∧ d(st)
= s cos t(etdt) ∧ (s dt + t ds)
= −st cos t et ds ∧ dt .

(c)
g∗ω = 0 porque qualquer forma-3 em R

2 é zero.

(d)
g∗ω = f ◦ g = f(st, s cos t, et) .

�

Exerćıcio 10 [7.7-3 do Fleming (pág. 311)]
Para g : R

2 → R
2, g∗ : Ωr(R2) → Ωr(R2), no caso r = 1 com ω = M dx + N dy,

determine dω e g∗ω e verifique que g∗(dω) = d(g∗ω).

Solução: Tem-se

g∗ω = M ◦ g dg1 + N ◦ g dg2 ,

d(g∗ω) = d(M ◦ g) ∧ dg1 + d(N ◦ g) ∧ dg2

=
(

∂M
∂x

◦ g dg1 + ∂M
∂y

◦ g dg2

)

∧ dg1 +
(

∂N
∂x

◦ g dg1 + ∂N
∂y

◦ g dg2

)

∧ dg2

=
(

∂N
∂x

− ∂M
∂y

)

◦ g dg1 ∧ dg2 ,

dω =
(

∂N
∂x

− ∂M
∂y

)

dx ∧ dy ,

g∗(dω) =
(

∂N
∂x

− ∂M
∂y

)

◦ g dg1 ∧ dg2 .

Comparando as expressões acima, verifica-se que d(g∗ω) = g∗(dω). �


