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Sobre Medida Nula

Exercicio 1 Indique justificadamente quais dos seguintes conjuntos tém medida nula:

A={(z,y) e R?| y—smx}

A={(z,y) e R* | 2> +y* < 1};

A= {(z,v, )€R3\x2+y2+22:1};

A={( ,z) eER¥ |2 +y* <1, 2=0}

A={(z,y) eR* |2? +y2 =1 —i——,xgé@,n,meN}.

8
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Solucao:

(@)
(b)
(c)

O conjunto A C R? tem medida nula porque é o grafico da funcio continua f : R — R,

T —sinz.

O conjunto A € o disco aberto de raio 1 e centro na origem. Sendo um subconjunto aberto

e ndo vazio de R?, nio tem medida nula.

O conjunto A é a esfera de raio 1 e centro na origem em R3. Esta esfera pode ser

decomposta em dois graficos de fungdes continuas do disco unitdrio em R? para R: uma

com grafico o hemisfério norte, z = /1 — x2 — y2, e outra com grafico o hemisfério sul,
—/1— 2% —y2. Cada um destes dois graficos tem medida nula (até tem contetido

nulo).

A é um disco no plano z = 0 de R3. Esse plano tem medida nula, logo A tem medida

nula.

Ignorando a restricdo em x, escreve-se A como um subconjunto de um conjunto maior,

A C {@wyerRa?+y2=14+1 nmeN}
- U(n,m)eNQ{(iﬂay) ER? 2?4+ 9% = % 4 %} 7

o qual é uma unido numerdvel de circunferéncias centradas na origem. Cada uma dessas
circunferéncias (é composta por dois graficos de fungdes continuas num intervalo compacto,
logo) é um subconjunto de medida nula em R?. Uma unido numerdvel de conjuntos de
medida nula tem medida nula. Sendo um subconjunto de um conjunto de medida nula, A
também tem medida nula.

O

Exercicio 2 Dé um exemplo de um conjunto limitado de medida nula cuja fronteira n3o
tenha medida nula.
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Solugdo: O conjunto S dos nimeros racionais do intervalo [0, 1] é um subconjunto limitado de R
e tem medida nula porque é numerdvel. A sua fronteira 0S € todo o intervalo [0,1], o qual, sendo
um intervalo ndo degenerado, ndo tem medida nula. 0

Exercicio 3 [5.1-3 do Fleming (pag. 170)
Sejam I; = [0,1] x [0,1] x [0,1] e I, = [3,2] % [0,2] x [~1,2]. Determine o volume de
11U[2 ede[lﬂfg.

Solugdo: Vol(I; Uly) = 5 e Vol(l; N I5) = 3. 0

Exercicio 4 [5.2-4 do Fleming (pag. 180)]
Seja A=A UAU...,onde Ay ={(z,y) 12 = %,0 <y<1}parak=1,2,.... Mostre
que A tem medida nula.

Solucao: A é uma unido numerdvel de rectangulos degenerados, cada um dos quais tem pois
volume nulo. 0

Exercicio 5 [5.2-8 do Fleming (pag. 180)]

(a) Mostre que se A e B sdo conjuntos numerdveis, entdo A U B é numeravel.
(b) Mostre que se B C A e A é numeravel, entdo B é numeravel.
(c) Mostre que se A, Ay, ... sdo conjuntos numerdveis, entdo A;UA,U. .. é numerdvel.

Solucgao:

(a) Um conjunto é numerdvel se € finito ou se tem uma bijeccdo para o conjunto dos naturais
N ={1,2,3,...}. Vai-se demonstrar que AU B € infinito numerdvel no caso em que A
e B sdo ambos infinitos numerdveis. (Os casos em que algum dos conjuntos € finito sdo
semelhantes e ndo mais dificeis.) Sejam f : N — A eg: N — B bijeccées. Entdo a funcdo
h:N — AU B definida por

h(n):{f(g) sen é par

sen é impar

€ sobrejectiva. Como AU B € infinito, conclui-se que existe uma bijeccio N — AU B.

(b) Considera-se o caso em que A e B sdo infinitos. Por hipdtese, existe uma bijeccdo f :
A — N. A restricdo f|p : B — N € injectiva. Como B € infinito, conclui-se que existe
uma bijeccdo B — N.

(c) Considera-se o caso em que os A;'s sdo infinitos. Por hipctese, existem bijeccdes f; : N —
A;. Sejag: N —- NXxN, g(n) = (i(n),j(n)) uma bijeccdo (dada, por exemplo, por um
argumento em ziguezague sobre os pontos de coordenadas inteiras no primeiro quadrante
de R?). Entdo a fungdo h : N — U;A; definida por h(n) = fim)(j(n)) € sobrejectiva.
Como U; A; € infinito, conclui-se que existe uma bijeccdo N — U; A;.

O
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Sobre Integrabilidade

Exercicio 6 [5.4-2 do Fleming (pag. 190)]
Em cada caso, mostre que f é integravel sobre A.
(a) f(x) =2, A=0,d].
(b) f(x) =sini sex#O f(0)=5 A=[-1,1].
(c)
(d)

f

fla,y) =522 A={(z.y): 2| < 1|yl < 1,22 £y}
d) f(x) = 0 se x é irracional ou = = 0, f(x) = % se = £ onde p e ¢ sdo inteiros
sem factores comuns, A = [0, 1].
(e) f(x) =1 se x éirracional, f(xz) =0 se x é racional, A = [a, b].

Solucao: Usa-se os seguintes factos:
— qualquer fungdo limitada e continua num intervalo limitado € integrdvel;
— qualquer fungdo igual q.t.p. a uma fungdo integravel € integravel.

(a) A fungdo f € limitada e continua e o conjunto A é um intervalo limitado.

(b) Em A\ {0}, a funcdo f € limitada e continua. O conjunto A é um intervalo limitado e o
conjunto {0} tem medida nula.

(c) O conjunto A estd contido no quadrado compacto B = {(z,y) : |z| < 1,|y| < 1} A
extensdo de f a B dada por 0 nos pontos da curva x> =y é igual q.t.p. 3 fung:ao 2 +y
a qual € limitada e continua.

(d) Em A\ Q, a fungdo f € identicamente nula. O conjunto A € um intervalo limitado e o
conjunto A N Q tem medida nula.

(e) Em A\ Q, a fungdo f € constante igual a 1. O conjunto A é um intervalo limitado e o
conjunto A NQ tem medida nula.

O

Exercicio 7 Mostre que é integrdvel a funcdo f : [0,1]® — R definida por

sin(zyz) , sez’+y*+22€Q,
f(xv Y, Z) = , .
1, caso contrario.

Qual é o valor do integral f[o s [?

Solucdo: O conjunto de pontos de R? que satisfazem % + y? + 2?> € Q é uma unido numeravel
(indexada pelos racionais ndo negativos) de esferas centradas na origem; cada uma dessas esferas é
um conjunto de medida nula (por ser composta por dois grdficos de fungdes continuas), logo a sua
unido (numerdvel) tem medida nula. Portanto a funcdo f € igual q.t.p. a fungdo constante igual a
1, g:[0,1 - R, g(z,y,2) = 1, V(x,y,2) € [0,1]3. A fungio g é integravel, logo f também é
integravel com o mesmo integral:

/ f:/ g=Vol([0,1]%) =1.
0,112 [0,1]2
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Sobre Integrais Iterados (Teorema de Fubini)

Exercicio 8 Calcule os seguintes integrais:

(a) /xy e dz dy com S = [0,v/In2] x [0,vIn3];
s

(6) [ w2dsdydz com S = {(z.3.2) € (0.2 | y < ).
S

Solugcao: Pelo teorema de Fubini:

(a)
f[O,\/E}X[O,\/E] Ty 612+y2 dx dy = fom fom Ty €x2+y2 dy dz
= (fomxex2 da:) : (fomyey2 dy)
xzx/m y=\/ﬁ
— | Lea? .-
- |:2€ :|a::0 |:2€ ]y:O
. 2-1 3-1 _ 1.
- T2 T2 T 2o
(b)

Jszzdrdydz = f02 f02 Jo xzdydxdz
= (fozzdz) . <f021‘ ngE dydw)

- [5], B

2=0
— 9. [ﬁ}xﬁ _ 16
3 2=0 3

Exercicio 9 Esboce a regido de integracdo e exprima por uma diferente ordem de integracdo
0s seguintes integrais:

1 2x
a)/o i f(z,y) dy dz;

b) /2/30 fx,y) dy du;
/ / /21;: (z,y,2) dzdx dy.
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Solucao:

(a) Considerando a figura abaixo, pela ordem de integracio inversa, o integral é

/:/;f(x,y)dxdy.

(b) Considerando a figura abaixo, pela ordem de integragdo inversa, o integral é

/0%/jf(x,y)dxdy—l—/;/ff(x,y)d:udy.

(c) A equacdo x = /1 — y? representa no plano xy metade da circunferéncia x* + y*> = 1.
A projeccdo da regido de integracdo no plano xy, codificada nos limites dos dois integrais
exteriores, é pois o quarto de disco dado por x,y > 0 e 22 + y?> < 1, compreendido entre
as linhas a grosso na figura seguinte:

A equagdo z = /1 — x2 — y? representa o hemisfério norte (= > 0) da esfera unitdria; a
equacdo z = 2 — x? — y? representa um paraboldide. O corte da regido de integracio no
planoy = 0 é a zona definida por 0 < x < 1 e /1 —22 < z < 2 — 2, limitada pelas
curvas a grosso:

—_

D=
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1V2 =

A regido de integracio € obtida desta superficie no plano xz por revolucio de 90° em torno
do eixo dos zz. Os trocos curvos da fronteira da regido de integracdo estdo representados
na figura seguinte em trés perspectivas; o resto da fronteira € dada por dois pedagos de
plano.

KR

R

TR
i

i

T\

!
rants iy
inag

A regido é simétrica relativamente ao plano © = y (i.e., ela é invariante por troca das
coordenadas x e y). Logo, a partir do integral dado, € simples obter o integral pela ordem
de integragdo dz dy dx (i.e., trocando apenas dx e dy):

1 pV1—22 p2—z2—y2
flx,y,2)dzdydx .
~/0 /O v 1—z2—9y2

Assim se completa uma possivel solugdo do exercicio.
Em alternativa, pode-se considerar os cortes horizontais (i.e., z =constante) para obter os
integrais pelas ordens dx dy dz e dy dx dz.

Y 0<ec<1 Yy 1<c<?2

Vil = 2—c *

Os cortes z = ¢ com 0 < ¢ < 1 sdo quartos de coroa circular (limitados pela esfera e pelo
cilindro): x? +y2 >1—c% ex? +y2 <1, comz,y>0. Oscortesz=ccom1 <c<2
sdo quartos de disco (limitados pelo paraboldide): =2 + y*> < 2 — ¢, com z,y > 0. Por
isso, o integral dado pode ser reescrito, mais complicadamente, como

722 7x2 7x2
Jo (7 [ f(y, 2) dyde + [ [0 f(2,y,2) dydz) dz
V1—22—22 V1=z2

V2-z —z—1z?
+f12 0 ’ fo\/ﬁf(%y,z)dydxdz
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ou, trocando = e y dada a simetria da regido,

fo < V1-22 f\/Tf x,Y, % )d:cdy%—f\l/@fo” 1-y? f(:z,y,z)dxdy) dz

V32 2
+f1 o2 omf(w,y,z)dxdydz.

Exercicio 10 Usando integrais iterados com trés diferentes ordens de integracdo a sua
escolha, escreva (sem calcular) trés expressdes para o volume da porgdo da bola elipsoidal
222 + 2y% + 22 < 8 exterior ao cilindro vertical de raio 1, i.e., pontos satisfazendo também
2yt > 1

Solugdo: Por simetria da regido (a qual parece uma missanga), o volume total é oito vezes o
volume da porgcdo no primeiro octante.

Seja S a por¢do da regido no primeiro octante. A projeccdo de S no plano xy € o quarto de coroa
circular dado por x,y > 0 e 1 < 22 4 y?> < 4 e representado pela zona limitada pelas curvas a
grosso na figura seguinte:

Por invaridncia da regido por troca dos papéis de x e y, obtém-se logo duas expressées diferentes
para o volume pedido:

Vol = 8x < Jo S YR drdy de 4 [7 Y YRR dzdydx)

fl f\/4 Y2 fo\/B 222 —2y2 dzdxdy+f1 Vi—y? fo\/872x272y2 ddedy) .

A intersec¢do do cilindro com o elipsdide (algebricamente dada pela conjuncio das equagdes 1% +
2 =1e22%+2y% + 22 = 8, a qual implica que 2 + 2> = 8) ocorre em z = ++/6. Os cortes
horizontais z = ¢ com 0 < ¢ < /6 sdo quartos de coroa circular dados por

2

2,y >0, 13x2+y2§4—%,
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e representados de seguida:

1 I
I

T
2

|
1 \/4_%

Portanto, outras duas expressées para o volume pedido s3o:

4—
Vi—x

\Ja—Z2 _z2 _z2_
= 8x f)° (folf = " dydx+f1\/4 ’ fo\/4 o dydx) "

Vi

Ja 22 2 4— 22 4_22 2
= 8><f0\/g <f01f 173; Cdedy+ [VF VT da:dy) dz .

Finalmente, aplica-se de novo a estratégia dos cortes para obter as duas ordens de integracido
restantes (talvez aqui as menos convenientes das seis possiveis). O aspecto dos cortes y = ¢ tem

dois casos.

V1—c2 x x

Quando 1 < ¢ < 2, o corte é o quarto de disco elipsoidal dado por z,z > 0 e 222 + 22 < 8 — 2¢2.
Quando 0 < ¢ < 1, o corte é descrito por x > /1 —c2, 2 > 0 e 222 + 22 < 8 — 2¢®. Os cortes
x = ¢ sdo andlogos, trocando os papéis de x e y. Assim, o volume também pode ser dado por

Vol

/ 22 ey R )
8 x <f01 fox/6 \/14——5222 da:dzdy+f12 Jo e Jo B da:dzdy>

_p2_22 Yy _gp2_22
8 x (fol fox/6 fg dy dz dw+f12 A 8207 fomdydz dx) )
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Exercicio 11 [5.5-2 do Fleming (pag. 199)]
Exprima o integral iterado

L rfy) 1
/ / rydrdy , onde f(y) = ml’n{l,lna} ,
o Jo

como um integral sobre um conjunto A € R?, e depois como um integral iterado na ordem
inversa. Calcule-o.

Solucao:

L rf(y) 1 pe®
/ / zydrdy = /ZCde = / / xy dy dz
o Jo A o Jo

_ /lf—%d — _(£+l) —2z $:1_1(1_3—2)
= ; 26 r = 1 86 $:0_8 e

— 2. 1 1
onde A={(z,y) e R*: 0 <z <min{l,In},0 <y <1} g

Sobre Esboco de Regides em R3

Exercicio 12 Esboce a regido de R? compreendida entre os planos
r=0,y=0,2=0ez+y+2z=1.

Descreva os cortes deste conjunto por planos perpendiculares ao eixo Oz (i.e. planos de
equagdo x = const.).

Solucao: A regido € o interior de uma piramide triangular, limitada pelos trés planos coordenados
e pelo plano x +y + z = 1. Essa pirdmide tem vértices nos pontos (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e
(0,0,1), como na figura abaixo. O corte por um plano x = ¢ (com 0 < ¢ < 1) é um tridngulo
paralelo ao plano yz com projeccao nesse plano dada pelas equagcdes y > 0, z >0 ey+2<1—c¢;
representa-se um destes cortes a ponteado na figura seguinte.
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Exercicio 13 Considere a regido A C R? definida por
A={(r,y,2) eR*|0<2<4 -2 +y°), 0<2<1,0<y<1}.

(a) Esboce a regido A.

(b) Descreva detalhadamente as figuras que se obtém por intersec¢do de A com planos
horizontais (i.e. planos de equagdo z = const.).

(c) Descreva detalhadamente as figuras que se obtém por intersecgdo de A com planos
paralelos ao plano xz (i.e. planos de equagdo y = const.) .

Solucgao:

(a) A regido pode ser vista como a interseccdo de duas regides:
— uma descrita por 0 < z < 4 — 2(2 + 2);
—outra descrita por0 <z <1lel0<y<1.

A equacio z = 4 —2(xz% +y?) representa um paraboldide invertido cujo eixo de simetria
€ o eixo dos zz (esta superficie pode ser obtida por revolucdo da parabola descrita por
r=0ez=4—2y* em torno do eixo dos zz).

A condicdo 0 < z < 4 — 2(x% + y?) descreve a regido limitada inferiormente pelo
plano coordenado xy (de equagdo z = 0) e superiormente pelo paraboldide (de equacdo
z=4-2(z*+y?)).

As condigées 0 <z <1 e0 <y < 1 descrevem um prisma quadrangular obtido por
deslizamento, ao longo da direccdo do eixo dos zz, do quadrado unitario no plano xy, de
vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (1,1,0).

Sobre a aresta do quadrado dada por x = 0,0 <y < 1 temos 0 < z < 4 — 2y?, ou
seja, a interseccdo do sélido com o plano coordenado x = 0 € dada pela regido desse plano
limitada por 0 < y <1 e0 < z < 4 — 2y%. Na aresta do quadrado dada pory = 0 e
0 < a <1 obtemos o mesmo resultado substituindo y por x.

Sobre a aresta do quadrado dada por x = 1,0 < y < 1, obtemos 0 < z < 2 — 2y2.
Portanto, a intersec¢do do sélido com o plano x = 1 € dada pela regido desse plano limitada
por0 <y <1epor0<z<2—2y? Na aresta do quadrado dada pory=1e0<z <1
obtemos o mesmo resultado substituindo y por x.

O sdlido tem a forma na figura seguinte:

z

(4,00

012

(10,2

(0,1,0 y

1
1
1
1
1
+
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
!
1
|
i
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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(b) Para 2 < z <4 os cortes horizontais de equagdo z = ¢ =const. sdo quartos de disco, com
raio /2 — ¢/2. O valor do raio € obtido substituindo o valor constante de z na equagdo

do paraboldide: x> 4+ y?> = 2 — z/2. Estes cortes estdo representados a claro na parte de
cima da figura.

Para 0 < z < 2 estes discos comecam a ultrapassar o quadrado e os cortes horizontais
na altura z = ¢ com 0 < ¢ < 2 sdo obtidos pela interseccdo do disco de raio /2 — ¢/2
com o quadrado 0 < x,y < 1. Estes cortes estdo também representados a claro, agora na
parte de baixo da figura.

(c) Os cortes de equacdo y =const. estdo representados pela curva a claro na parte direita da
figura. Sao figuras planas limitadas pelas condicées 0 < x <1 e0 < z < 4 — 2y? — 222,
com y =const. fixo num valor entre 0 e 1.

O

Exercicio 14 Considere a regido A C R? definida por
A={(z,y,2) €ER®|2>0, 2 +2<1, —v+2<1,y+2<1, —y+2z<1}.

(a) Esboce a regido A.

(b) Descreva detalhadamente as figuras que se obtém através da intersecgdo de A com
planos paralelos ao plano yz.

(c) Calcule a area da intersec¢do de A com o plano z +y = 1.

Solucgao:

(a) A regido € o interior de uma pirdmide quadrangular, de vértices nos pontos (0,0,1), (1,1,0),
(-1,1,0), (—1,-1,0) e (1,—1,0), como na figura abaixo.
As faces laterais da piramide sdo determinadas pelos planos x +z =1, —x + z = 1,
y+z=1e—y+z=1. Asua base é o quadrado dado por |z| <1 e |y| <1.

(-1,1,0)
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(b)
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Os cortes obtidos através de planos de equacido x =const. com 0 < x < 1, sdo quadrildteros
limitados pelas linhas x =const. e z = 0; x =const. e z =1 —x; x =const. ey + z = 1;
x =const. e —y + z = 1, para uma constante entre 0 e 1. Para —1 < x < 0 a resposta
€ semelhante, apenas aparecendo a equacdo z = 1 +x em vez de z = 1 — x, uma vez
que agora o corte intersecta o plano —x + z = 1. Estes cortes estio representados pelo
quadrildtero a claro na figura.
Esta intersecgdo estd representada pelo tridngulo a claro na figura. E constituida pelo
tridngulo limitado pelas trés rectas x +y = 1,2 =0, z+z =1,z +y =1, y+ 2z =
1,z +y = 1. Os vértices do triangulo sdo portanto os pontos (1/2,1/2,1/2), (0,1,0) e
(1,0,0). Para calcular a sua drea podemos utilizar a formula habitual: “um meio da base
vezes a altura”. A base tem comprimento /2 e a altura é 1/2, logo a drea serd \/2/4.
Em alternativa, podemos descrever a base do tridngulo através do segmento de recta
(1,0,0) + t(—=1/v/2,1/3/2,0) com t € [0,4/2]. Podemos também observar que as duas
arestas superiores deste tridngulo vertical sdo entdo dadas pelo grafico da fungcdo z(t) com
2(t) =1 —x(t) = t/V2, parat € [0,1/2/2], e com z(t) =1 —y(t) = 1 —t//2, para
t € [V/2/2,v/2]. Logo, a drea da figura também pode ser calculada por

2 v
/2idt+/ <1—i>dt=i:£.
o it UTE) e

Sobre Mudan¢a de Coordenadas

Exercicio 15 [5.9-1 do Fleming (pédg. 220)]
Seja A = {(z,y) : 2°+y* < a*, & > 0}. Calcule [, zy® dV utilizando coordenadas polares.

Solucao: Definindo coordenadas polares onde —m < 6 < m, os pontos do conjunto A sjo os

™

pontos de R? com coordenadas polares r < |a| e —45 < 0 < 5. Pelo teorema de mudanca de
coordenadas para o integral, tem-se

Jpay?dv = f—%% Jo (r cos 0)(r sin 0)*r dr df
=[5, ["rt cosOsin? 0.dr df
2

= f% 2 cos @ sin? 0 db

35

™

— 2 [hsinte))?,

2

Exercicio 16 [5.9-5 do Fleming (pédg. 220)]
Determine o volume de {(x,v, 2) : 22 + y* + 2% < a®,2? + y* > b*} onde a > b.




AMIII A — EXERCICIOS PARA A PARTE II 13

Solugdo: Em coordenadas cilindricas (coordenadas esféricas também seriam uma escolha ade-

quada), o conjunto fica descrito pelas desigualdades b* < p* < a? — 2% e 22 < a? — b.

Volume = [Yo b |27 [V pdpdode = [V [T 4(a? — 2% — 1) dB dz

= a22b227r 2_22_1p)dz = 4—”a2—b2%.
—va2—-b 3

Sobre Volume, Massa, Centrdides e Momentos de Inércia

Exercicio 17 Determine o centréide de A = {(z,y) e R? : o <y < —x e a?+y? < 4}.

Solucao: A regido A € o quarto de disco representado a tracejado na figura seguinte:

Em coordenadas polares, A € descrita pelas condigées = 3T < g < 5T o () < r < 2. Portanto,

Area = [[,ldxdy = f?m [Zrdrde

r=2
(=]
2 r=0

EINE

[[jxdedy = fg,r fo (r cos @)r dr do

g=5= 3 =2
= [sind],_ rﬁr : [%]

r=0
S V)
= 2,
pelo que a primeira coordenada do centrdide é

_ ffA:Cdxdy 8\/5‘

:L‘ = - = —
area 3

Por simetria da regido relativamente ao eixo dos xx (reflexdo vertical), a segunda coordenada do
centrdide é y = 0. Conclui-se que o centrdide de A é o ponto

(59
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Exercicio 18 Calcule o volume do sélido limitado superiormente pela esfera 22 +3%+22 =5
e inferiormente pelo paraboldide 22 + 12 = 4z.

Solucao: As equacdes algébricas que traduzem a curva de interseccdo da esfera com o paraboldide
sdo dadas pela conjungdo das equagbes dessas superficies:

{x2+y2+z2:5

9 9 = 224+42-5=0 = z=louz=-5.
T4y =4z

Deduz-se que a interseccdo da esfera com o paraboldide ocorre na circunferéncia descrita por z = 1
e 2 4+ y?> = 4. A projecccdo do sélido no plano xy é o disco de raio 2 centrado na origem
22 +y? < 4. Em coordenadas cilindricas, o paraboldide fica com equacdo p? = 4z e a esfera com
equacdo p? + 2% = 5, pelo que o sélido é o conjunto dos pontos (pcos®, psinf, z) satisfazendo

2
0<p<2,0<0<2rm e ngzg 5—p2.

O volume do sdlido é:

Volume = 02“ fOQfV 5_p2pdz dp db
3
= 2m [} ( - p? —%) dp
47 p=2
= 2 [-36- )i - ]
p=0
= 2Z(5V5-14).

Exercicio 19 Considere o sélido
B={(r,y,2) eR® : 1<’ +3y<2e 0<2<2— (2" +4°)} .

(a) Descreva B em coordenadas cilindricas.

(b) Calcule o volume de B.

(c) Supondo que B é homogéneo, i.e., com densidade de massa constante k, calcule,
em funcao de k, o momento de inércia de B em relacdo ao eixo definido por z = 1

e z=0.
Solucgao:
(a)
Bz{(pcos@,psin@,z)eR?’ : 1§p§\/§, 0<0<2mr e0§z§2—p2}.
(b)
2
Volume (B) = OQWflﬁ 027’) pdzdpdo
= 27 flﬂ (2p—p:\3)dp
_ B
2m |:p 4]p:1

= 2r(2-1-1+1)

5 -
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(c) O quadrado da distancia de um ponto (x,y,z) drectaz =1ez=0¢&d* = (v —1)2+22,
pelo que o momento de inércia pedido é

I = fl f2 4 k((peost —1)2 + 2%) pdzdpdf

= nd p2cos? 0 —2p? cos O + p + pz?) dzdpdb

1
= k:fl 0 (7Tp3+27rp+27rpz2) dzdp
= kﬂflﬁ( — %+ 4p — 293 + 2pF ) ))dp
V2

= km [—%+2p2— %(2—p2)4]p

— kllﬂ' =1
12

onde na terceira igualdade se usou que o integral sobre [0, 27] de cos 6 € zero e o de cos? f
é 7 (i.e., metade do integral de cos? 6 + sin?0).

O

Exercicio 20 Calcule a massa do sélido limitado pelo elipséide 7> Sy 51 —i— z — 1, sabendo
que a sua densidade de massa é

s z

Solugao: Convém utilizar coordenadas “elipsoidais”, i.e., uma adaptacdo das coordenadas esféricas
a este tipo de simetria:

x = arsin pcosf

y = brsinpsinf

Z=Ccrcosy .
Notando a relacdo desta mudanca de coordenadas com a das coordenadas esféricas, deduz-se que

o seu jacobiano é —abcr?sinp. A bola elipsoidal fica descrita pela condicdo p < 1 e a densidade
de massa em cada ponto é r?. A massa do sélido é dada pelo integral

Massa = fff ldx dydz
= fo fol r2| — aber? smgo]drdcpd@
= 27Tabc fo smgodgo fo rddr
2mabe - 2 -
= 57T(1bC

Exercicio 21 [5.5-4 do Fleming (pdg. 199)]
Determine o volume de

{(@y,2) |2l + [yl + (2] <2, J2] < 1yl < 1}

Solucao: Uma vez que o sélido é simétrico por reflexdes relativamente aos trés planos coordenados
(x — —x,y — —y e z— —z), o seu volume € oito vezes o volume da porcdo do sélido no primeiro
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quadrante (onde x,y,z > 0):

1 r1 p2-a—y 1 1 13
Vo/ume:8/ / / 1dzdydx:8/ /(2—x—y)dydx:8/ (z —x)dr =8.
o Jo Jo o Jo 0 2

O

Exercicio 22 [5.8-4 do Fleming (pag. 216)]
Seja B um conjunto compacto, T o seu centrdide e g uma transformacao afim. Mostre que
g(Z) é o centrdide de g(B).

Solugdao: Uma transformacio afim g : R™ — R™ é da forma g(x) = xo + L(z) onde x¢y € um
vector fixo de R™ e L é uma transformacdo linear. Seja M a matriz que representa L na base
standard de R" e sejam g',...,g" as fungdes coordenadas de g. A jacobiana de g é dada por
g (x) = M, Vz € R". O centrdide de B € o ponto
:<fB:C1dV fB:C”dV>
[gladV JpldV
O centrdide de g(B) € o ponto
1
- (fg(B)J: av fg(B)x”dV>
fg(B) 1dV fg(B) 1dV
Aplicando o teorema de mudan¢a de coordenadas a estes ultimos integrais, obtém-se
_ [ g'l det M| dV J5 9" | det M| dV
vy = ( fB|detM|dV o fB\detM|dV )

fBgldV fBg"dV

= ()

_ fB(xcl)JrLl)dV fB(%UFLn)dV
Jpdv T Jpav

B [y LY dV [, L dV
= (@h o) + (B )

n zldVv ™ dV
=(%M%H4%wwwﬁw)

= xp +L(f) ,

onde na pentltima igualdade se usou a linearidade do integral. U



