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Sobre Topologia em R"

Exercicio 1-14 do Spivak [conjuntos abertos]

Prove que qualquer unido de conjuntos abertos (mesmo que sejam infinitos conjuntos) é
sempre um conjunto aberto. Prove que a interseccao de dois conjuntos abertos, e portanto
também para qualquer interseccao finita de abertos, é ainda um conjunto aberto. Apresente
um contra-exemplo para o caso da interseccao de infinitos conjuntos abertos.

Solucao: Dizer que um ponto x estd numa unido de conjuntos abertos U;c1 A; quer dizer que x
pertence a pelo menos um desses A;'s; chame-se Ag a um aberto da unido que contém x. Como
Ao € aberto, hd um rectdngulo aberto R tal que x € R C Ag. Mas entdo o rectingulo aberto R
satisfaz x € R C U;crA;. Para cada x € U;c1A; obtém-se um rectangulo nestas circunstancias,
portanto conclui-se que U;c1A; € aberto (qualquer que seja o conjunto de indices I).

Para mostrar que a interseccido A N B de dois abertos A e B € aberta, hd que verificar que
qualquer ponto x € AN B tem uma vizinhanga rectangular contida em AN B. Como A € aberto
ex € A, existe um rectingulo aberto R tal que x € R C A. Como B ¢é aberto e x € B, existe
um rectdngulo aberto S tal que x € S C B. Ora a interseccdo dos rectingulos R e S € ainda um
rectangulo aberto (verificar!) contendo x e esse rectingulo interseccdo estd contido em AN B.
Por inducdo, pode-se mostrar que qualquer interseccio finita de abertos é um aberto.

Uma interseccdo infinita de abertos pode ser um conjunto ndo aberto. Por exemplo:

Ao

Exercicio 1-16 do Spivak [interior, exterior e fronteira]
Determine o interior, o exterior e a fronteira dos conjuntos

A={zecR":|z| <1}, B={z €R":|z| =1}, C={x € R": cada 2’ é racional }.

Solucdo: Para A (o disco fechado de raio 1 centrado na origem) tem-se
IntA={zeR":|z| <1}, ExtA={xeR":|z| >1}, 0A={zeR":|z| =1}.
Para B (a cirunferéncia de raio um centrada na origem, a qual é um conjunto fechado) tem-se

IntB=10, ExtB=R"\B={zeR":|z|#1}, O0B=B={zecR":|z|=1}.
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Para C' (o conjunto dos pontos de R™ que tém todas as coordenadas racionais) tem-se
IntC =0, ExtC =10, oC =R" .

Exercicio 1-10 do Spivak [transformacdes lineares]

Para uma transformacdo linear 7' : R™ — R™ mostre que existe um numero M tal que
|T'(h)] < M|h| para todo o h € R™.

Sugestdo: Estime |T'(h)| em termos de || e das entradas da matriz
que representa T

Solugcdo:  Se (a;j) € a matriz que representa a transformacdo T' e A é o maximo dos |ajl|’s,
entdo, usando a desigualdade triangular e o facto de qualquer coordenada h’ de um vector h ser
em maodulo menor do que a norma desse vector, obtém-se:

T = > aihles| <> laghie = lay|-[W| <Y AW <> A-|h| <m-n-A-|h|
ij ij ij i ij

pois o somatdrio tem m - n parcelas. Tome-se M =m -n - A. O

Exercicio 1-25 do Spivak [continuidade]
Prove que uma transformacao linear 7' : R” — R™ é continua.

Sugestdo: Exercicio anterior.

Solugao: Dado ¢ > 0 qualquer, escolha-se § = ﬁ onde M é como no exercicio 1-10 (assume-se

que M > 0; se for M = 0, entdo T é a transformacido que leva todos os vectores para o vector
zero, e nesse caso a continuidade € trivial). Assim tem-se

€ €
eyl <d=5 = [T@)-TWI=T@-yl<Mz-yl<Mi=M_=c.

Sobre Derivacao de Fungdes R™ — R™

Exercicio 2-1 do Spivak [continuidade vs. diferenciabilidade]
Prove que se f : R" — R™ ¢ diferencidvel em a € R", entao f é continua em a.

Sugestdo: Exercicio 1-10 do Spivak (acima).

Solucao: Seja T a derivada de f no ponto a. Como, se uma fraccio tende para zero, entdo o
seu numerador tem que ir para zero, tem-se

o f(at B) — fla) = T()
h—0 ‘h’

=0 = lim[f(a+h)— fla) — T(h) =0
— lim(f(a+h) ~ f(a) = lim T(h) =0

—0
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onde a dltima igualdade segue do exercicio 1-10 (ou da continuidade de T provada no exercicio
1-25). Il

Exercicio 2-6 do Spivak [falha de diferenciabilidade]
Seja f : R? — R definida por f(x,y) = +/|ry|. Mostre que f n3o é diferencidvel em
(0,0).

Solugdao: Uma vez que f(x,0) =0, Yz e f(0,y) = 0, Yy, as derivadas parciais de f em ordem
ax e avy sao zero no ponto (0,0). Se f fosse diferencidvel em (0,0), entdo a sua derivada seria
dada pela matriz jacobiana

of of
%(070) a_y(ovo) :[0 0]7

pelo que a derivada seria zero. No entanto, pondo a derivada igual a zero na expressdo do limite
envolvido na definicdo de derivada, e escolhendo a direccdo da diagonal positiva para h, tem-se

fhh) = FO.0 =0 VIR B

im = lim =lim ——=—,
(h.h)—0 |(h, h)] h=0VhZ+h2 h=0hlV2 V2
o que n3o € zero como deveria ser se f fosse diferencidvel em (0,0). U

Exercicio 2-10 do Spivak, (a)-(c) [calculo de derivadas]
Use regras para o cdlculo de derivadas para determinar D f de:
(a) f(z,y,2) =2,
(b) f(x,y,2) = (a¥,2) ,
(c) f(z,y) =sin(zsiny) .

Solucgao:

(a) Escreve-se f como composicdo de fungbes elementares:
flx,y,z) =2Y = eyne — exp op (ln owl(a:,y,z),WQ(l‘,y,z))

onde expx = e é a exponencial, p(x,y) = z -y € a fungdo produto e T é a projeccdo na
i-ésima coordenada. Usando a regra da cadeia para a derivada da composta e usando o
conhecimento das derivadas das fungbes elementares exp, p, In, w1 e 72, obtém-se que a
derivada de f no ponto (z,y, z) segundo o vector (h,k,l) €

(Df(z,y,2)) (h,k,1)

— (Dexp(ylna)) oDp(y, Inz) o | Dr’(z,y, 2), DIn(x) o Dr'(2,y,2) | (h k1)
~—_—— ~—_—— —— ~—

eylnz w2 1 pat
T

1
— Lylhnz — y—1 y
= e Dp(y,ln x)(k:, h) yr¥="h + (ln x)a: k.

xY

1
(Inz)k+yzh
Matricialmente,

h h
Jf(x,y,2) | k | = [ya¥! (Inz)xY 0] | &
l l
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ou seja, a matriz jacobiana é J f (z,y,z) = [ya¥~! (Inz)z¥y 0].

(b) Chamando agora g(z,y,z) = Y a fungdo da alinea anterior, tem-se
flxy,2) = (g9(2,,2), 7 (2,9, 2)) -
Logo,

Df(x,y,2) = [ 5753((232) } ’

pelo que

TF(wy,2) = [ ya:g—l (lnﬂé)xy (1) }

(c) Em termos de composicdo de funcées elementares, tem-se

f(z,y) = sinop (x'(z,y), sinon?(z,y)) .

A derivada no ponto (x,y) segundo o vector (h,k) é

(Df(z,y)) (h, k)

= | D(sin(zsiny)) | o Dp(z,siny) o | Dxl(x,y), Dsiny o Dx?(z,y) | (h, k)
—_—— ——— N — —

cos(z siny) al cosy 2

= cos(zsiny) Dp(z,siny)(h, (cosy)k) = cos(zsiny)(siny)h + cos(zsiny)x(cosy)k .

(siny)h+z(cosy)k

Matricialmente,
h . . . h
Jf(z,y) el = [cos(z siny)(sin y) cos(x siny)x(cos y)] A
ou seja, @ matriz jacobiana € J f(x,y) = [cos(zsiny)(siny) cos(z siny)x(cos y)].

O

Exercicio 2-17 do Spivak, (d)-(f) [calculo de derivadas parciais]
Determine as derivadas parciais das seguintes funcoes:

(d) f(z,y,2) = siri(x sin(ysin z)) ,
(e) fz,y,2) =av |
(f) f(z,y,2) = a¥**

Solucao: Aplica-se a regra da cadeia.

(d)
% = cos(zsin(ysin z)) sin(y sin z)
g—i = cos(zsin(ysin z))z cos(y sin z) sin z
af  _

3> = cos(zsin(ysin z))x cos(y sin z)y cos z
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(¢)
g—g = (Inz)z¥ zy* !
% = (ma)e¥ (Iny)y*
(f)
0 _
o= (y+a)avt?
g—g = (Inz)x¥t?
% = (lnz)z¥+?

Exercicio 2-18 do Spivak [calculo de derivadas parciais]
Ache as derivadas parciais das seguintes funcoes, onde g : R — R é continua:

@) flay)=[""g .
(b) flz.9)=["9g .
() flz,y)=[,"9g

(d) fla,y)= [P 9g .

Solucdo: Usa-se a regra da cadeia e o teorema fundamental do cdlculo (8% [Fg=g(x))

@) HE=g@+y) e F=g@+y
(b) =g e F=-g
(c) H=yglazy) e GL=wglay

(d) g =0 e H=9l] 99
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Exercicio 2-24 do Spivak [segundas derivadas parciais diferentes]
Defina f : R? — R por

xnyJrZ (x7 y) % O ’
T,y) =
f(z,y) {0 (x D=0
(a) Mostre que g—i(x,O) x para todo o z e que 3 (0 y) = —y para todo o y.
(b) Mostre que 815;(0,0) 3y a:B(O 0).

Solucao:

2

(a) Para x # 0, calcula-se g (z,0) aplicando as regras habituais a expressdo xy +z :

o . ) 2_,2
greo - [3 ()]
_ —2y(@?+y*)—2y(z*—y?)
B [ 2+y2 Ty (@2+y7)? y=0
= .
Para x = 0, tem que se calcular 2 e L £(0,0) pela definicdo:
of (0,0) = lim SO0~ J0.0) _ 020
Ay h—0 h h—0

Conclui-se que 6yf(x 0) = x, Vz. De modo andlogo, obtém-se que

U o=y pravto e  Zroo-=o,

pelo que 3L f(0,y) = —y, V.

(b)
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Exercicio 2-32 do Spivak [diferenciabilidade sem derivadas continuas]

(a) Seja f : R — R definida por
22 sin x#0,
J(@) = {0 x=0.

Mostre que f é diferencidvel em 0 mas que a derivada f’ n3o é continua em 0.
(b) Seja f : R? — R definida por

2?2 + y?) sin ——— T, 0,
f@w)z{( ty)sin——— (2y) #
0 (r,y) =0

Mostre que f é diferencidvel em (0,0) mas que as derivadas parciais de f n3o sdo
continuas em (0, 0).

Solucao:

2 1

(a) Para x # 0, calcula-se f'(x) aplicando as regras habituais a expressio x*sin < :

1
f(x) = 2xsin — — cos — .
x x

Para x = 0, verifica-se que f € diferencidvel e calcula-se f'(0) pela definicdo:

o) — i T = FO) _ Wsing
70 = i S — i S8 — o

1
h sin E) =0,
onde a dltima igualdade segue do facto de o produto de uma fun¢io limitada por uma
fungdo que tende para zero ser uma fungdo que tende para zero. Como lim, o f'(z) =
—limgz_o cos% ndo existe, conclui-se que f'(x) ndo é continua em 0.

(b) Para (z,y) # (0,0), calculam-se as derivadas parciais % e g—i aplicando as regras habituais
1

3 expressdo (x2 + y?)sin .

24y
o= (7, y) x sin T e cos T
ﬂ = i L - 4 :
Oy (.73, y) 2y S \/552+y2 \/x2+y2 o8 \/SCQerQ '

Para (x,y) = (0,0), calculam-se as derivadas parciais % e g_@j; pela definicdo

— . h?sin . .
%(0’ 0) = limpo w = limp,_o — Pl = limy (h sin ﬁ) =0
h2 sin =

e aproveita-se estes calculos para mostrar, pela definicio, que f € diferencidvel em (0,0)
com derivada a transformagao linear O:

lim |f(h7k)_f(0>0)_0h_0k|: lim <~/h2+k28in
(h,k)—(0,0) |(h, k)| (h,k)—(0,0)

1
Ny k2> B
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Como

of 1
lim —(z,y) = lim
(a:,y)—>(0,0) ai( y) (il?,y —>(0 0) (1 / 1‘2 _|_ y A /x2 + y2>

af 1
lim —(x,y)=— lim
(2,y)—(0,0) 8y( v) (z,y)—(0,0) (x/aﬂ + y? \/3:2 + y2>

ndo existem (por exemplo, tomando y = 0 na primeira expressao, tem-se que lim,,_,q+ cos |%|

ndo existe), conclui-se que %(m,y) e g—g(x,y) ndo sdo continuas em (0,0).

O

Sobre os Teoremas da Funcdo Inversa e da Fungdo Implicita

Exercicio [teorema da funcao inversa]
Prove que o sistema
u =
v =

?;invertl'vel nalguma vizinhanga do ponto (x,y) = (1,2). Calcule as derivadas %(2,2) e
24(2,2).
oy \™?

gl 8

Solugdo: Considere-se a funcdo de classe C'' no seu dominio {(x,y) € R? | = # 0},

Y
Flary) = (w,0) = (o, L)
A jacobiana de f €
du  Ou y
e =G | =|
or Oy
a qual no ponto (z,y) = (1,2) tem determinante

8= 8

21

detJf(l,Z):det{_2 1 } =4+#0.

Pelo teorema da funcdo inversa, conclui-se que f € invertivel numa vizinhanga do ponto (1,2), ou
seja, que o sistema dado € invertivel numa vizinhanga de (1,2).

A jacobiana de f~1(u,v) = (z,y) no ponto (2,2) = f(1,2),
JfF
€ a matriz inversa da jacobiana de f em (1,2),

[8x22) 8x22:|’
fu(1,2) 2v(1, 2)] _[

%4 9 2) % (5 2)
-1
[7f(1,2)] 7" = [ 9u (1, 9) aU(l 2) ] - [

donde se conclui que 8”L’(2 2) = —1 e que au(2 2) = O

21
-2 1

N[ | =
D[ = =
—_
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Exercicio [teorema da fun¢ao implicital]
Mostre que o subconjunto de R? definido pela equacio

yx + cosx + sin(xy) = cos 1

pode ser representado, nalguma vizinhanga do ponto (1,0), pelo grafico de uma fungdo
y = f(x) de classe C'. Calcule a derivada f'(1).

Solucdo: Considere-se a funcio de classe C'' no seu dominio R?,

F(z,y) = yx + cosx + sin(zry) —cos 1 .

Como %—5(3:, y) = x + x cos(zy), tem-se que %—5(1, 0) =2 # 0. Pelo teorema da fungcdo implicita,

conclui-se que a equagdo dada F(x,y) = 0 tem, numa vizinhanga de (1,2), uma solugdo dada por

uma fungdo de classe C', y = f(x), ou seja, que os pontos que satisfazem a equacdo dada sdo
localmente os do grafico deste f.

A equagdo F(x, f(x)) = 0 vale em toda uma vizinhanca de x = 1. Derivando-a pela regra da
cadeia (derivada da fungdo composta), obtém-se que nessa vizinhanga

i.e., que
(f(z) —sinz + f(z) cos(z f(2))) + (z + z cos(zf(2))) f'(z) =0,
oque quandox =1e f(x)=0dd

—sinl42f/(1)=0 = f’(l):Sigl

Exercicio 4.5-1 do Fleming (pag. 147) [teorema da funcao inversa]

Determine se det Jg(z) # 0 para todo o © € A. Determine a imagem g(A). Se g for
bijectiva, determine ¢g~! explicitamente.

)= (s> — s —2)e; + 3tey, A =R
; = (s2 — ?)e, + stes, A =R\ {(0,0)}.

= (Inst)e; + ﬁeg, A={(st):0<t<s}.

Solucao:

(a) det Jg(t) =1, Vt € R™. O jacobiano de g nunca se anula.
A imagem € g(R™) = R™.
g € bijectiva com inversa g~ 1(x) = x — xq.

(b) det Jg(s,t) = —3, V(s,t) € R2. O jacobiano de g nunca se anula.
A imagem é g(R?) = R2,
g € bijectiva com inversa g~ (z,y) = (z + 2y,z — ).

(c) det Jg(s,t) = 6s — 3. O jacobiano de g anula-se sobre a recta s =
A imagem é o semi-plano g(R?) = {(z,y) € R? : z > —3}.
g ndo é bijectiva; por exemplo, g(0,0) = g(1,0).

1
5




10 AMIII A — EXERCICIOS PARA A PARTE |

(d) det Jg(s,t) = 2s% + 2t2. O jacobiano de g nunca se anula em R? \ {(0,0)}.
A imagem € g(R?\ {(0,0)}) = R*\ {(0,0)}.
g ndo é bijectiva porque g(s,t) = g(—s,—t), Y(s,t).

(e) det Jg(s,t) = —m. O jacobiano de g nunca se anula.
A imagem é g(A) = {(z,y) ER?: 0 <y < 3¢ "}.

g € bijectiva com inversa g~ (x,y) = 4(a+b,a—b), onde a = ,/é +2e%eb= ,/é — 2e”.
O

Exercicio 4.6-1 do Fleming (pag. 152) [derivadas da fungdo implicital]
Para F' de classe C? com F(z,¢(z)) = 0 e %—i(x, o(x)) # 0, Y, determine expressdes
para ¢' e ¢".

Solucao:
2
OF \“ 0 oF OF OF 0 9F | (9F\2 9 9F
: o (x, 6(x)) ’ (35) &% 25585+ () 5%
Qb(aj):_aF € ¢($)—_ 3
2 (1, 6(x)) o
onde a dltima fracgdo deve ser avaliada no ponto de coordenadas (x, ¢(x)). U

Exercicio 4.6-3 do Fleming (pag. 152) [teorema da func¢ao implicita]
Seja F: R* 5 R? F = (f,g) com f(z) = (2%)?+ (z*)? —2z'2® e g(x) = (z?)3 + (a*)®* +
(x')3 — (2?)3. Sejaa = (1,—1,1,1).
(a) Mostre que as hipdteses do teorema da fungdo implicita sio satisfeitas para expressar
(x!, 23) implicitamente em func3o de (22, z%) perto de a.
(b) Chame-se (¢,7) : R? — R? i funcdo de (z?,z*) definida implicitamente pela
equacao
F(z', 2%, 2% 2% =0
com ¢(—1,1) =1 e ¢)(—1,1) = 1. Chamando (z,y) a (22, z*), de acordo com a
definicdo de F' tem-se

2 +y? = 20(z, y)Y(z,y) =0 e
24y + (0(r,9)) — (V(x,9))* =0

para todo o (x,y) suficientemente préximo de (—1,1). Determine as derivadas
parciais de primeira ordem de ¢ e 1) no ponto (—1,1).

Solucao:

(a) A funcdo F €é continuamente diferencidvel em R* com F(1,—1,1,1) = 0 e a matriz das
derivadas parciais das coordenadas f e g de F' em ordem a x' e x?,

o5 2L —22% 2z
M = 8 1 a 3 :| _= |: z 5
[ % % 3(z1)? —3(a?)?
6

tem determinante det M (z*, 22,23, 2%) = 6[(z')® + (23)3] diferente de 0 no ponto a =
(1,-1,1,1).
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(b) Tomando as derivadas parciais das equagcdes componentes de F(p(x,y), x,¥(x,y),y) =0,
ou seja, tomando as derivadas parciais de

{ f(o(z,y), z,9(x,y),y)
g(o(z,y), 2,9 (2, y),y)

0
0

9

em ordem a x, obtém-se

2z — 2824 — 299 _0
32 +3¢2‘9¢’ ¢2

donde avaliando no ponto (—1,1) sai
{ —2-2%(-1,1) - 2%%(~1,1) =0 { % 1 1) =—1
3+3‘9¢’( 1) — 3‘%( 1) =0, W(-1,1)=0.

Tomando as derivadas parciais das equacées componentes de F(¢(x,y),x, ¥ (x,y),y) =0
em ordem a y, obtém-se

{ — 292y — 2¢9¢ =0
26¢>_ 2 _
3y% + 36752 — 3y25L =0,

donde avaliando no ponto (—1,1) sai

2-2%8(-1,1) = 28%(~1,1) =0 22(-1,1) =0
{3+3¢>23¢( 1) — 3‘%}( =0, o 1,1) =

Sobre Variedades

Exercicio [variedade como conjunto de nivel]
Considere o conjunto

X ={(z,y,z,w) eER* | 2* +9° =1, > +w* =1}

(a) Mostre que X é uma variedade de dimens3o 2.
(b) Determine o seu espago tangente e o seu espago normal no ponto (1,0, 1,0).

Solucao:

(a) O conjunto X € o nivel zero da fungdo
F:R*=SR?, F(z,y,z,w) = (2 +y> - 1,22 +w? —1).
A matriz jacobiana desta fungcdo é

2 2y 0 O

JF(z,y,2,w) = 0 0 2z 2w

a qual tem caracteristica 2 (i.e., tem as duas linhas linearmente independentes, i.e., tem
duas colunas linearmente independentes, i.e., representa uma transformagao linear sobre-
Jectiva, etc.) em todos pontos de X (a matriz JF(x,y,z, w) s6 ndo tem caracteristica 2
no ponto (0,0,0,0) que ndo pertence a X ). Logo, X € um nivel regular de F'. Conclui-se
que X € uma variedade de dimensdo 4 — 2 = 2.
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(b) O espaco tangente a X no ponto (1,0,1,0) € o nicleo de JF(1,0,1,0), enquanto que
1

o espaco normal a X no ponto (1,0,1,0) € o subespaco de R* gerado pelas linhas de
JF(1,0,1,0). Ora,

0

0

(T(I,O,I,O)X)J_ = {0(1,0,0, 0) + b(0,0, 170) | a7b € R} = {(a707b7 0) ‘ aab € R} .

e - [2 0

pelo que o espago normal é

e o espaco tangente (que € o complemento ortogonal do anterior) é

T(I,O,I,O)X = {a’(07 17 07 O) + b(07 07 Ou 1) ’ a, b € R} = {(07 a, 07 b) | a, b € R} .

Exercicio [variedade como grafico]
Seja M a variedade em R? dada pelo gréfico da fungdo f | — 5,2[x] — 5,3[— R,
f(z,y) = sinz + cosy.

(a) Determine a dimens3o de M.

(b) Determine o seu espago tangente e o seu espago normal no ponto (0,0, 1).

Solucao:

(a) Sendo o grifico de uma fungio de classe C'! definida num intervalo de R? e com valores
reais, o conjunto M € uma variedade de dimensao 2 em R3.
(b) A variedade M é parametrizada por

91 =550 - 5.5 R . g@y) = (@ysina+cosy)
Esta parametrizacdo tem matriz jacobiana
1 0
Jyg(x,y) =1 0 1
cosr —siny

O ponto (0,0,1) é a imagem de (0,0) por g. O espago tangente a M no ponto (0,0,1) é
o subespaco de R? gerado pelas colunas de Jg(0,0), enquanto que o espaco normal a M
no ponto (0,0, 1) € o niicleo de Jg(0,0)t. Ora,

S = O

1
Jg(0,0,1) = | 0
1

pelo que o espaco tangente é
T(O,O,I)M = {a(laoa 1) + b(07 170) | a, be R} = {(CL, b> a) | avb € R} )
e o espaco normal (que € o complemento ortogonal do anterior) é

1
(ToyM)™ ={(c,0,—¢) [ c € R} .



AMIII A — EXERCICIOS PARA A PARTE | 13

Exercicio 4.7-2 do Fleming (pag. 159) [plano tangente a conjunto de nivel]

(a) Mostre que, para ¢ # 0, o hiperboldide 2% + y? — 42* = ¢ é uma variedade de
dimens3o 2. Serd que o cone x% + y? = 42 também é uma variedade?
(b) Determine o plano tangente ao hiperboldide 2%+ y? —4z% = 1 no ponto (2, —1,1).

Solucao:

(a) A jacobiana da fungdo g : R?® — R, g(z,y,2) = 2% +y? — 422 — ¢,
Jg(l‘,y, Z) = [2‘/1: 2:‘/ - 8Z] )

tem caracteristica maxima (i.e., g'(z,y,z) # 0) se e sé se (x,y,z) # 0. Ora, para ¢ # 0,
a origem ndo pertence ao conjunto X = {(x,y,z) : g(z,y,z) = 0}. Conclui-se que, para
c# 0, X € uma variedade de dimensido 3-1=2.
O cone (caso ¢ = 0) ndo é uma variedade de dimensdo 2 porque o seu vértice ndo tem
qualquer vizinhanca em R? onde o cone seja o grdfico de uma funcdo continuamente
diferencidvel.

(b) Como o vector com entradas dadas por Jg(2,—1,1) para a fungdo g da alinea anterior, o
chamado gradiente de g nesse ponto,

gradg(27 _17 ]-) = (47 _27 _8) )

gera o espago normal ao hiperboldide nesse ponto, a equagdo do plano tangente (i.e., do
plano paralelo ao espago tangente a (2,—1,1) passando no ponto (2,—1,1)) é

((J:’:U?Z) - (27 _1’ 1)) ’ (47 _27 _8) =0 y

ou seja,
2 —-2)—(y+1)—4(z—-1)=0.

Exercicio 4.7-3 do Fleming (pag. 159) [variedade como conjunto de nivel]
Seja M = {(x,y,2) : 2y =0, 22 +y*+ 2% = 1,2 # £1}. Mostre que M é uma variedade
de dimens3o 1 e descreva-a ou esboce-a.

Solugao: Uma vez que vy =0 < x =0 ouy =0, o conjunto M € a unido de M1 = {(0,y, 2) :
yP+ 22 =1,2# +1} com My = {(2,0,2) : 2% + 22 = 1,2 # +1}.

M € uma variedade de dimensdo 1 porque é o nivel zero da funcdo g1 : R® — R2, g1(z,y,2) =
(x,y% + 2% — 1), cuja jacobiana tem caracteristica maxima sobre M.

My €é uma variedade de dimensdo 1 porque é o nivel zero da funcdo go : R® — R2, go(x,y,2) =
(y, 2% + 2% — 1), cuja jacobiana tem caracteristica maxima sobre M.

Como My = M N (R3\ plano xz) e My = M N (R3\ plano yz) (onde R3\ plano xz e R\ plano yz
sdo abertos) conclui-se que M = M, U My € uma variedade de dimensdo 1.

M € a unido da circunferéncia no plano yz de raio 1 e centrada na origem com a circunferéncia no
plano xz de raio 1 e centrada na origem, excepto os dois pontos de interseccao. O
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Sobre Extremos Condicionados

Exercicio [multiplicadores de Lagrange]
Calcule as distancias mdxima e minima da origem a pontos da curva

52 4 6xy + 5y° =8 .

Solucdo: O quadrado da distancia a origem é dado pela funcio f(x,y) = x% + y>. A equacio
522 + 6xy + 5y? = 8 representa uma curva limitada e fechada (uma elipse), ou seja compacta.
Como f € uma fungdo continua, a restricdo de f a curva tem maximo e minimo. Pelo método dos
multiplicadores de Lagrange, se f tem um valor extremo num ponto (x,y) da curva, entio existe
um numero real A\ (chamado multiplicador de Lagrange) tal que

8% (2% 4+ y* + A(5a® + 6zy + 5y* — 8)) =0
8% (352 + 2 + (522 + 6xy + 5y? — 8)) 0
522 + 6y + 5y? =8 .

Procura-se entio resolver o sistema de equagées:

2% + 10Az + 6y = 0 145\ S\ [z | |0
W+ 10y +6 z =0 < 3\ 1+ 5\ y| |0
522 + 6y + 5y? = 8 522 + 6xy + 5y? =8 .

O ponto (z,y) = (0,0) ndo € solucdo da equagdo da curva, logo, para haver solugdo do sistema,
a matriz que da o sistema linear tem que ter determinante nulo:

det ;;5)\ 1+§§}:0 = )\:—% ou —%.
Para A = —% obtém-se do sistema linear que x—y = 0, pelo que a dltima equacdo fica (substituindo
y=u)
522 4+ 622 + 512 =8 «— x:ig .
Para A 7 —% obtém-se do sistema linear que x+y = 0, pelo que a dltima equacdo fica (substituindo
Yy=-—-x

522 — 622 + 522 =8 «— 2z =+V2.
Os possiveis pontos extremos de f sdo pois

i<§§> e +(vE VD).

(Alternativamente, das duas equagdes lineares do sistema obtém-se que
—2x \ = —2y
10z + 6y 10y + 6z
Substituindo na dltima equacdo, obtém-se os quatro candidatos acima.)
Como f (@, @) =1e f(£(v2,—V?2)) = 4, conclui-se que a distdncia mdxima é v/4 = 2 e que

a distancia minima é /1 = 1. 0

— —bay — 322 = by — 3y’ = =ty .
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Exercicio [multiplicadores de Lagrange]
Determine o maior valor possivel para a drea de um rectangulo inscrito na elipse de equagao

2 2 . .
%3 + % = 1 como na figura abaixo.

Sugestao: A drea do rectangulo de centro na origem e vértice (z,y)
com z,y > 0é f(z,y) = 4ay.

(—:)s,y) (az,y)

(—JI, _y) (xv _y)

Solugdo: A drea do rectingulo de centro na origem e vértice (x,y) com x,y > 0 € f(z,y) = 4xy.
Deve-se por isso determinar o maximo da fungao f sujeita a restricdo “Z—z + Z—2 =1. Como f é uma
funcdo continua e a elipse é um conjunto compacto, o problema tem solugcdo (f tem mdximo e
minimo na elipse). Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, se f tem valor maximo no ponto

(z,y), entdo
2

2 (day+ A% +% 1)) =0
2 2

o 43:y+)\(—2 +4-1))=0

932_|_ 2_1

Procura-se ent3o resolver o sistema de equagdes:

4y+)\2x:0 ié 4 0
4az+)\2y— — 4 —9 0
2

Lth=1 St+h=1.

O ponto (x,y) = (0,0) ndo € solucdo da equacdo da curva, logo, para haver solugdo do sistema,
a matriz que da o subsistema linear tem que ter determinante nulo:

2y 4)?
det[z %}ZO@W—m:O@)\:iQab.

Da primeira equagdo obtém-se entdo que

b
y=F—x.
a
Substituindo na equacio da elipse obtém-se
2 2,2
T b x V2
g‘FW:l < x::I:Ta.
Encontram-se assim quatro pontos candidatos a extremos:
( V2 ig)

Avaliando f em cada um destes quatro pontos, conclui-se que os dois pontos nos quadrantes pares
sdo ponto de minimo (onde f vale —2ab), e os dois pontos nos quadrantes pares sio pontos de
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maximo, onde f vale 2ab. Portanto, o maior valor possivel para a drea de um rectangulo inscrito
na elipse dada € 2ab. [

Exercicio 4.8-1 do Fleming (pag. 165) [multiplicadores de Lagrange]
Seja M ={(x,y,2) :x+y+z=1}e f(z,y,2) = 3%+ 3y* + 2%. Mostre que f tem um
ponto minimo absoluto sobre M, e ache o valor minimo de f sobre M.

Solucao: Pela regra dos multiplicadores de Lagrange, procuram-se os extremos de f sobre M
entre os pontos criticos da fungdo

F(z,y,2) =32 + 3> + 22 + Az +y+2—1)

sobre o conjunto M, onde A\ € um nimero real. Portanto, resolve-se o sistema

g—g:&HA:o x:%
%—2222—1-)\:0 Z=x
r+y+z=1 A=-%

O ponto (%, %, %) é de facto um minimo absoluto de [ sobre M, porque
St kRt Y

1

57

O valor minimo de f sobre M €é f( %, %) = % [

Exercicio 4.8-3 do Fleming (pag. 165) [multiplicadores de Lagrange]
Determine a distancia do ponto (1,—2,—1) a recta {(z,y,2) : x =y = z}.

Solugao: A distincia do ponto (1,—2,—1) a recta {(z,y,2) : x =y = z} é o minimo da fungcdo
“quadrado da distancia a (1,—2,—1)",

fl@y,2)=(@-17+y+2)°+(z+1)°

sobre a variedade

X =A{(z,y,2):z—y =0e y—2z =0} .
—— —
9(,y,2) h(z,y,2)

Pela regra dos multiplicadores de Lagrange, os extremos de f sobre X encontram-se entre os pontos
criticos da funcio

F(z,y,2) = (x = 1)°+ (y+2)° + (2 + 1)* + M(z — y) + Aoy — 2)

sobre o conjunto X, onde A1 e Ay sdo numeros reais. Portanto, resolve-se o sistema

%—%:2(m—1)+)\120 x:_§
6—%:2(?;4-2)—)\14-)\2:0 y:—g
9 = 2(z+1) =X =0 = { z=—3
x—y=20 Al=...
y—z=20 Ay = ...

- /4 O

O ponto (—%,—%,—%) é o ponto da recta X mais proximo de (1,—2,—1) e estd a distancia



