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Introducao

Neste texto apresentam-se os enunciados de conjuntos de exercicios para as
aulas de problemas do curso de Calculo Diferencial e Integral I do Mestrado em
Engenharia Aeroespacial e do Mestrado em Engenharia Mrcancia.

Complementam-se esses enunciados com conjuntos de exercicios resolvidos ver-
sando a matéria associada a cada um dos referidos conjuntos de exercicios.



12 Ficha de problemas

Principio de inducao matematica. O axioma do supremo e suas consequéncias

1. Usando o principio de inducao matematica, demonstre as seguintes afirmacgoes:
a) 52" — 1 é divisivel por 8, qualquer que seja n € N
b) n<2" neN
c)
> 2k —1)=n’, neN
1 n

T eN
— 4 ... = n
2.3 nn+1) n+1

1
1.2

2. Mostre que o conjunto
{reR: |z —2|+|z+1] <5}

¢ limitado.

3. Considere os seguintes conjuntos:
A={zeR: |z|+1> 2z} B={rcR: 2*"432°+22* <0} C =R\Q

(a) Mostre que A =] —o0,1] e B = [-2,—1] U {0}. Verifique se os conjuntos
A, B, C, AN BNC, sao majorados ou minorados e caso sejam, indique
em R o conjunto dos majorantes e dos minorantes dos mesmos.

(b) Caso existam, determine em R o supremo, infimo, maximo e minimo de
cada um dos conjuntos A, B, C;, AnNBNC.

4. Mostre que, se X e Y sao subconjuntos de R, tais que, sup X > inf Y, existem
reXeyeY, taisque, y <z



Exercicios resolvidos

Recorrendo ao método de indugao matematica, mostre que, para todo o n € N, o
natural n® + 2n é divisivel por 3.

Resolucao. Pretende-se provar que n® + 2n = 3k para algum k € Z, qualquer
que seja n € N. Para base da inducao tem-se, com n = 1,

1?+21=3=k=1€2Z

logo a base da inducao é uma proposicao verdadeira. Para o passo indutivo, n® +
2n=3k= (n+1)3+2(n+1) =3k (kK € Z), tem-se

(n+1)*+2(n+1) = (n*+2n)+(3n*+3n+3) = 3(k+n’+n+1) = k¥ = k+n’4n+l € Z

Logo o passo indutivo é verdadeiro e proposicao ¢ verdadeira para todo o n € N.



22 Ficha de problemas

Sucessoes de nuimeros reais

1. Considere a sucessao x,,

3 1
I = 5 Tpt+1 = g(l’i + 2)

a) Recorrendo ao principio de indugao matematica, verifique que 1 < z,, < 2,
n € N.

b) Mostre que a sucessao é decrescente.

c¢) A sucessdo z, é convergente em R? Justifique.

2. Seja u, o termo geral de uma sucessao tal que, para qualquer n € N,

Un+1
U,

u, >0 e <1

a) Justifique que a sucessao wu, é convergente. Mostre ainda, recorrendo a
definicao de limite, que o limite de u,, ndo pode ser um numero negativo.
> Y

b) Indique o supremo e o infimo do conjuntos dos termos da sucessao e conclua
se este conjunto tem méaximo ou minimo? Justifique abreviadamente as
respostas.

3. Determine, se existirem, os limites das sucessoes que tém por termo de ordem
n:

B

n?—1 o 41 n: +n 1. (H™9

, ) . O , A+ =) e
n4+3 2+1—1 n§+(n2+1> () +

a)

n3

| ot

Bl
Ne)
I3

4. Considere as sucessoes x, € y,, tais que x,, € uma sucessao monotona, 1, € uma
sucessao limitada

1
|zn —yn| < — nelN
n

a) Mostre que a sucessao x,, é limitada.

b) Mostre que as sucessoes x,, € ¥y, Sa0 convergentes e que

lim z,= lim y,=a€R
n—-+4o0o n—+o0o



3? Ficha de problemas

Sucessoes de nuimeros reais

1. Determine, se existirem em R, os limites das sucessoes que tém por termo de
ordem n:
n" 3" n® + n!
1’ )_27 c 1
37n! n n™ + 50n!

a) d) v/ (n+1)! —n!

2. Analise as sucessoes u,, v, e w, do ponto de vista da convergéncia e determine,
caso existam, os seus sublimites

n cos(nm)

n — ! , Dv, =
a)u, = cos(n!mr), b)v ot 1

. Ow, = sen(%) + cos(%)

3. a) Mostre que se us, converge para a € R e ug,,1 converge para b € R, entao
a e b sao os unicos sublimites de u,,.

b) Mostre que se ugy,, Us,i1, Uz, SA0 convergentes entao u, ¢ convergente.

4. Considere a sucessao de termos positivos, x,,, definida por

314 z,)

=3 Tn+1 = v 13

a) Mostre que
6|Tn1 — x|

Tp + 3)(Xny1 +3)

Tn42 — CUn—l—ll - (

b) Mostre que a sucessao x,, é contrativa ou seja que existe 0 < ¢ < 1 tal que
[ Trto — Tngr] < Cl@ngr — 2|

¢) Sendo x,, convergente, determine o valor de lim x,,.



Exercicios resolvidos

Considere a sucessao majorada u,, definida por
u1:\/§, Upyr1 = VIUp + 2 neN

i) Mostre por indugao matemédtica que a sucessao u,, é estritamente crescente.

ii) A sucessdo u, é convergente? Justifique.

32n+2 + 32n71

T ,neN.

iii) Determine o limite da sucessao v, =

Resolucao.

i) Pretende-se provar que wu, .1 — u, > 0 qualquer que seja n € N. Paran =1,

Uy —u; = V3v2+2—+2 > 0. A base da inducio é, portanto, verdadeira.
Para m € N mostre-se que se Uy,+1 — Uy, > 0 entao w190 — Upyy1 > 0.
Da definicao da sucessao, tem-se

(da hipétese de indugao) >0

Um4+1 — Um >0
V3Uma1 + 2+ V3 + 2

Um+2 — Um41 = \/3Um+1 +2— \/3um +2=

Pelo principio de indugao matematica wu, 1 — u, > 0, V , isto é, a sucessao
neN

u,, ¢é estritamente crescente.

ii) Da alinea anterior, como u,, é estritamente crescente é limitada inferiormente,
sendo o seu primeiro termo, u;, um dos minorantes do conjunto dos seus
termos. Sendo u, também majorada conclui-se que a sucessao u, ¢ uma
sucessao limitada. A sucessao u, é assim convergente pois é uma sucessao
monotona e limitada.

iii)
32n+2 + 32n—1 329n + 3—19n
’Un = =
9 4 9ntl 94 9.97

Dividindo ambos os membros da fracgao pela exponencial dominante (de maior
base), 9", vem

9431 9431 28
- .y =
9l1-" 4 Qnstoo 049 27



Considere a sucessao 5
u, = (—1)SR0T/2) N
n

i) Indique, caso existam em R, o supremo, infimo, maximo e minimo do conjunto
dos termos da sucessao u,,.

ii) A sucessao é convergente? Justifique.

iii) A subsucessao ug, ¢ convergente? Justifique e em caso afirmativo determine
o sublimite.

Resolugao.
i) Tem-se

-1 1

Udy, = Ugpi2 = U2p = 0, Ugpy1 = m € Ugn+3 = m

Como as subsucessoes indicadas contém todos os termos da sucessao u,, Ugn,11
¢é crescente e ug,+3 ¢ decrescente resulta que, qualquer que seja n € N,

up=—-1<wu, <1/3=u;
Entao, sendo U = {u, : n € N},

supU =maxU =1/3 ¢ infU =minU = —1

ii) Como u,, é o produto de uma sucessao limitada, a,, = (—1)"sen(nm/2), por
um infinitésimo, b,, = 1/n, u, — 0 logo trata-se de uma sucessao convergente.

iii) Dado que, pela alinea anterior, u, é uma sucessao convergente, qualquer sub-
sucessao de u, é convergente para o limite de u,,. Logo us, é convergente e o
seu limite é 0.

Considere a sucessao convergente v, = x,, + y,, n € N em que

_rtog fmt?)
~ 3ntl 4 92 nl+1

1 5
Ynt1 = 5 Yn+t— ], y=1
U

T

Determine o limite da sucessao v,



Resolugao. Tem-se

2n+5 _3n B 2—n+5 _ (3/4)n . 0—0 B
3ntl 4220 3(3/4)n + 1 3—0+1

‘ (n+3)!
(n+1)!+1  (n+3)! nl+1
(n+2)! (n+2)!(n+1)+1
nl+1
1+3n7! 1+ U R G ) [
L+nt 1+ gy 14+01+0 n!+ 1

Logo z, — 0+ 1 = 1. Entao, como ¥y, = v, — T,, ¥y, ¢ uma sucessao convergente.
Sendo a € R o seu limite, y,.1 — a pois é uma subsucessao de y,. Aplicando limites
a ambos os termos da igualdade que define, por recorréncia, y,, tem-se, visto que
todas as sucessoes envolvidas sao convergentes,

1 5
a—E(a+—><:>a2—5<:>a—i\/5
a

Como y; >0evy, >0= y,1 >0, y, é por indugao, uma sucessao de termos
positivos. Assim, o seu limite nao pode ser negativo e a = V5. Conclui-se, assim,
que v, = 1+ V5



4% Ficha de problemas

Funcoes reais de variavel real. Continuidade e limites.

1. Considere a fungao f:] —1,1[— R

_x—2
Cr+1

()

Calcule
lim f(x) e lim f(x)

r——1 rz—1

Mostre que f é estritamente crescente e indique, justificando, se é majorada
ou minorada e se tem maximo ou minimo em | — 1, 1].

Se x,, for uma sucessdo com termos em | — 1, 1], convergente para 1, qual
serd o limite de f(x,)? Justifique.

Dé um exemplo de uma sucessao y,,, de termos em |—1, 1], tal que a sucessao
f(yn) nao seja limitada.

2. Mostre, usando a definigao de limite, que lim, (1 — = sen(%)) =1

3. Seja a fungao f : R — R, continua no ponto 1,

asen(jr) se r>1
f(z) =< arcsen(z) se —1l<ax<l1

0 se o< -—1.

Determine a.
Determine f(% arccos(—%)) e f(cos(%)),

Estude a funcao f do ponto de vista da continuidade, em cada ponto x €
R. Indique o contradominio da funcao f. Indique ainda se a funcao tem
no dominio maximo, minimo, supremo ou infimo e, no caso de existéncia,
indique o valor.

Diga se existem e, no caso de existéncia, calcule os limites

lim f(x) e lim f(z)

T—r—00 r——+00

4. Sendo g : [0,1] — R, uma funcdo continua, justifique que:

10



a) Nao existe qualquer sucessao x, de termos em |0, 1] tal que qualquer que
sejan € N, g(x,) = n.

b) Se existe uma sucessao x, de termos em [0, 1] tal que qualquer que seja
neN, g(x,) = %, entao existe ¢ € [0, 1] tal que g(c) = 0.
5. Seja f: [—1,1
f=1)=r1) =1

a) A equagdo f(z) —x =1 tem solucao em [—1, 1]? Justifique.

] = [=7, %], uma funcdo continua, verificando a condigao

b) Determine, justificando, o limite da sucessao v, = tg(f(u,)), em que
1-n

Up = .

11



52 Ficha de problemas

Funcoes reais. Diferenciabilidade.

. Defina a derivada das seguintes funcoes, definidas em R:
—1
D@ =50 D) =V o) he) = wsen(s?).
x
. Determine, conhecendo as derivadas das fungoes tangente e seno, as derivadas
das fungoes:

a) hy(z) = arctgz, Ve e R b) ho(z) = arcsenx, Vo € [—1,1]

. Determine a derivada para cada uma das seguintes fungoes:
a) €% g e R b) (Inz)", = €]l,400] ¢)z” ', z€R"

. Seja a funcao f: R — R

1L se <0
—T

flz) =
arctg(x) se x>0
a) Sendo a < 0e b > 0, calcule f'(a) e f'(b) e escreva equagoes das tangentes
ao grafico de f nos pontos de abcissa a e b.
b) Justifique que f'(0) = 1.

c¢) Utilize os resultados de a) e b) para justificar que f nao tem extremos locais.

. Considere a funcao f definida em R, continua no ponto 0 e tal que
x
fl@) = —2, Vo £0
24 e
Determine as derivadas laterais de f no ponto 0.

. Seja a funcao definida por y = v/chx — 1. Indique para a funcao referida o
dominio, o dominio de diferenciabilidade e a fungao derivada.
Determine as derivadas laterais em 0.

. Determine o dominio, o dominio de diferenciabilidade e a funcao derivada das
funcoes:

er z+1
d) 1
2 ) In(arcsen(

)

. Sejam a, b reais e f uma funcdo continua em [a, b] duas vezes diferencidvel em
Ja,b[. Suponha que o grafico de f e o segmento de recta de extremos (a, f(a)) e
(b, f(b)) se intersectam um ponto (zo, f(x)) com z pertencente a |a, b[. Mostre
que existe ¢ pertencente a |a, b tal que f”(c) = 0.

a) In(zshz); b) arcsen(arctgz); c¢) po|

12



62 Ficha de problemas

Fungoes reais. Diferenciabilidade

. Determine os seguintes limites:

8=

1 _

. 10" —5* . x?sen (1) e ) 1

a) im ——— b) lim —* ¢) lim d) lim z#=1
z—0 x z—0t senx z—0t T z—+00

. Calcule

8=

. . senx . ]-n X . CO hiU
a) xl_l)l}_loo (Inz)= b) xlg& (senx) c) zligl+ T d) }:ll}[l) (chz)*"

. Seja f:[—3, 3] = R tal que f(x) = arctg(z?) + 1

a) Determine o polindmio de Taylor de 2° grau em poténcias de z.

b) Determine um majorante para o erro que se comete em [—1/2,1/2] ao apro-
ximar f pelo polinémio indicado em a).

. Prove que se g : R — R é trés vezes diferenciavel e se ¢”’(x) > 0, Vx € R, entao
g nao pode ter mais do que dois pontos de extremo local. Admitindo agora que
g tem de facto extremos locais em « e §, com a < 3, indique se g(«) e g(f) sao
maximos ou minimos da funcao. Justifique.

Escreva a formula de Taylor para g e com resto de Lagrange de segunda ordem
e aproveite-a para mostrar que g(x) > g(() para = > f.

. Seja f:R =R, f(z) = |z~
a) Estude a funcao f do ponto de vista da continuidade e da diferenciabilidade.
Em cada ponto em que f nao seja diferenciavel, calcule as derivadas laterais.

b) Complete o estudo da funcao f, considerando em particular os aspectos se-
guintes: crescimento, extremos, concavidade, inflexoes e assintotas. Esboce
o grafico da funcao f.

13



Exercicios resolvidos

Seja f : R — R a fungao definida por

aarctg x se x >1
fz) =

CR se x<1

i) Determine para que valores de a € R a fungao é continua no ponto 1.
ii) Sendo a = 2, determine a fun¢ao derivada de f.

iii) Verifique que f é uma funcdo crescente. Determine, justificando, o seu con-
tradominio.

Resolugao.

i) Como f esta definida a esquerda e a direita do ponto 1 por expressoes dife-
rentes, f é continua nesse ponto sse existirem e forem iguais os limites laterais

f(17) e f(1T). Tem-se

f(17) = lim aarctgx = cvarctgl = as
x—1+ 4

f(17)=lim e '=¢e"=1
T—1—

Logo f é continua em 1 sse af = 1 isto é sse a = %.

ii) Comece-se por notar que f ¢ diferenciavel em todos os pontos x # 1 pois coin-
cide numa vizinhanca de qualquer desses pontos com o produto ou a composta
de fungoes diferencidveis em todo o seu dominio (neste caso a exponencial, o
arco-tangente e fungoes polinomiais). Assim sendo, podem aplicar-se as regras
de derivaddo e obtém-se (sempre para z # 1 e o = 2):

4 @) 1 41 > 1
fl@) =9 ml1+a? S T
(x—1)e"! se z<1 et se r<1

Falta verificar se existe derivada em 1. Como, novamente, a funcao é definida
por expressoes diferentes a esquerda e a direita do ponto, f é diferencidvel em

14



Tem-se (note-se que f(1) =1)

_ 1 xfl_]_
(1) = lim fw) = F1) — lim &~
z—1- z—1 rz—1— 4ZL’— 1 4 1
— f(1 Zarctgr — Y — 4 -7
o(1) = lim (z f<):1im¢:1' L R T A S
=1+ o —1 =17+ z—1 ymrttgy—1 myszrtgy —1
4 1 2

o (tgy)ézg cos™2(%) 7«

em que o primeiro limite é um limite notavel e no segundo limite se fez a
mudanca de variavel y = arctg x e se reconheceu o inverso do limite que da a
derivada da fungao tgy no ponto 5. Entao f nao ¢é diferenciavel no ponto 1 e
a derivada de f é definida por

R\ {1} - R

i1 se z>1
fl(x) =< 71+ a2

e ! se <1

iii) Como %Hle > 0 para todo o z € R, f' é positiva em ]1,4o00] e, como f
é continua em 1, f é crescente em [1,+oo[. Por outro lado, como e*~! > 0
para todo o x € R, f’ é positiva em | — 0o, 1[ e, como f é continua em 1, f
é crescente em | — oo, 1]. Entao, f é crescente em R. Assim sendo, tendo em
conta que as desigualdades anteriores sao estritas e, portanto f é estritamente

crescente, f(R) =|f[—00), f[+00)[. Tem-se, ainda,

f(+00) =lim, 4o 2 arctgr = 22 =2
f(—OO) = lim, ;o e =0

e, portanto, o contradominio de f é f(R) =]0, 2.
Sendo f: R\ {0} — R a fungao definida por:

1= st (2

i) Escreva o polinémio de Taylor de 22 grau em poténcias de x + 1 associado a
funaao f.

ii) Determine

Aﬁﬂ@m

Resolucgao.

15



i) Dado que é a composta de um arctg com uma fungao racional, a fungao f é
pelo menos 2 vezes diferenciavel numa vizinhanga do ponto —1.
O polinémio de Taylor de 22 grau, ps(x), em poténcias de x + 1 associado a
funcao f, define-se a partir do teorema de Taylor por:

com W
f<_1):Z’
' LY _;%2 o -1 1
fi(=1) = (arctgz )x:_l N <1+x%>w:1 - (x2+1)x:_1 5
1" o _ 1 ! . 23: __1
I 1)_( 1+ a2 )x - ((1_,_1,2)2):0 T
ie. PQ( ) = % _ (QCQLU . (z+41)2

ii) Usando o método de integracao por partes e fazendo v’ =1 e v = arctg% vem

_ /. —1
Uu=2,v ——$2+1e

Ve VB,

1

(V3arct ! 1;1)+1/\/g 2
= arc —= — aIrcC — r =
g\/§ & 2 1 1+$2

(D) [

6 4 2 |,

_ (\/52_9+%(1n4—1n2):f—2(2\/§+3)+ln\/§

16



Considere a funcao definida em R pela expressao

(x—=1)Injz—1] se <0
Fla) = :

arctg (/< — 5 se x>0

i) Determine o dominio de diferenciabilidade de F' e calcule F".

ii) Determine os intervalos de monotonia, os extremos e o contradominio da
funcao F.

iii) Considere a sucessao w, = 1 + 27", Determine o limite da sucessao F(w,,).

iv) A funcado F restrita a |0, 4o0o[ é invertivel? Justifique e, em caso afirmativo,
determine a derivada da fungao inversa em F(1).

v) Justifique que existe ¢ €]1, 3] tal que F'(c) = —n/24.

Resolugao.

i) F é diferencidvel em R~ U R* pois coincide numa vizinhanga de qualquer
desses pontos com a composta e o produto de fungoes diferencidveis nos pontos
correspondentes (neste caso, fungoes racionais cujos denominadores nao se
anulam, funcao logaritmo, funcao moédulo cujo argumento nao se anula, funcao
arco-tangente e funcao raiz quadrada cujo argumento nao se anula).

1% Resolucao Para saber se F' ¢ diferencidvel na origem calculam-se as deri-
vadas laterais usando a definicao:

F(z)—-F — 1)1 -1 In(1 —
FO) = tim LW =FO) e Dinfe=1f g B0 g g2
=0~ x—0 z—0~ x z—0~ —
usando o limite notdvel lim,_,q 1n(:2+1) =1le
1 s
F(x) — F(0 arctg /5 =3 — /2 1
F(0) = tim ZOZEO) TRV T2y v T/2 _
0t x—0 z—0+t T y—m/2- cotg”y —2cotgysen—2y

y=n/2

fazendo a mudancga de variavel y = arctg \/% e reconhecendo o limite assim

obtido como o inverso do limite que define a derivada da funcao cotg?y no
ponto y = /2. Como F tem uma derivada lateral infinita na origem nao é
diferencidvel na origem e o seu dominio de diferenciabilidade é R\ {0}, sendo

17



ii)

iii)

a sua derivada definida, nesse conjunto, através das regras de derivacao:

In(l—2)+1 se v<0 In(l—2z)+1 se <0
Fl(z) = _1,.-3/2 = —
( ) L se x>0 —1 Se 1’>0
1+ (z-1/2)2 2212 (x + 1)

2¢ Resolugao Em R\ {0} podem-se usar as regras de derivagao, obtendo:

In(l—2z)+1 se <0 In(l—2z)+1 se <0
F'(z) = — 13/ = —1

27 Y A—— >0

T+ (@ep 007 ! 22wt 1) "

Como F(07) = lim,o- (z—1) In[z—1] = 0 = F(0) e F(07) = lim,_q+ arctg /1~

5 =m/2—7/2=0, F é continua na origem. Tem-se, ainda

—1
FOoH) = lim ——— = —
(07 = tm oy —

F'(07)=lim In(1—2)+1=1
z—0~
Assim, pelo Teorema de Lagrange, como F' é continua em [—e¢, €] e diferencidvel
em | — ¢, ¢, para algum € > 0, e existem os limites laterais F'(0%) e F'(07),
tem-se que F(0) = F'(07) = —oco e F/(0) = F'(07) = 1 logo F nao é
diferencidvel na origem. Entao o dominio de diferenciabilidade é R\ {0} e F”
estd definida, nesse conjunto, pela expressao obtida pelas regras de derivacao.

Pela alinea anterior, F'(z) < 0 para z € R e F'(x) > 0 para x € R™. Logo,
dado que F' é continua na origem, F' é estritamente decrescente em [0, +oo[ e
estritamente crescente em | —00, 0] e tem um méximo na origem com F'(0) = 0
que é o unico extremo da funcao. Como

1
F(+00) = IEIEOO arctg \/; —

F(—o00) = zgrflm(x —1Injzr — 1] = —oco(+00) = —0

| X

s s
— 00— =_°=
2 2

tem-se que, pelo estudo da monotonia apresentado, o contradominio de F' é
F(R) = F(Ry) U F(R") =] — 00, 0]U] — 3,0[=] — o0, 0].

Como w, = 142" — 1+0 =1 e F é continua em 1, visto que ¢ diferenciavel
nesse ponto (alinea (i)), o limite da sucessao F(w,) é lim F'(w,) = F(1) =

arctg(l) =5 =5 —5 = —

INE

18



iv) Pela alinea (ii), F' é estritamente decrescente em ]0, +o00[ logo é injectiva nesse
intervalo e, portanto, F' restrita a esse intervalo ¢é invertivel. Pelo teorema da
derivada da funcao inversa tem-se, sendo G a inversa dessa restricao,

CFP(GFE®Q)  FQ)

G'(F(1) ! S

v) Pela alinea (i), F' é continua em [1,3] e diferencidvel em |1, 3| pois ¢ dife-
rencidvel em R*. Entao pelo teorema de Lagrange existe um ¢ €]1,3[ tal
que

poy~ FB = FQ) arctg /1 — arctg /1 _wf6-m/4_ m
3—1 2 2 24

Seja f : R — R uma funcao diferencidavel em R. Suponha que f é par e que existe,
emR, o limite lim, 1 f(x) = L.

i) Mostre que f é limitada em R.

ii) Supondo adicionalmente que a funcao satisfaz

fint 1 =2 v

mostre que, necessariamente, se tem que verificar L = 0.

Resolucgao.

i) Como f é diferencidvel em R é continua em R e, portanto, limitada em qual-
quer intervalo limitado. Por outro lado, como f(+o00) = L, qualquer que seja
6 > 0 existe € > 0 tal que f(z) €]L —§, L+ 0| para x > <. Por simetria, visto
que f é par, f(z) €]L — 6, L + ¢ para x < —1. Entdo f é limitada em R.

ii) Como existe f(4+o00) = L, pela defini¢cio de limite segundo Heine, existem
e tém o mesmo valor os limites das sucessoes f(n + 1) e f(n). Aplicando
limites a ambos os membros da igualdade, visto que tratarem de sucessoes
convergentes e 2% — 0, tem-se

limf(n—l—l):limm(:)L:O

2n
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72 Ficha de problemas

Primitivagao

1. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes, indicando os do-

minios correspondentes:

M 1 0) 2

)= b )
a) — €) — —
N 2 ’ Va— 22 1—2z
1 s 1 12
€>4+LE2 3 f) Cos” rsen x 9 g) Sen22x ) )(21,_1)
1
i) cotgx , j)tg’x , k Tl , l)senzv1—cosx
2 +1
)(arctgx)A‘ ) x? )2x4—3x2+1 )2x+3
2+1 0 a2y 312 » Va1
er dx 1
ngE o a0 Ve o WY
e’ cos? x e’ T
'U) 11 e s I) (& sen 2x s y) m s Z) ﬁ

2. Determine a func¢do f que verifica as seguintes condigoes: f : R\{1} — R,

f'(@) = ﬁ,f@:o, limy o f (1) =1, fle+1)=0 ¢ f(0)=0

3. Usando o método de primitivacao por partes, determine uma primitiva de cada
uma das seguintes funcoes, indicando os dominios correspondentes:

a)rcos2x , b)In2r , c¢)arctgx , d)a*chz
1 2
e) arcsen’z , f)xcosxsenz , g) (x2 n 1) , h) cos(Inz)
i) x?Inx §) x2e k) In 2z l) 2x arctg x
Y Y \/E Y
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82 Ficha de problemas

Integral de Riemann

. Calcule os seguintes integrais:

a xcotg(x?)dxr

i cos(y/1) “In(lnx) Vi
O g, b / T g 6 /
=2 N3 o xlnz

[
6
. Calcule os seguintes integrais:

1 1 e
a)/ rve*dr b)/ arctg(x)dxr c)/ In®(z)dr
0 0 1

. Calcule os seguintes integrais:
4 2 1
1 2 1
a)/ ;C dr b)/ f;dx , c)/ dx d)/ ———dr
0 x2—1 1 a3+ 222 o 3 —1 o (224+1)

. Justifique a diferenciabilidade de cada uma das seguintes funcoes e calcule as
respectivas derivadas.

[N
N

2

0 cosx x 1
42 22z
dt b dt ———dt
>/ | >/0 ‘ | C)/x In(1 + #)

. Considere a funcao ¢ : |0, +00[ — R, definida por

v t
o(z) :/1 mln(zﬁ)dt.

a) Calcule p(2).
b) Justifique que ¢ é diferencidvel em R* e calcule ¢ (z), para z > 0.

¢) Estude ¢ quanto & monotonia e verifique que existe um e um sé ponto ¢ > 0
tal que ¢(c) = 0.
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10? Ficha de problemas

Integral de Riemann e aplicacoes

. Calcule os seguintes integrais:

a:—l—l

Vv 2 21 ‘ 1
/ vHlt da: : b)/ ——dr c)/ 5 ne dx
0 ) e —1 1 z(ln"z+3Inz +2)

. Calcule os seguintes integrais:

1
senx +cosx + 1

L 3 3
a) / V4 —x?dx , b) / V1+4x?dr |, ¢ /
0 0 0

. Determine as dreas das regioes planas de R? limitadas pelas curvas

) y=lhnhz,y=1—-2z,y=1.
ii) y=a% —7%/4, y = cosz.

. Determine a 4rea dos subconjuntos de R?

i) {(z,y) eR?: 0<z<7/2 AN0<y<wcosa}.
i) {(z.y) €R*: —1<o<1A0<y<[@+3)Var2 ')
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Exercicios resolvidos

Determine o valor dos integrais

i)

612
/nxdx
1z

ii)

1/V/2 e
/ -
0 vV 1— SL’4
iii)
€ 1
/ xIn (1 + —) dx
1 x
iv)
1
/ 2z arctg x dx
0
Resolucao.

i) Dado que (Inz)’ = 1, a fun¢do integranda é imediatamente primitivavel e,
usando a féormula de Barrow, tem-se

¢ In? “1 n*21° Ine In*1 1
/ nxd$=/—(lnm)2dx:{nx} _ne m:_ L
1T 1z 3 14 3 3 3

ii) Através da férmula de Barrow tem-se

W2y 1 [YV2 2 i [arcsen(:zcz)}l/\/5
r=|—F—>

——dx = = _— = —
o Vieai o 2}y io@p 2, 12
iii) Usando o método da integracao por partes e fazendo v/ = x e v = In (1 + i)

1
2 — 9 —
vem u = %, v = 2 — -1

1+% x(z+1)e
e 1 2 1 e e .2 -1
/azln 1+—) de= Sl 1+ - —/ x——d:v:
1 x 2 z)|, Ji 2ax(xz+1)
e2 e+l 1 1 (¢ =z
-9 B Y d
o e Tt +2/1 zr1
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Efectuando a divisao inteira entre os polinémios da ultima fraccao vem —*= =

1 z+1
— 37 logo
c 2 e2 In2 1 [° 1
In{l+—)de=—1 )————+ = — d
/lxn(—i-m) T n(e+1) 5 5 2/1 1%
2 e? In2 x 1 ¢
=—1 1) — —— — ——=1 1
nle+1) =5 -5+ [5 - gl
2 2 2 2 2 2
1
:5((62—1)1n(€—|—1)—62—|—6—1).
iv) Usando o método de integracdo por partes e fazendo v’ = 2z e v = arctgx
vem u = 2%, v = 5 e
1 ) 12
/0 2z arctg x dx = [wQarctgx}O—/o T2 dx

1.2 1
T xr ‘I‘l 1 T 1
- [ e [ e = G et

= % + (=1 + arctg 1) — (arctg0) = g —1.

Determine a area da regiao limitada pelas linhas, definidas por:

y=—-x—4r—-3, y+1=|z+2|

Resolugao.

P B |
-25 -20

-10

Parax > -2, [z +2|=2+2¢ -2’ —40 -3 =(r+2)—1& z=—1, logo
as linhas intersetam-se em (—1,0). Sendo a regiao acima representada simétrica
relativamente a x = —2, a sua area é obtida por:
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2/_1(—x2—4x—3)—[(x—|—2)—1]dx:2/ —2% — 5z + 2dr =

x®  Ba? 43
—o|_t 2 o _ 29
{ 3 2+4 3

Determine o valor dos integrais:
1 , 2 1.2 — T
. —% i

Resolugao. (i) Determine-se uma primitiva, usando o método de primitivagao
por partes e a primitivacao por decomposi¢ao

2 2 2 2
/x3\/1 + a2 dx = %(\/1 + :c?)g—/;(\/l T a?)2de = %(\/1 + x2)%—1—5(\/1 T22)2

pela férmula de Barrow tem-se

! 2 b2 V2
/ 22V1+ 22 de = [xQ\/l—i—a:? — 5\/1—1—#} = 3\/_
0 0

(77) A fungao integranda é uma fungao racional que se decompoe em fracgoes
simples

2 - 2 r—1 21 S|
——————— dxr = dr = A d+B/ dr =
/1 w5+ 322+ 25 /1 (x+1)(z+2) v /1 z+1  (x+2) v

= Alln(z + 1)]; + Blln(z + 2)];.

A determinacao das constantes A, B é feita pelo método dos coeficientes indeter-
minados ja que

r—1=(A+B)x+ (2A+ B)

Tem-se A = —2, B = 3 concluindo-se que:

2 r—1 25
/1 Gt ey TG
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Determine a area da regiao plana D C R? limitada pelas curvas

e—et

2

y =shuz, y=20 e T =

L L
-25 -20 -15 -10

Resolugao. As linhas y = 0, y = shz intersetam-se em (0,0). Sendo a &rea da
regiao obtida por:

e—e” !

/ ’ shzdr = [chal*" = ch(sh1) — 1.
0

Seja ¢ : [1,4+00[— R a fungao definida por

Inx
o(z) = /1 zet dt |

i) Defina, se existirem, as fungoes ¢’ e ¢”.

ii) Determine

lim (1—cosz)"™" + lim #a)

z—0t zel — €
Resolugao.
i) A funcao F(z) == [/ e’ dt é um integral indefinido de uma funcéo continua
em R e portanto diferencidavel em R, pelo Teorema Fundamental do Célculo.
Como ¢(z) = xfll” e’ dt = xF(Inz) é resulta da composicio e produto de

fungoes diferenciaveis em [1,4o00[ serd também diferenciavel em [1,4+o00[. A
sua derivada é dada por:

Inz Inz
¢'(z) = z(Inz)e™*® +/ e dt = ™) 4 / e dt,
1 1
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pela regra da derivada do produto e pelo Teorema Fundamental do Célculo.
Por sua vez, ¢’ é a soma de duas fungoes diferenciaveis em [1, +00] e portanto
diferencidvel em [1, +oo[ tendo-se:

21 (In? ) (In? ) (In? )
_ 2nre 4 = (2lnz +1).
€T T i

¢"(z)

ii)

lim (1 —cosz)"/™ =0° (indeterminacao)

z—0+
. n —COS T 1 1 -
lim (1 — cosz)/ ™" = ¢lMeor SR e lim In(1 - cosz) - (ind.)
=0+ z—0+ Inx o0
In(1— / sen
fi A ZCOSD)T e Teoss iy TSN (o) — 2.1
o0+ (Inz)’ em0t z—>+o0 1 —cosx  @—rtoo sen x
= lim (1+cosx)ﬂ: lim (1 + cosz) =21
T—>+00 1 —cos?z T—r+00 Senr
Tem-se, finalmente, que lim,_,o+ (1 — cos x)l/ e _ 2,
1 2
ecos(t*)dt 0
lim ¢(x) = h ) = — (ind.)
r—e L — € O 0
Da regra de Cauchy
/

tim 22 gy Y@ 1=e

r—e I — € T—e (3;' — e)/ e(1n2 x)+f11nzet2 dt
Assim lim,_,. M + limyy oo 22/V® = cos 1 + 1.

:L‘ —

i) Determine, utilizando a mudanga de varidvel \/x = t, o integral
72 /4
/ sen(y/x) dx .
0
ii) Indique uma solugao da equagao

@ w2 /4
(h(z))? = 2/0 h(t) dt -I-/O sen(y/x) dx .

em que h: [0,1] — R é uma fungao diferencidvel que nao se anula em |0, 1[.

Resolucgao.
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i) Aplicando o método de integracdo por substituigao,
Vi=t=z=p(t)=1

w2 /4 w/2
/ sen(v/z) dx :/ sent.2t dt =
0 0

integrando por partes,
w/2
=2 | [t cost]}/? — / costdt | =2[sent]]/* =2
0

ii) Tem-se
2h(x)h' (x) = 2h(z) & 2h(z) (W' (x)—1)=0
Como de hW/'(x) — 1 =0, deduz-se que h(x) =x + C,
(z+ C)? :2/ (t+C)dt+2 & 2> +2Cz+C* = [t*/2+ Ct], +2
0

donde C' = /2.
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11? Ficha de problemas

Séries numéricas

. Estude a natureza das seguintes séries numéricas:
+00 +o0
1 1

a);(n—l—l)(n—i-Q) ’ b);m ’ Z\/W

. Estude a natureza das seguintes séries numéricas e determine o valor da soma
de uma das séries:

+00 1— +00
a) Z; ene , b 2:1 TR Zarctg n2 )

. Estude a natureza das seguintes séries numéricas e determine o valor da soma
de uma das séries:

= 2(” 1)

+1 <%
Z;{fﬂ, Znsen |

a)
n=2

. Sendo a,, > 0 e a,, — 400, estude a natureza das seguintes séries numéricas:

—+00 —+00

an, 1
VD ire 0 iz,

. Sendo Ay > Oe Ezz ai Convergente, mostre que a série
—+00

Qn

n

n=1

¢ também convergente.
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122 Ficha de problemas

Séries numéricas e séries de poténcias

+oo
. Con81dere a Serie ———. Determine a sua soma.
— (n+1)!

. Estude a natureza de cada uma das séries seguintes. Verifique se a convergéncia

¢ absoluta. . , . .
= 1\" X (=" X 2" +nt
S(es)y SE e
n —n 41 e" +n

n=1 n=1

. Determine o maior intervalo aberto onde sao convergentes as séries
“+oo
Z ey S 2k
n2 ’ " n + 1

n=1

“+oo
. Considere a série Z 20 (z +1)"*2 zeR

n=1
a) Determine o intervalo de R, onde a convergéncia da série é absoluta

b) Determine a soma da série quando = = 0.
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Exercicios resolvidos

Analise a natureza das séries numéricas e em caso de convergéncia determine a

soma de uma delas.

+oo 92n
§ Y
2 n+1
Tvn+n “—~6
Resolugao.
' 5 _ Vnifl _ ¥ _ 1
i) As sucessoes a, = = e b, = vl 1

quando n — 4+o00. Uma vez que

\/n+ 3/1 + 1
lim ‘V\L;%"Q = lim "
Vo .l

a série
Z -
vVn 4+ n?

¢ uma série divergente pelo critério de comparacao, ja que a série Z:ﬁ
uma série divergente, pois é uma série de Dirichlet, > > L

ii) A série
+oo 22n

Z6n+1 - 1/62

¢ uma série geométrica de termos positivos convergente uma vez que tem
razao, 2/3, de médulo inferior a um. O valor da sua soma é :

1/6Z(§)n =1/6- 3/3 _ 1

tém o mesmo comportamento

=1¢cRt,

2/3 3

iii) Do critério de D’Alembert, uma vez que

; o+ 2)! (nl)?
lim @ty (2R 2L ()7

(2n+2)(2n+1)

= lim

(2

com p < 1.

)2+

b, é

(o OIT
a série > En?))Q é divergente.
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Determine a € N, tal que
+00 3n—1
92n—2 3.
n=a
Resolugao. A série é uma série geométrica convergente de razao %,

Y= (1) =ity

I R R

3 \4

resultando a = 2.
(i) Analise a natureza das séries

2

(ii) Determine um niimero real que seja majorante do médulo da soma de uma

X cos(nm)2nt!

en

S
e
ab

S
I
=}

das séries anteriores.

Resolugao.
i) Considerem-se as sucessoes a,, = 3:;( eb, = \nf = L% Tem-se
3
—=+1
lim 2% — fim 2 T =1€R",
by, 1+

b, tém a mesma natu-

o —_—
ne=l np com

s . ~ z_e oo
Do critério de comparacao as séries » >~ a, e
. o0 7 s . . .
reza. Como a série » ,1 b, é uma série de Dirichlet divergente, >

p=1/2 <1, asérie Z +\/1_ é também divergente.

n=1

A série . .
X | cos(nm)2nt! = (2)"
SOVRE 9 z
DI 2\
n=0 n=0
cos(nm)2mtt
en

é uma série geométrica convergente de razdo — < 1, sendo a série ST
e

consequentemente absolutamente convergente
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i)
+Z Cos(mr y2ntt

n=0

-2

(i) Determine o intervalo de R onde a série de poténcias:

x—2)
1)(n+2)

M§

¢é absolutamente convergente.

(ii) Indique a soma da série em = = 1.

Resolugao.

i) Tem-se para o raio de convergéncia

CEEyCE) n+3
“| = lim —(n+1)1(n+2) = lim =

n+1

r = lim ]
nt1 () (n¥3)

Assim série converge absolutamente se [z —2| <1iel <z < 3.
Para r = —3,

+oo +o0

;(nle)l(n-l—Q) :;<nil_ni2)

é uma série de Mengoli convergente, pois a sucessao u,, =

7 é convergente.

Para z = —1
—+o00

; (=1)" '

—~ | (n+1)(n +2)

¢ uma série absolutamente convergente.

ii) Sendo uma série de Mengoli convergente a sua soma é 1/2, uma vez que,
considerando a sucessao das somas parciais 5,,, tem-se

o 1 1
Z = (12— ——) — 1/2
n+1 n—|—2 m + 2 ) m—4
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Seja S b, uma série de termos positivos divergente e s, = by + ...+ b, a sua
.] n=1 ‘N n

sucessao das somas parciais. Conclua, justificando, qual a natureza da série

—+00

>
<2

n=1 Sn

b 1 1
Sugestao: Mostre que — < - —

n Sn—1 Sn

Resolugao. Tem-se
1 1 bn

Sn—1 Sn SnSn—1

n=1
Sh Sp—1 Sn,

—— )¢

by 11 /11
Como s,5, 1 < s2 ja que b, > 0. Assim — < e S°F ( )
Sn—1 Sn

uma série de Mengoli convergente, pois tem-se v,, = — — 0. Consequentemente

n
pelo critério geral de comparagao, conclui-se que a série dada ¢ convergente.
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