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Resumo

Pretende-se, de uma forma geral com este seminário, estudar a equação de
Dirac e algumas das suas propriedades. Numa primeira fase é discutida a ge-
neralização da mecânica quântica à teoria relativista e as razões que levaram
Dirac a construir uma equação de primeira ordem nas derivadas em ordem
ao tempo e ao espaço. A imposição da lineariedade leva a uma equação ma-
tricial e à descrição do sistema em termos da função de onda bispinorial. São
discutidas, a covariância da equação e as suas soluções para a part́ıcula livre,
assim como as soluções em que existe um potencial externo. Neste último
caso mostra-se que para certos valores do potencial (potenciais fortes) existe
uma probabilidade finita para transições entre estados de energia positiva e
negativa (Paradoxo de Klein) e discute-se a forma como Dirac solucionou o
problema (Teoria dos Buracos de Dirac). Na segunda parte é introduzida a
equação de Dirac em coordenadas esféricas, juntamente, com o operador de
Runge-Lens, os harmónicos esféricos bispinoriais e os seus números quân-
ticos. São discutidas as soluções de part́ıcula livre e as soluções para uma
part́ıcula num poço de potencial. A terceira e última parte consite na de-
terminação numérica das soluções para a part́ıcula no poço de potencial, e
mostrar, que para grandes valores do raio do poço, as soluções aproximam-se
da situação não-relativista, situação em que o acoplamento spin-órbita não
existe e os ńıveis energéticos são degenerados. Concluindo que a linearie-
dade da equação de Dirac, como equação relativista, leva naturalmente ao
aparecimento do termo de acoplamento entre o spin e o momento angular
orbital, demostrando a sua natureza relativista.
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A.1 Poço de potencial esférico na teoria não relativista . . . . . . 71
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Caṕıtulo 1

Mecânica Quântica

1.1 Prinćıpios da mecânica quântica

• Um estado quântico é descrito pela função de estado |Ψy que contém
toda a informação posśıvel sobre o sistema. Na representação das co-
ordenadas tem-se a função de onda xr|Ψy � ψpqi, si, tq onde si designa
outros números quânticos para além dos posśıveis de descrever a par-
tir das coordenadas (por exemplo o spin).ρ � |ψpqi, si, tq|2 ¥ 0 tem
a interpretação duma densidade de probabilidade de encontrar o sis-
tema num estado com coordenadas qi, números quânticos internos si,
no instante t.

• Os observaveis fisicos são representados por operadores hermiticos line-
ares. A hermiticidade dos operadores implica que estes tenham valores-
próprios reais.

• Um estado do sistema é um estado próprio do operador Ω̂ se

Ω̂|Ψny � ωn|Ψny (1.1)

onde Ψn é o estado próprio a que corresponde o valor próprio ωn. Na
representação das coordenadas tem-se

Ω̂pq, s, tqψpq, s, tq � ωnψpq, s, tq (1.2)

• Uma função de onda arbitrária pode ser escrita como combinação li-
near de um conjunto completo e ortonormal de funções próprias, φn,
dum conjunto completo de operadores que comutam tΩ1,Ω2, ...u. As-
sim

ψ �
¸
n

anφn (1.3)

com an coeficientes complexos.
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• O resultado duma medição é qualquer um dos valores-próprios, ωn,
com probabilidade |an|2. O valor expectável ou valor médio de um
observável é dado por

xΩ̂y � xΨ|Ω̂|Ψy �
¸
s

»
dq1...ψ

�pqi, si, tqΩ̂ψ�pqi, si, tq �
¸
n

|an|2ωn

(1.4)

• A evolução no tempo dum sistema f́ısico é dada pela equação de Sch-
rodinger

ı~
Bψ
Bt � Ĥψ (1.5)

onde o hamiltoniano Ĥ é um operador linear e hermitico, Ĥ � Ĥ:. Se o
Hamiltoniano não depende do tempo tem-se a equação de Schrodinger
independente do tempo

Ĥψ � Eψ (1.6)

A linearidade do operador hamiltoniano implica o prinćıpio da subre-
posição e a hermiticidade conduz à conservação de probabilidade

d

dt
xΨ|Ψy � xBΨBt |Ψy � xΨ|BΨBt y

� x� ı

~
ĤΨ|Ψy � xΨ| � ı

~
ĤΨy

� ı

~

�
xĤΨ|Ψy � xΨ|ĤΨy

�
� 0

(1.7)

1.2 Simetrias e momento angular

Na mecânica quântica a evolução no tempo de um observável que não de-
pende explicitamente do tempo, i.e. BΩ̂

Bt � 0, é dada por

dxΩ̂y
dt

� xBΨBt |Ω̂|Ψy � xΨ|Ω̂|BΨBt y
� x� ı

~
ĤΨ|Ω̂Ψy � xΨ|Ω̂| � ı

~
ĤΨy

� ı

~

�
xĤΨ|Ω̂|Ψy � xΨ|Ω̂|ĤΨy

�
� ı

~

�
xΨ|

�
Ĥ, Ω̂

�
|Ψy

�
(1.8)

ou seja, se o observável comuta com o Hamiltoniano�
Ω̂, Ĥ

�
� 0 (1.9)

então xΩy é uma quantidade conservada ou constante do movimento.

dxΩy
dt

� 0 (1.10)
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Uma simetria é a transformação nas coordenadas do sistema que deixa
o Hamiltoniano invariante. As leis de conservação são consequência das
simetrias do sistema.

• Invariância de translação

Considere-se um sistema fechado de N part́ıculas livres. Visto que o espaço
é homogéneo, o Hamiltoniano do sistema é invariante perante translações.
Para um delocamento infinitesimal

δr : rk Ñ rk � δr k � 1, ..., N (1.11)

a função de onda transforma-se da seguinte forma

ψprk � δrq � ψprkq � δr
¸
k

∇kψprkq (1.12)

onde
1� δr

¸
k

∇k (1.13)

é o operador de translação infinitesimal que transforma ψprkq em ψprk�δrq.
Se o Hamiltoniano é invariante sob a transformação então este comuta com
o operador

p
¸
k

∇kqĤ � Ĥp
¸
k

∇kq � 0 (1.14)

qualquer que seja δr. O operador momento na mecânica quântica é �ı~∇,
ou seja, da relação anterior tem-se que�

p̂, Ĥ
�
� 0 (1.15)

e a quantidade de movimento é uma constante do movimento, dxp̂y
dt � 0.

Como a derivação de funções de várias váriaveis não depende da ordem
de derivação, então o mesmo é dizer que as três componentes do momento
comutam entre si

rp̂i, p̂js � 0 i, j � 1, 2, 3 (1.16)

e os seus valores podem ser determinados simultaneamente.

• Invariância de rotação

Além da propriedade de homogeniedade, o espaço é também isotrópico: to-
das as direcções são equivalentes. Assim o Hamiltoniano de um sistema de
part́ıculas fechado deve ser invariante para uma rotação de todo o sistema
de um ângulo arbitrário em torno de um eixo qualquer. Seja δφ o vector de
rotação infinitesimal, igual em grandeza ao ângulo de rotação δφ e que tem
a direcção do eixo de rotação. As variações δrk devidas à rotação são

δrk � δφ^ rk (1.17)
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a função de onda transformada é

ψprk � δrq � ψprkq �
¸
k

δrk∇kψprkq

� ψprkq �
¸
k

δφ^ rk �∇kψprkq

�
�

1� δφ
¸
k

rk ^∇k

�
ψprkq

(1.18)

com
1� δφ

¸
k

rk ^∇k (1.19)

o operador de rotação infinitesimal. Este operador comuta com o Hamilto-
niano �¸

k

rk ^∇k

�
Ĥ � Ĥ

�¸
k

rk ^∇k

�
� 0 (1.20)

o que traduz a conservação da quantidade
°

k rk ^ ∇k para qualquer δφ.
Esta quantidade é o momento angular

L̂ � �ı~ pr ^∇q (1.21)

e é uma constante do movimento, dxL̂y
dt � 0.

As componentes do momento angular obedecem às seguintes relações de
comutação �

L̂i, L̂j

�
� ı~εijlL̂l (1.22)

pelo que que a medição dos valores das componentes do momento angular
não podem ser determinadas simultaneamente. Estas relações de comuta-
ção definem uma álgebra. Contudo, cada uma das três componentes de L
comuta com o operador L2 � L2

x � L2
y � L2

z. Por exemplo�
Lz,L

2
� � �

Lz, L
2
x

�� �
Lz, L

2
y

�
� rLz, LxsLx � Lx rLz, Lxs � rLz, LysLy � Ly rLz, Lys
� ı~ pLyLx � LxLyq � ı~ pLxLy � LyLxq � 0

(1.23)

da mesma forma �
Lx,L

2
� � 0 (1.24)�

Ly,L
2
� � 0 (1.25)

ou seja, os valores próprios do quadrado do momento angular podem ser
determinados simultaneamente com uma das suas componentes. É conveni-
ente formar combinações complexas de Lx e Ly.
Assim, definindo

L� � Lx � ıLy (1.26)
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L� � Lx � ıLy (1.27)

tem-se das relações p1.22q que

rL�, L�s � 2~Lz , rLz, L�s � ~L� , rLz, L�s � �~L� (1.28)

e
L2 � L�L� � L2

z � ~Lz

� L�L� � L2
z � ~Lz

(1.29)

Em coordenadas esféricas

x � r sin θ cosφ
y � r sin θ sinφ
z � r cos θ

(1.30)

p1.21q fica

L̂ � ı~
�

1
sin θ

B
Bφθ̂ �

B
Bθ φ̂



(1.31)

e as componentes cartesianas1

Lx � ı~ cot θ
�
� sinφ� cosφ

B
Bφ �

sinφ
cot θ

B
Bθ




Ly � ı~ cot θ
�

cosφ� sinφ
B
Bφ �

cosφ
cot θ

B
Bθ




Lz � �ı~ B
Bφ

(1.32)

ou seja

L� � �~e�ıφ

� B
Bθ � ı cot θ

B
Bφ



(1.33)

e

L2 � � ~2

sin θ
B
Bθ

�
sin θ

B
Bθ



� ~2

sin2 θ

B2

Bφ2
(1.34)

1.2.1 Valores próprios do momento angular

Para determinar os valores-próprios da projecção do momento angular numa
certa direcção é conveniente direccionar o eixo polar nessa direcção. Apli-
cando o operador Lz à função de onda tem-se em coordenadas esféricas

Lzψpr, θ, φq � �ı~ B
Bφψpr, θ, φq (1.35)

1

r̂ � x̂ sin θ cos φ� ŷ sin θ sin φ� ẑ cos θ

θ̂ � x̂ cos θ cos φ� ŷ cos θ sin φ� ẑ sin θ

φ̂ � �x̂ sin φ� ŷ cos φ
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integrando vem
ψ � fpr, θqe ı

~ Lzφ (1.36)

com fpr, θq uma função arbitrária de r e θ. Para que a função de onda seja
uńıvoca, esta tem de ser periódica em φ de periodo 2π, ou seja os valores
próprios de Lz são

Lz � ~ml , ml � 0,�1,�2, ... (1.37)

e a função própria

Φml
pφq � 1?

2π
eımlφ (1.38)

que obedece à relação de ortogonalidade» 2π

0
Φ�

ml
pφqΦm1

l
pφqdφ � δmlm

1
l

(1.39)

Os valores próprios do operador L2 são reais e positivos visto que o
operador é hermitico e que

L2 � L2
z � L2

x � L2
y (1.40)

é sempre positivo. Esta equação mostra ainda que existe um l que corres-
ponde ao valor máximo de |ml| para um dado valor de L2 tal que

ηplq ¥ |ml| (1.41)

onde η são os valores próprios de L2. Para determinar a sua dependência de
l aplica-se o operador L̂zL̂� à função própria do operador Lz

LzL�ψml
(1.42)

usando as relações de comutação p1.28q tem-se

LzL�ψml
� ~pml � 1qL�ψml

(1.43)

ou seja a função L�ψml
é, a menos de uma constante, função própria do

operador Lz com valor próprio ~pml � 1q
ψml�1 � L�ψml

, ψml�1 � L�ψml
(1.44)

assim da definição de l tem-se

L�ψl � 0 (1.45)

Aplicando a p1.45q o operador L� e usando p1.29q obtém-se

L�L�ψl � pL2 � L2
z � ~L̂zqψl (1.46)
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como
L̂2ψl � ηplqψl , L̂2

zψl � ~2l2ψl , L̂zψl � ~lψl (1.47)

tem-se de p1.46q que
ηplq � ~2lpl � 1q (1.48)

Para um dado valor de l, a componente Lz � ~ml pode assumir os valores

�l ¤ ml ¤ l (1.49)

ou seja, existem 2l � 1 valores de ml o que corresponde a dizer que o ńıvel
energético de momento l é 2l � 1 degenerado.

Para um sistema em que o Hamiltoniano é rotacionalmente invariante,
as três componentes do momento angular comutam com este, ou seja, as
matrizes são diagonais em relação à energia e todos os elementos da ma-
triz não diagonais que correpondem às transições entre estados de energia
diferente (l diferentes) são nulos. Claramente

xlml|Lz|l1m1
ly � ~mlδll1δmlm

1
l

(1.50)

xlml|L2|l1m1
ly � ~2lpl � 1qδll1δmlm

1
l

(1.51)

que corresponde à diagonalização destes operadores. Contudo as equações
p1.44q mostram que as matrizes dos operadores L� e L� têm elementos
não nulos para transições ml � 1 Ñ ml e ml Ñ ml � 1 respectivamente,
correspondentes ao mesmo ńıvel energético (mesmo l). Tendo em conta que
L�� � L	 pode-se calcular os valores próprios dos operadores L� e L�

|Γ�|2 � xml|L	L�|mly
� xml|rL2 � LzpLz � ~qs|mly
� ~2lpl � 1q � ~2mlpml � 1q
� ~2pl 	mlqpl �ml � 1q

(1.52)

Γ� � ~
apl 	mlqpl �ml � 1q (1.53)

sendo a relação de ortogonalidade

xlml|L�|l1m1
ly � Γ�δll1δml,m

1
l�1 (1.54)

Das relações p1.26q e p1.27q tem-se que

xl,ml|Lx|l,ml � 1y � xl,ml � 1|Lx|l,mly � ~
2

apl �mlqpl �ml � 1q (1.55)

xl,ml|Ly|l,ml � 1y � �xl,ml � 1|Ly|l,mly � �ı~
2

apl �mlqpl �ml � 1q
(1.56)

9



1.2.2 Funções próprias do momento angular

Como os operadores L̂z e L̂2 só dependem das variáveis θ e φ, então as
suas funções próprias contêm uma função arbitrária de r. Seja Ylml

a parte
angular da função da função de onda, caracteŕıstica das funções-próprias do
momento angular tal que »

|Ylml
|2 sin θdθdφ � 1 (1.57)

De facto o problema de determinar as funções-próprias comuns aos opera-
dores L̂2 e Lz admite a separação das variáveis θ e φ, ou seja

Ylml
pθ, φq � Φml

pφqΘlml
pθq (1.58)

onde Φml
são as funções próprias de L̂z dadas por p1.38q que obedecem a

p1.39q. As funções Θlml
são normalizadas pela relação» π

0
|Θlml

|2 sin θdθ � 1 (1.59)

e a relação de ortogonalidade para Ylml
é» 2π

0

» π

0
Y �

l1m1
l
Ylml

sin θdθdφ � δll1δmlm
1
l

(1.60)

Para determinar a forma da parte angular da função de onda escreve-se a
equação de valores próprios para L2

� 1
sin θ

B
Bθ

�
sin θ

Bψ
Bθ



� 1

sin2 θ

B2ψ

Bφ2
� lpl � 1qψ (1.61)

substituindo a função de onda por p1.58q obtem-se

1
sin θ

d

dθ

�
sin θ

BΘlml

Bθ


� m2

l

sin2 θ
Θlml

� lpl � 1qΘlml
� 0 (1.62)

A solução desta equação é dada em termos dos polinómios associados de Le-
gendre Pml

l pcos θq. Normalizando de acordo com a condição p1.59q a solução
fica então

Θlml
pθq � p�1qml

d
p2l � 1q

2
pl �mq!
pl �mq!P

ml
l pcos θq , ml ¥ 0 (1.63)

Para ml negativos a função Θlml
é determinada pela relação

Θl,�|ml| � p�1qmlΘl|ml| (1.64)

A parte angular da função de onda é então dada por

Ylml
pθ, φq � p�1qml�|ml|

2

�p2l � 1q
4π

pl � |m|q!
pl � |m|q!

� 1
2

P
|ml|
l pcos θqeımlφ (1.65)
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1.2.3 Operador Paridade

Além das transformações de translação e rotação no espaço existe ainda a
transformação de inversão no espaço. Esta transformação é dada por

xÑ �x , y Ñ �y , z Ñ �z , (1.66)

Definindo o operador paridade

P̂ψprq � ψp�rq (1.67)

com a equação de valores-próprios

P̂ψprq � Pψprq (1.68)

tem-se de p1.67q e do facto que P̂ψp�rq � ψprq a relação P 2 � I pelo que

P � �1 (1.69)

Para P � 1 a função de onda diz-se par e para P � �1 a função de onda
diz-se ı́mpar.
A invariância do Hamiltoniano perante a transformação de inversão no es-
paço reflecte a simetria do espaço em relação às reflexões. Então se o ope-
rador P̂ comuta com o Hamiltoniano a paridade é conservada, ou seja, se
um estado dum sistema isolado tem uma certa paridade (par ou ı́mpar),
esta conserva-se ao longo do tempo. O operador momento angular é tam-
bém invariante perante a tranformação de inversão no espaço, ou seja, este
operador comuta com P̂ . Assim, um estado do sistema pode ter uma certa
paridade simultaneamente com certos valores do momento angular l e da
sua projecção ml. De facto todos os estados que diferem no valor ml têm a
mesma paridade.
Para determinar a paridade do estado de uma part́ıcula com momento l
tem-se que em coordenadas esféricas a transformação de inversão no espaço
é dada por

r Ñ r , θ Ñ π � θ , φÑ φ� π (1.70)

assim, a parte radial da função de onda não é alterada pela transformação,
enquanto que, os Harmónicos esféricos se transformam de acordo com2

Ylml
pπ � θ, φ� πq � p�1qlYlml

pθ, φq (1.71)

ou seja, a paridade de um estado com momento angular l é

P � p�1ql (1.72)

para l par os estados são pares enquanto que para l ı́mpar os estados são
ı́mpares.

2Ylml é, a menos de uma constante, dada por P
ml
l pcos θqeımlφ. Substituindo φ por

φ � π, o factor eımlφ vem multiplicado por p�1qml , e substituindo θ por π � θ, a função
P

ml
l pcos θq fica P

ml
l p� cos θq � p�1ql�mlP

ml
l pcos θq
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1.3 Equação de Schrodinger em coordenadas esfé-
ricas

O hamiltoniano de part́ıcula livre em coordenadas esféricas escreve-se

H0 � p2

2m
� �~2∇2

2m

� � ~2

2m

"
1
r2

B
Br

�
r2
B
Br



� L2

~2r2

* (1.73)

Com L2 dado por p1.34q. Na presença de um potencial independente do
tempo, a equação de Schrodinger independente do tempo fica

Eψ � � ~2

2m

"
1
r2

B
Br

�
r2
B
Br



� L2

~2r2

*
ψ � V pr, θ, φqψ (1.74)

Se o potencial (e consequentemente o Hamiltoniano) tem simetria central,
V prq � V prq, o momento angular é uma quantidade conservada do movi-
mento e a função de onda é um estado próprio dos operadores L2 e Lz.
Assim pode-se escrever esta como

ψlml
pr, θ, φq � RlprqYlml

pθ, φq (1.75)

Substituindo p1.75q em p1.74q e aplicando p1.61q obtém-se a equação radial

1
r2

d

dr

�
r2
d

dr
Rprq



�
�
2m
~2
pE � V prqq � lpl � 1q

r2

�
Rprq � 0 (1.76)

usando a identidade

1
r2

d

dr

�
r2
d

dr



� 1
r2

"
2r

d

dr
� r2

d2

dr2

*

� 2
r

d

dr
� d2

dr2

(1.77)

p1.76q fica

d2

dr2
Rprq � 2

r

d

dr
Rprq �

�
2m
~2
pE � V prqq � lpl � 1q

r2

�
Rprq � 0 (1.78)

Com a substituição

Rprq � gprq
r

(1.79)

a equação radial para gprq é

d2

dr2
gprq �

�
2m
~2
pE � V prqq � lpl � 1q

r2

�
gprq � 0 (1.80)
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1.4 Poço de potencial esférico

Para um potencial

V prq �
#
�V0 , r ¤ R0

0 , r ¡ R0

(1.81)

existem estados ligados para �V0   E   0

E

r

E

−V
0

R
0

T

T

Figura 1.1: �V0   E   0

• Para r ¤ R0

A energia cinética é positiva, e o momento da part́ıcula é dado por

p2 � 2mpE � V0q (1.82)

Definindo a distância radial adimensional

ρ � ar (1.83)

com a o vector de onda dado pela relação de De Broglie a � p
~

a2 � 2mpE � V0q
~2

¡ 0 (1.84)

p1.78q fica
d2

dρ2
R� 2

ρ

d

dρ
R�

�
1� lpl � 1q

ρ2

�
R � 0 (1.85)

As soluções desta equação diferencial que são regulares na origem são as
funções esféricas de Bessel do 1otipo

Rprq � Ajlparq � A

c
πar

2
Jl� 1

2
parq (1.86)

com

a �
a

2mpE � V0q
~

(1.87)
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• Para r ¡ R0

A energia cinética é negativa

p2

2m
� E ùñ p2 � 2mE   0 (1.88)

Definindo
p12 � �2mE ¡ 0 (1.89)

o vector de onda é
a12 � �2mE

~2
¡ 0 (1.90)

e a distância adimensional

ρ1 � a1r �
?�2mE

~
r (1.91)

pelo que p1.78q fica

d2

dρ12
R� 2

ρ1
d

dρ1
R�

�
1� lpl � 1q

ρ12

�
R � 0 (1.92)

e as soluções desta equação são as funções esféricas de Bessel modificadas.
As soluções que decrescem exponencialmente quando r Ñ �8 são as funções
do 3o tipo

Rprq � B

c
πa1r

2
Kl� 1

2
pa1rq (1.93)

As constantes A e B podem ser eliminadas através da relação de conti-
nuidade da derivada logaritmica em r � R0

d

dr
lnrAjlpρqs|r�R0 �

d

dr
lnrBKl� 1

2
pρ1qs|r�R0 (1.94)

j1lpρq
jlpρq

dρ

dr
�

d
dρ1

�b
πρ1

2 Kl� 1
2
pρ1q

�
b

πρ1

2 Kl� 1
2
pρ1q

dρ1

dr
(1.95)

usando as relações de recorrência

j1lpρq �
l

ρ
jlpρq � jl�1pρq (1.96)

e

d

dρ1

�c
πρ1

2
Kl� 1

2
pρ1q

�
� p�1q�pl�1qp�1ql�2

c
πρ1

2
Kl� 3

2
pρ1q�

� p�1q�pl�1qp�1ql�1 l

ρ1

c
πρ1

2
Kl� 1

2
pρ1q

(1.97)
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p1.95q fica

a1Kl� 3
2
pa1R0qjlpaR0q � aKl� 1

2
pa1R0qjl�1paR0q � 0 (1.98)

Esta equação é resolvida numéricamente para vários valores de l (Apêndice
A1).

1.5 Spin

Considere-se uma part́ıcula composta de outras part́ıculas. Além da energia
interna esta possui um momento angular L, devido ao movimento interno
das part́ıculas que a compõem. Este momento angular pode ter 2L � 1
orientações diferentes no espaço, ou seja, o movimento de uma particula
composta é descrito pelas suas coordenadas e por uma variável discreta que
corresponde à projecção do seu momento angular interno numa direcção
espacial. Esta propriedade é caracteristica tanto de part́ıculas compostas
como de particulas elementares e tem natureza puramente quântica. Este
momento angular intrinseco designa-se por spin da part́ıcula, enquanto que
o momento angular associado ao movimento denomina-se momento angular
orbital.
Os operadores de spin devem assim obedecer às relações de comutação dos
operadores do momento angular�

Ŝi, Ŝj

�
� ı~εijlŜl (1.99)

e
�s ¤ ms ¤ s (1.100)

onde ~ms são os valores próprios do operador Sz e s o valor máximo absoluto
de ms. Sabe-se de factos experimentais que a diferença entre o valor máximo
e minimo de Sz, i.e. 2s, deve ser um número inteiro positivo ou zero pelo
que

s � 0,
1
2
, 1,

3
2
, ... (1.101)

e os valores próprios do operador S2 são

S2 � ~2sps� 1q (1.102)

Para um certo valor de s a componente Sz pode assumir 2s � 1 valores e
as matrizes dos operadores que actuam nas funções do spin são de ordem
2s� 1.
Tal como as componentes do momento angular orbital, os valores próprios
das três componentes do operador de spin são

Ŝz � ~ms (1.103)

15



Ŝx � ~
2

aps�msqps�ms � 1q (1.104)

Ŝy � � ı~
2

aps�msqps�ms � 1q (1.105)

1.5.1 Spin 1
2

Maior parte das part́ıculas, por exemplo o electrão, têm spin 1
2 . Neste caso

s � 1
2 e ms � �1

2 . As matrizes têm ordem 2 e a forma

Ŝ � ~
2
σ̂ (1.106)

com

σ1 �
�

0 1
1 0



σ2 �

�
0 �ı
ı 0



σ3 �

�
1 0
0 �1



(1.107)

na representação em que Sz � ~
2σz é diagonal. Estas são as matrizes de

Pauli que juntamente com a matriz identidade, I2�2, formam um conjunto
completo de matrizes, tal que, qualquer matriz arbitrária 2 � 2 pode ser
escrita em termos destas. Então

a0I2 � a � σ � 0 (1.108)

se e só se a0 � 0 e a � 0.
Aa matrizes de Pauli têm traço nulo, determinante �1 e são unitárias, então,
qualquer matriz M 2� 2 pode ser escrita com

M � 1
2
rTrM � pTrMσq � σs (1.109)

Entre si obedecem à relação

σiσj � δij � ıεijkσk (1.110)

ou seja
rσi, σjs � 2ıεijkσk (1.111)

tσi, σju � 2δij (1.112)

Da relação p1.110q pode-se provar a relação geral

pσ �Aqpσ �Bq � A �B � ıσ � pA^Bq (1.113)

que é um exemplo da decomposição do tipo p1.109q. Para s � 1
2 , p1.102q

fica
S2 � 3

4
~2 (1.114)

e p1.103q
Sz � ~ms , ms � �1

2
(1.115)
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Os operadores de spin não actuam no espaço das coordenadas. Sejam χms as
funções próprias dos operadores S2 e Sz. Das equações de valores próprios
na forma matricial vê-se que as funções χms têm de ser funções de duas
componentes dadas a menos de uma fase por

χ 1
2
�
�

1
0



, χ� 1

2
�

�
0
1



(1.116)

e são ortonormais entre si

xχms |χm1
s
y � δmsm1

s
(1.117)

1.6 Momento angular total

O facto da função de onda ter várias componentes é uma caracteristica da
existência de spin. Se a função de onda tem uma só componente que depende
apenas das coordenadas então o spin é zero. Ou seja, a função de onda de
um sistema com spin tem a forma

ψ �
�
��
ψ1pxkq
ψ2pxkq

...

�
�
 (1.118)

As funções de onda de duas componentes designam-se por spinores. Em
geral o producto escalar implica a integração sobre o espaço das coordenadas
e o somatório sobre as componentes da função de spin χms , eq. p1.4q.
Para um sistema com spin o momento angular total é

J � L� S (1.119)

Se o Hamiltoniano é invariante perante rotações

rJ ,Hs � 0 (1.120)

e xJzy e xJ2y são constantes do movimento. É então é posśıvel construir
funções próprias de J2, Jz, L2 e S2.
A adição de momentos angulares é em geral

J � J1 � J2 (1.121)

onde J1 e J2 são operadores que actuam em espaços distintos. As funções
próprias dos operadores J2, Jz, J2

1 e J2
2 de valores próprios ~2jpj� 1q, ~mj ,

~2j1pj1 � 1q e ~2j2pj2 � 1q podem ser construidas como combinação linear
das funções próprias de J2

1 e J1z e de J2
2 e J2z

ψjmj �
¸
m1

¸
m2

Cpj1j2j;m1m2mjqψj1m1ψj2m2 (1.122)
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com Cpj1j2j;m1m2mjq os coeficientes de Clebsch-Gordan. Nesta represen-
tação os valores próprio de Jz são

mj � m1 �m2 (1.123)

e os valores posśıveis para j são dados pela relação triângular

|j1 � j2| ¤ j ¤ j1 � j2 (1.124)

onde j1p�j1 ¤ m1 ¤ j1q e j1p�j2 ¤ m2 ¤ j2q.

1.7 Acoplamento L � S

Na mecânica quântica não-relativista e na f́ısica atómica o acoplamento spin-
órbita aparece da interacção entre o spin do electrão no átomo e o campo
magnético criado pelo núcleo no referencial próprio do electrão. O termo
extra no Hamiltoniano é para um sistema de part́ıcula única

Hsp � �µ �H (1.125)

onde µ é o momento magnético do electrão

µ � � e~
mc

S (1.126)

e H o campo magnético na posição da particula. Este campo magnético
está relacionado relativisticamente com o campo eléctrico criado pelo núcleo
no seu referencial próprio. Se este campo é um campo electrostático tem
simetria esférica, então, o termo de interacção no Hamiltoniano é dado por

Hsp � e

2m2c2
1
r

dV

dr
S �L (1.127)

e o hamiltoniano do sistema

H � H0 � V prq �Hsp (1.128)

com H0 dado por p1.73q.

1.8 Spinores num campo central

Na ausência da interacção spin-órbita, o Hamiltoniano p1.128q, comuta com
Sz e Lz e a função de onda em que H0, L2, Lz e Sz são simultaneamente
diagonais tem a forma

ψnlpr, sq � RnlprqYlml
pθ, φqχmspsq (1.129)
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No caso em que a interacção spin-órbita existe, Lz e Sz não comutam com
o hamiltoniano

rS3,S �Ls � rS3, SiLis
� rS3, SisLi � Si rS3, Lis
� rS3, S1sL1 � rS3, S2sL2

� ı tS2L1 � S1L2u
(1.130)

em termos dos indices cartesianos

rSz,S �Ls � ı tLxSy � LySxu (1.131)

Da mesma forma
rLz,S �Ls � �ı tLxSy � LySxu (1.132)

Ou seja, das equações anteriores tem-se que o operador Ĵz � L̂z� Ŝz comuta
com H. O operador J2 � pL�Sq2 também comuta com H, visto que comuta
com H0 e com qualquer função de r enquanto que

2S �L � J2 �L2 � S2 (1.133)

comuta com J2 visto que rL2, Lks � 0 e rS2, Sks � 0. De forma a achar
as funções próprias que diagonalizam simultaneamente H, J2, Jz, L2 e S2

tem-se de p1.122q e p1.129q

ψnjpr, sq � Rnjprq
¸
ml

¸
ms

Cplsj;mlmsmjqYlml
pθ, φqχmspsq (1.134)

Para s � 1
2 as quatro soluções independentes são explicitamente dadas por:

• Para j � l � 1
2

ψl� 1
2
�

Rl� 1
2?

2l � 1

�
�
b
l �mj � 1

2 Ylmj�
1
2b

l �mj � 1
2 Ylmj�

1
2

�

 (1.135)

• Para j � l � 1
2

ψl� 1
2
�

Rl� 1
2?

2l � 1

�
��

b
l �mj � 1

2 Ylmj�
1
2b

l �mj � 1
2 Ylmj�

1
2

�

 (1.136)

onde os coeficientes são os coeficientes de Clebsh-Gordan para j1 � l e
j2 � 1

2 . Para l � 0, os únicos estados posśıveis correspondem aos estados
para j � l � 1

2 , visto que para os estados j � l � 1
2 , l � 0 corresponde a ter
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j   0.
Da equação p1.133q tem-se que

~L � σψjmj �
�
J2 � L2 � 3

4
~2



ψjmj

� ~2

�
jpj � 1q � lpl � 1q � 3

4



ψjmj

(1.137)

ou seja os valores próprios de L�σ
~ são#

l � �1� �
j � 1

2

�
j � l � 1

2

�pl � 1q � �1� �
j � 1

2

�
j � l � 1

2

(1.138)

Definindo o operador

K̂ � ~
�

1� L � σ
~



(1.139)

tem-se de p1.138q que os valores-próprios de K̂ são

K̂ψjmj � �~kψjmj (1.140)

com

k �
#
�pl � 1q � � �

j � 1
2

�
j � l � 1

2

l � j � 1
2 j � l � 1

2

(1.141)

Para l � 0, só um valor de k é posśıvel, k � �1. k toma todos os valores
inteiros excepto zero. Do módulo de |k| pode-se obter j

j � |k| � 1
2

(1.142)

e em termos de k, l é dado por

l �
#
k k ¡ 0
�pk � 1q k   0

(1.143)

ou seja, conhecendo k, sabe-se j e l. Em termos da notação espectroscópica
k � �1, 1,�2, 2, ... corresponde aos estados s 1

2
, p 1

2
, p 3

2
, d 3

2
, ...

Em termos de k a paridade da função de onda fica

P � p�1ql � p�1qj�Sk
2 (1.144)

com
Sk � k

|k| (1.145)

Para cada valor de j os dois spinores de Pauli dados por p1.135q e p1.136q
têm momentos angulares l diferentes e por conseguinte paridades diferentes.
Definindo l1, tal que

l1 � l�k (1.146)
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tem-se que

l1 �
#
k � 1 k ¡ 0
�k k   0

(1.147)

e

l1 �
#
l � 1 j � l � 1

2

l � 1 j � l � 1
2

(1.148)

As últimas relações entre l1 e l pode ser escrita na forma

l � l1 � Sk (1.149)

Assim os spinores de Pauli podem ser escritos como

χkmj
� Yjlmj

j � l � 1
2

(1.150)

χ�kmj
� Yjl1mj

j � l � 1
2

(1.151)

e
K̂χkmj

� �~kχkmj
(1.152)

K̂χ�kmj
� ~kχ�kmj

(1.153)

Uma relação importante entre os spinores é

pσ � r
r

qχkmj
� �χ�kmj

(1.154)

Para demostrar esta relação note-se que o operador σ � r̂ é um escalar pelo
que é invariante sob rotações, comutando com J2. σ � r̂ também comuta
com Jz, ou seja, pσ�r

r qχkmj
tem os mesmos valores de j e mj . Como σ � r̂ é

ı́mpar, tem-se
pσ � r
r

qχkmj
� aχ�kmj

(1.155)

De p1.113q tem-se que pσ�r
r q2 � 1 pelo que a2 � 1. De modo a obter a

direcciona-se r̂ ao longo da direcção do eixo dos zz. Assim pondo θ � 0 em
p1.65q

Ylml
pẑq �

�
2l � 1

4π


 1
2

δm0 (1.156)

e para χkmj

chikmj
�

�
2l � 1

4π


 1
2

C

�
l
1
2
j; 0mj



χms (1.157)

ou seja

ap2l1q 1
2C

�
l1

1
2
j; 0mj



� 2mjp2l � 1q 1

2C

�
l
1
2
j; 0mj



(1.158)

Para os quatro casos posśıveis j � l � 1
2 , mj � 1

2 obtém-se a � �1.
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Caṕıtulo 2

Relatividade Restrita

2.1 O Prinćıpio da Relatividade

Na mecânica clássica não-relativista um sistema de referência em relação
ao qual o espaço é sempre homogéneo e isotrópico e o tempo uniforme
denomina-se inercial. Das propriedades do espaço e tempo supramenciona-
das conclui-se que num sistema inercial qualquer movimento livre efectua-se
com velocidade constante em grandeza e direcção, em particular se este se
encontrar em repouso permanecerá em repouso por um tempo ilimitado, lei
da inércia.
A experiência mostra que se outro sistema de referência move-se com mo-
vimento rectilineo e uniforme em relação a um sistema inercial então estes
serão totalmente equivalentes do ponto de vista mecânico. Existe assim uma
infinidade de sistemas inerciais, que se movem uns relativamente aos outros,
rectilinea e uniformemente. Em todos estes sistemas as propriedades do es-
paço e tempo são as mesmas assim como todas as leis mecânicas, principio
da relatividade de Galileu.
Matematicamente, o principio da relatividade de Galileu expressa-se no
facto das leis da mecânica serem invariantes sob as seguintes transforma-
ções, transformações de Galileu:

r1 � r � V t (2.1)

t1 � t (2.2)

com V a velociade de S1 em relação a S.
Substituindo na 2a lei de Newton obtém-se:

F � ma1 � m
d2

dt2
pr � V tq � ma (2.3)

pelo que a lei de Newton é invariante sob as transformações de Galileu.
Anos de investigação nas áreas do electromagnetismo e óptica deram origem
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às equações de Maxwell, no entanto estas equações não são invariantes relati-
vamente às transformações de Galileu. Uma das consequências das equações
de Maxwell é que no vazio a luz propaga-se com a mesma velocidade em to-
das as direcções e é máxima, de valor:

c � 3� 108pm{sq (2.4)

Na altura várias hipóteses surgiram de forma a resolver este problema. Mas
foi com a experiência de Michelson-Morley que Lorentz sugeriu a contração
do espaço e verificou que as equações de Maxwell eram invariantes sob as
seguintes transformações:

ct1 � γpct� β � rq (2.5)

r1 � r � pβ � rqβpγ � 1q
β2

� βγct (2.6)

com β � V
c e γ � 1?

1�β2
.

No seguimento da experiência de Michelson-Morley e das conclusões de Lo-
rentz, Einstein formula a teoria da relatividade restrita usando os dois se-
guintes postulados:

1. As leis da f́ısica são as mesmas para todos os observadores inerciais

2. A velocidade da luz é a mesma para todos os observadores inerciais

A formulação f́ısica que incorpora estes dois postulados diz-se covariante
(forma invariante).

2.2 Espaço de Minkowski

Na teoria da relatividade restrita, espaço e tempo consistem numa unica
identidade, devendo-se então largar as noções newtonianas de uma única co-
ordenada temporal e a existência de ”espaço num certo momento no tempo”.
Ao espaço geométrico onde é formulada a teoria da relatividade restrita
denomina-se espaço de Minkowski ou espaço-tempo 4-dimensional. Um
ponto neste espaço-tempo consiste em 3 valores nas coordenadas espaci-
ais e 1 valor na coordenada temporal, definindo-se assim um evento como o
momento único no espaço e tempo.
Um evento é especificado pelo 4-vector contravariante

xµ � px0, x1, x2, x3q � pct, x, y, zq com µ � 0, 1, 2, 3 (2.7)

as coordenadas espaciais representam-se por xi com i � 1, 2, 3
O intervalo infinitesimal entre dois eventos é dado por

pdsq2 � pcdtq2 � pdxq2 � pdyq2 � pdzq2 (2.8)
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ou
ds2 � c2dt2 � dr2 (2.9)

De facto é fácil verificar que a equação p2.9q é invariante perante as trans-
formações p2.5q e p2.6q.
Introduzindo a métrica (pseudo-euclidiana), definida pelo tensor

ηµν �

�
���

1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

�
��
 (2.10)

pode-se reescrever p2.8q na forma compacta

ds2 � ηµνdx
µdxν (2.11)

ou seja,
dxµ � ηµνdx

ν (baixa o indice) (2.12)

transformando um vector contravariante num covariante. Multiplicando à
esquerda por ησµ

ησµdxµ � ησµηµνdx
ν (2.13)

� δσ
ν dx

ν (2.14)
� dxσ (eleva o ı́ndice) (2.15)

onde se usou
ησµηµν � δσ

ν (2.16)

Com δµ
ν o śımbolo de Kronecker: δµ

ν � 1 se µ � ν e δµ
ν � 0 se µ � ν.

De facto
ηµν � ηµν (2.17)

ou na forma matricial
η � η�1 (2.18)

e
Trpηµνq � ηµνη

µν � δµ
µ � 4 (2.19)

i.e., para a métrica definida em p2.10q a transformação entre os vectores
covariantes e contravariantes é dada por x0 � x0 e xi � �xi.
O producto escalar à semelhança do espaço Euclidiano é definido como a
acção da métrica em dois vectores

ηpa, bq � ηµνa
µbν � a0b0 � a � b (2.20)
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Se o produto escalar é zero os vectores dizem-se ortogonais. A norma de
um vector é definida como o produto escalar do vector com ele mesmo, que
contrariamente ao espaço Euclidiano não é definida positiva

se ηµνa
µaν é

$'&
'%
  0, aµ diz-se ‘spacelike‘
� 0, aµ diz-se ‘lightlike’ ou nulo
¡ 0, aµ diz-se ‘timelike’

(2.21)

2.2.1 Energia e momento

A trajectória de uma part́ıcula real a qual para a métrica definida em p2.9q
é sempre spacelike e calcula-se por integração do elemento infinitesimal

spλq �
»

caminho
dλ

c
ηµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
(2.22)

onde λ é um parâmetro do qual depende a curva xµpλq. O vector tangente
à curva é dxµ

dλ . É conveniente o pârametro ser um invariante de Lorentz,
assim, pode-se escolher o tempo no referencial em repouso, tempo próprio
pτq, como um bom parâmetro. Da definição de tempo próprio é fácil verificar
as relações:

dτ � dt

γ
e dτ � ds

c
(2.23)

Nesta parametrização o vector tangente à trajectória xµpτq é o 4-vector
velocidade

uµ � dxµ

dτ
ou uµ � c

dxµ

ds
(2.24)

Sendo a sua norma

u2 � ηµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
� c2

dτ2

dτ2
� c2 (2.25)

Das relações p2.23q e p2.24q têm-se que

u � γv (2.26)

e

u0 � dx0

dτ
� dpctq

1
γdt

� γc (2.27)

ou seja,
uµ � γpc,vq (2.28)

no referencial de repouso
uµ � pc,0q (2.29)
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Em relatividade restrita queremos que a expressão do momento de uma
part́ıcula seja a mesma em qualquer sistema de inércia. Define-se então o
tetra-vector energia-momento:

pµ � muµ (2.30)

onde m é a massa da part́ıcula. A componente espacial é simplesmente

p � γmv (2.31)

e a componente temporal
p0 � γmc (2.32)

Definindo a energia relativista, E, como

E � γmc2 (2.33)

tal que no limite não-relativista a expressão da energia seja E � R � T ,
com R � mc2 constante (energia de repouso) e T � mc2pγ � 1q � 1

2mv
2 �

3
8m

v4

c2
� ... (energia cinética), o 4-vector energia-momento fica

pµ � pE
c
,pq (2.34)

e a norma

p2 � E2

c2
� p2 � mc2 (2.35)

sendo esta a relação relativista entre energia e momento. No caso de uma
particula sem massa esta expressão reduz-se a

E � |p|c (2.36)

2.3 Grupo de Lorentz

As transformações lineares mais gerais entre dois sistemas de inércia, são da
forma:

xµ Ñ x1µ � Λµ
νx

ν � aµ (2.37)

Para translações pΛµ
ν � 0q a diferença ∆xµ não é alterada e o intervalo p2.8q

é invariante. Pode-se assim reescrever a equação p2.37q com aµ � 0

x1µ � Λµ
νx

ν (2.38)

ou na forma matricial
x1 � Λx (2.39)
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A equação p2.11q fica

ds2 � pdxqT ηpdxq (2.40)
� pdx1qT ηpdx1q (2.41)
� pdxqTΛT ηΛpdxq (2.42)

ou seja,
η � ΛT ηΛ (2.43)

ou
ηρσ � Λµ

ρΛν
σηµν (2.44)

As matrizes reais que satisfazem p2.43q são as transformações de Lorentz.
De p2.43q conclui-se que

detpΛq � �1 (2.45)

ou seja, para qualquer transformação de Lorentz existe uma transformação
inversa tal que

Λµ
νΛν

ρ � δµ
ρ (relação de ortogonalidade) (2.46)

Como o produto de duas transformações de Lorentz é também ele uma
transformação de Lorentz então o conjunto de todas as transformações de
Lorentz formam um grupo, o grupo de Lorentz Op3, 1q.
Este grupo contém um subgrupo que é isomórfico com Op3q, o grupo das
rotações no espaço tridimensional. Este subgrupo é o conjunto de todas as
matrizes Λ da forma

ΛpRq �
�
1 0
0 R



(2.47)

onde R é uma matriz 3� 3 que satisfaz

1 � RT1R (2.48)

com 1 a matriz identidade 3� 3.
O conjunto de todas as transformações de Lorentz pode ser dividido em
quatro subconjuntos dependendo do determinante ser 1 (transformações pró-
prias) ou �1 (transformações impróprias).

2.3.1 Transformações próprias de Lorentz

O grupo das transformações próprias é um grupo continuo e pode ser obtido
através de transformações infinitesimais,

Λµ
ν � δµ

ν � ελµ
ν � ... (2.49)
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com ε infinitesimal. De p2.46q e conservando apenas os termos de primeira
ordem em ε tem-se que

Λµ
νΛν

ρ � pδµ
ν � ελµ

ν qpδν
ρ � ελν

ρq
δµ
ρ � δµ

ν δ
ν
ρ � εpλµ

νδ
ν
ρ � λν

ρδ
µ
ν q �Opε2q

δµ
ρ � δµ

ρ � λµ
ρ � λµ

ρ

λµν � �λνµ

(2.50)

pelo que λµν é um tensor anti-simétrico, ou seja, o grupo das transformações
próprias contém seis parâmetros independentes que correspondem a três
rotações e três boosts.
Qualquer transformação infinitesimal pode também ser escrita em termos
dos geradores definidos por

Ω � d

dλ
Λ|λ�0 (2.51)

tal que
Λpλq � I � λµνΩµν � ... (2.52)

A transformação finita de um ângulo λ pode ser pensada como ocurrendo
em n passos, cada um deles consistindo numa rotação de um ângulo λ

n

Λpλq � lim
nÑ�8

�
I � λµν

n
Ωµν


n

(2.53)

ou seja,
Λpλq � eλΩ (2.54)

com Ωµν � �Ωνµ os geradores infinitesimais.

• Rotações

O subgrupo das rotações consiste de todos os Λ dados por p2.47q.
Para rotações em torno do eixo dos xx de um ângulo θ1 a matriz transfor-
mação é:

ΛpR1q �

�
���

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos θ1 sin θ1
0 0 � sin θ1 cos θ1

�
��
 (2.55)

e o gerador infinitesimal

Ω23 � d

dθ1
ΛpR1q|θ1�0 ùñ Ω23 �

�
���

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 �1 0

�
��
 (2.56)
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Para rotações em torno do eixo dos yy de um ângulo θ2 a matriz transfor-
mação é:

ΛpR2q �

�
���

1 0 0 0
0 cos θ2 0 � sin θ2
0 0 1 0
0 sin θ2 0 cos θ2

�
��
 (2.57)

e o gerador infinitesimal

Ω31 � d

dθ2
ΛpR2q|θ2�0 ùñ Ω31 �

�
���

0 0 0 0
0 0 0 �1
0 0 0 0
0 1 0 0

�
��
 (2.58)

Para rotações em torno do eixo dos zz de um ângulo θ3 a matriz transfor-
mação é:

ΛpR3q �

�
���

1 0 0 0
0 cos θ3 sin θ3 0
0 � sin θ3 cos θ3 0
0 0 0 1

�
��
 (2.59)

e o gerador infinitesimal

Ω12 � d

dθ3
ΛpR3q|θ2�0 ùñ Ω12 �

�
���

0 0 0 0
0 0 1 0
0 �1 0 0
0 0 0 0

�
��
 (2.60)

Definindo para as rotações

pθ1, θ2, θ3q � pλ2
3, λ

3
1, λ

1
2q (2.61)

e �
Ω23,Ω31,Ω12

� � ı pJ1, J2, J3q (2.62)

temos para uma rotação finita numa direcção arbitrária

ΛpRq � eıθ�J (2.63)

onde J são geradores hermiticos que satisfazem

rJ1, J2s � ıε123J3 (2.64)

ou seja, satisfazem as mesmas relações de comutação do momento angular.
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• Boosts

Os boosts podem ser pensados como ”rotações entre as direcções espaciais e
de tempo”e correspondem à mudança de coordenadas para um sistema que
viaja com velocidade constante.
Para um referencial que se move no eixo dos xx a matriz transformação é

ΛpB1q �

�
���

coshω1 � sinhω1 0 0
� sinhω1 coshω1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

�
��
 (2.65)

e o gerador infinitesimal

Ω10 � d

dω1
ΛpB1q|ω1�0 ùñ Ω10 �

�
���

0 �1 0 0
�1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

�
��
 (2.66)

De forma similar os geradores infinitesimais Ω20 e Ω30 são

Ω20 �

�
���

0 0 �1 0
0 0 0 0
�1 0 0 0
0 0 0 0

�
��
 Ω30 �

�
���

0 0 0 �1
0 0 0 0
0 0 0 0
�1 0 0 0

�
��
 (2.67)

Definindo
pω1, ω2, ω3q � pλ01, λ02, λ03q (2.68)

e �
Ω01,Ω02,Ω03

� � ı pK1,K2,K3q (2.69)

temos para um boost finito numa direcção arbitrária

ΛpBq � eıω�K (2.70)

Estes geradores são anti-hermiticos pelo que, os boosts não são transforma-
ções unitárias, e satisfazem as seguintes relações de comutação

rK1,K2s � �ıε123J3 (2.71)

e com os geradores das rotações

rK1, J2s � ıε123K3 (2.72)

Em geral os geradores infinitesimais Ωµν satisfazem as relações de comutação

rΩµν ,Ωρσs � ηµρΩνσ � ηνσΩµρ � ηµσΩνρ � ηνρΩµσ (2.73)
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2.3.2 Transformações impróprias de Lorentz

• Inversão no espaço: x0 Ñ x0 , x Ñ �x

ΛpISq �

�
���

1 0 0 0
0 �1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

�
��
 (2.74)

• Inversão no tempo: x0 Ñ �x0 , x Ñ x

ΛpIT q �

�
���
�1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

�
��
 (2.75)

2.4 Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré consiste do grupo de Lorentz incluindo as translações no
espaço-tempo, eq.p2.37q. Os geradores para translações infinitesimais são os
operadores hermiticos pµ, e as suas relações de comutaço com os operadores
hermiticos para as “rotações” no plano xµ � xµ, Ωµν � �Ωνµ são

rΩµν , pσs � ıpηνσpµ � ηµσpνq (2.76)

e as relações de comutação entre estes geradores com eles mesmos

rpµ, pνs � 0 (2.77)

rΩµν ,Ωρσs � �ı petaµρΩνσ � ηνρΩµσ � ηµσΩρν � ηνσΩρµq (2.78)

As equações p2.76q, p2.77q,p2.78q definem a álgebra de Poincaré.

O grupo de Poincaré contém dois invariantes ou operadores de Casimir:

C1 � P̂µP̂µ (2.79)

que para um estado-próprio do momento tem valores próprios p2 � E2

c2
�

m2c2. O operador Ĵ2 não é um Casimir, visto não comutar com os bo-
osts. De forma a construir o segundo Casimir introduz-se o vector de Pauli-
Lubanski

Ŵµ � �1
2
εµνρσĴ

νρP̂ σ

ŴµP̂µ � 0
(2.80)

tal que
C2 � ŴµŴ

µ (2.81)
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Caṕıtulo 3

Mecânica Quântica
Relativista

3.1 Equação de Klein-Gordon

Formalmente, a transição da mecânica clássica para a mecânica quântica
pode ser feita por substituição das quantidades clássicas por operadores
apropriados (substituições canónicas). Em particular, a energia

E ÝÑ ı~
B
Bt (3.1)

e o momento na representação das coordenadas

p ÝÑ �ı~∇ (3.2)

Na mecânica quântica não relativista toda a dinâmica do sistema é descrita
pela equação de onda da forma

pH � EqΨ � 0 (3.3)

O Hamiltoniano clássico para uma particula livre não-relativista de massa
m é

H � p2

2m
(3.4)

Pode-se assim obter a equação de onda não-relativista ou equação de Sch-
rodinger para a particula livre

ı~
B
Btψpx, tq � �~2∇2

2m
ψpx, tq (3.5)

claramente não covariante sob transformações de Lorentz.
A primeira tentativa para obter uma equação relativista foi a de usar o
Hamiltoniano clássico relativista

H �
a

p2c2 �m2c4 (3.6)
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que aplicado a p3.3q leva à seguinte equação de onda

ı~
B
Btψpxq �

a
�~2c2∇2 �m2c4ψpxq (3.7)

com x � xµ � pct,xq.
Surge então o problema de interpretar a ráız quadrada de um operador.
Pode-se contundo expandir em série a ráız quadrada, obtendo-se potências
do operador diferencial

ı~
B
Btψpxq � mc2

�
1� ∇2

2m2c2
� ∇4

8m4c4
� ...



ψpxq (3.8)

o que torna a equação assimétrica entre as coordenadas espaciais e de tempo
e o numero infinito de derivadas torna a teoria não-localA primeira forma de
encontrar uma equação consistente com a teoria da relatividade, evitando
o problema com a ráız quadrada no operador de energia cinética, foi a de
tomar o quadrado do Hamiltoniano p3.6q

H2 � p2c2 �m2c4 (3.9)

introduzindo soluções de energia negativa. A equação de onda que se obtém
é então

�~2 B2

Bt2ψpxq �
��~2c2∇2 �m2c4

�
ψpxq (3.10)

ou ainda, �
~2 B2

Bpctq2 � ~2∇2 �m2c2
�
ψpxq � 0 (3.11)

�
l�

�mc
~

	2
�
ψpxq � 0 (3.12)

Esta é a chamada equação de Klein-Gordon e contém a simetria desejada
entre espaço e tempo. É fácil verificar que o operador D’Alembertiano,
l � BµBµ, é um escalar e consequentemente a função de onda ψ é também
ela um escalar (não contém spin)

ψ1px1q � ψpxq (3.13)

Em analogia com a equação de Schrodinger, espera-se que a corrente seja
conservada e com ela a densidade de probabilidade sob a forma de uma equa-
ção de continuidade, para isso multiplica-se à esquerda a equação p3.12q pelo
complexo conjugado ψ� e subtrai-se ψ multiplicado pelo complexo conjugado
pc.cq de p3.12q

ψ�pxq
�
l�

�mc
~

	2
�
ψpxq � ψpxq

�
l�

�mc
~

	2
�
ψ�pxq � 0 (3.14)
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ou
ψ�lψ � ψlψ� � Bµpψ�Bµψq � 0 (3.15)

onde ψ�
ÐÑBµψ � ψ�

ÝÑBµψ � ψ�
ÐÝBµψ. Tem-se então

Bµj
µ � 0 ; jµ � ψ�Bµψ (3.16)

Na teoria da relatividade o 4-vector corrente é jµ � pρc, jq pelo que a den-
sidade será

ρ � 1
c2

�
ψ�
Bψ
Bt � ψ

Bψ�
Bt



(3.17)

Esta equação mostra que ρ não pode ser interpretada como uma densidade
de probabilidade por não ser definida positiva.

3.2 Equação de Dirac

Em 1928 Paul Maurice Dirac propôs uma outra equação relativista. Como na
teoria não-relativista a lineariedade da função de onda em ordem ao tempo
permite que, conhecendo a função de onda num certo instante, esta possa ser
determinada num qualquer instante posterior e além disso, evita a ocurrência
de uma densidade de probabilidade negativa. Então, Dirac propôs que a
equação de onda relativista fosse linear no tempo e que, devido à simetria
existente entre tempo e coordenadas espaciais na teoria da relatividade, esta
fosse também linear no operador momento

HD � α � pc� βmc2 (3.18)

com α � pα1, α2, α3q e β coeficientes adimensionais independentes de E
e p. Como o espaço-tempo é isotrópico e homogéneo o Hamiltoniano é
independente do tempo e das coordenadas espaciais, logo os coeficientes não
podem depender das coordenadas espaço-tempo e comutam com r e p. A
equação de onda p3.3q fica�

E �α � pc� βmc2
�
Ψ � 0 (3.19)

na representação das coordenadas

ı~
B
Btψpxq �

�
�ı~c

3̧

i�1

αi∇i � βmc2

�
ψpxq (3.20)

De modo a ter uma teoria consistente com a teoria da relatividade a relação
entre energia e momento para a particula livre deve prevalecer, para tal
itera-se a equação anterior

�~2 B2

Bt2ψpxq �
�
�ı~c

3̧

i�1

αi∇i � βmc2

�2

ψpxq (3.21)
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e por comparação com a equação de Klein-Gordon p3.12q o segundo termo
de p3.21q deve ser tal que

�
�ı~c

3̧

i�1

αi∇i � βmc2

�2

� ~2c2∇2 �m2c4 (3.22)

expandindo o quadrado�
�ı~

3̧

i�1

αi∇i � βmc2

��
�ı~

3̧

j�1

αj∇j � βmc2

�
(3.23)

� �~2c2
3̧

i�1

3̧

j�1

αi∇iα
j∇j � ı~mc3

3̧

i�1

3̧

j�1

�
βαi∇i � βαj∇j

�� β2m2c4

� �~2c2
3̧

i,j�1

�
αiαj � αjαi

2



∇i∇j � ı~mc3

3̧

i�1

�
αiβ � βαi

�
∇i � β2m2c4

e comparando então com o segundo termo de p3.22q, verifica-se que os coe-
ficientes têm de obedecer às seguintes relações$'&

'%
αiαj � αjαi def� tαi, αju � 2δij
αiβ � βαi def� tαi, βu � 0 i, j � 1, 2, 3
β2 � 1

(3.24)

Estas relações de anti-comutação definem uma álgebra. É claro que os coefi-
cientes não podem ser números, assim Dirac propôs que estes fossem matrizes
N �N e que a função de onda fosse uma matriz coluna com N elementos

Ψ �
�
��
ψ1
...
ψN

�
�
 (3.25)

3.2.1 Propriedades das matrizes α e β e a representação pa-
drão

• Hermiticidade

Para que o Hamiltoniano p3.18q seja Hermitico, os coeficientes têm de ser
hermiticos

αi: � αi ; β: � β (3.26)

que juntamente com α2 � 1 e β2 � 1 implica que tenham valores-próprios
reais e iguais a �1
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• Traço Nulo

Das relações de anticomutação e da propriedade TrpABq � TrpBAq, pode-
se concluir que têm traço nulo

αiβ � �βαi ñ αi � �βαiβ

Trpαiq � �Trpβαiβq � �Trpαiβ2q � �Trpαiq
Trpαiq � 0 (3.27)

de forma semelhante
Trpβq � 0 (3.28)

• Dimensão pNq par

Para que as matrizes tenham o traço nulo o número de valores próprios +1
e -1 tem de ser igual, ou seja N deve ser par

detpαiβq � detp�βαiq
ñ detpαiqdetpβq � detp�1qdetpβqdetpαiq � p�1qNdetpαiqdetpβq

ñ N � par

• N ¥ 4

Para N � 2 existem no máximo três matrizes linearmente independentes e
que anticomutam: por exemplo as matrizes de Pauli

σ1 �
�

0 1
1 0



σ2 �

�
0 �ı
ı 0



σ3 �

�
1 0
0 �1



(3.29)

que juntamente com a matriz identidade formam uma base no espaço de
matrizes hermiticas 2 � 2, não podendo portanto haver uma matriz β em
duas dimensões. Deve-se portanto ter N � 4 como a menor dimensão onde
se realiza p3.24q

• Representação de Dirac

Em 4 dimensões p3.24q pode ser satisfeita, se

αi �
�

0 σi

σi 0



β �

�
1 0
0 �1



(3.30)

onde 1 é a matriz identidade 2�2. Esta representação padrão foi introduzida
por Dirac.
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3.2.2 Probabilidade e Corrente

Umas das razões que levou Dirac à ”sua”equação foi a seguinte: se se quer
prevenir a ocurrência de uma densidade de probabilidade negativa, tem de
se evitar derivadas em ordem ao tempo na expressão para ρ, ou seja, a
equação de onda tem de ser de primeira ordem na derivada em ordem ao
tempo. As expressões para a densidade de probabilidade e o vector corrente
são deduzidas multiplicando a equação de Dirac p3.20q por ψ: à esquerda

ψ:
�
ı~
B
Btψ

�
� ψ:

��ı~cα �∇� βmc2
�
ψ (3.31)

e subtraindo a equação hermitica conjugada multiplicada por ψ à direita.

ψ

�
�ı~ BBtψ

:

�
� ψ

�
ı~cα: �∇� β:mc2

�
ψ: (3.32)

Tendo em conta a hermiticidade de α e β e
�
αi,∇i

� � rβ,∇is � 0 tem-se
que

B
Bt

�
ψ:ψ

��∇ � �ψ:cαψ� � 0 (3.33)

que comparando com a equação de continuidade

Bµj
µ � Bρ

Bt �∇ � j � 0 (3.34)

dá

ρ � ψ:ψ � �
ψ�1 ψ�2 ψ�3 ψ�4

�
�
���
ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

�
��
� |ψ1|2 � |ψ2|2 � |ψ3|2 � |ψ4|2 (3.35)

que é claramente definida positiva e

j � ψ:cαψ (3.36)

tendo α caracteristicas de velocidade1

3.2.3 Momento angular e spin

Na mecânica quântica não-relativista o operador momento angular comuta
com o Hamiltoniano de part́ıcula livre. Para o caso relativista o comutador
entre o momento angular e o Hamiltoniano é

rHD, Lks � pcα � p� βmc2qLk � Lkpcα � p� βmc2q (3.37)
1de facto na dinâmica Hamiltoniana a velocidade generalizada é dada por vi �

BH
Bpi

�

cαi
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como β comuta com L o comutador fica

rcαjpj , Lks � cαjpjεklnxlpn � cεklnxlpnαjpj

� p�ı~q2cεkln tαjBjxlBn � xlBnαjBju
� p�ı~q2cεklnαj tBjxlBn � xlBjBnu
� p�ı~q2cεklnαj rBj , xls Bn

� p�ı~q2cεklnαjBnδjl

� �ı~cεkjnαjpn

� �ı~cpα^ pqk
ou seja

rHD,Ls � �ı~cpα^ pq (3.38)

que é diferente de zero, pelo que o Momento Angular não é uma quantidade
conservada para uma part́ıcula livre relativista. O quadrado do momento
angular L2 também não comuta com o Hamiltoniano livre de Dirac�

HD, L
2
� � �

cαjpj , L
2
k

�
� rcαjpj , LksLk � Lk rcαjpj , Lks
� �ı~cεkjnαj ppnLk � Lkpnq
� �ı~cεjnkαjtpn, Lku

(3.39)

Na mecânica quântica o operador de Spin é dado pela matrizes de Pauli
S � ~

2σ, o análogo relativista será uma matriz 4� 4, define-se então

S � ~
2
Σ (3.40)

onde na representação de Dirac

Σ �
�

σ 0
0 σ



(3.41)

O comutador entre o Hamiltoniano e o operador de Spin é

rHD,Sks �
�
pcα � p� βmc2q, ~

2
Σk

�

� c
~
2
tαipiΣk � Σkαipiu

� c
~
2
pi tαiΣk � Σkαiu

(3.42)

agora

αiΣk � Σkαi �
�

0 rσi, σks
rσi, σks 0



(3.43)
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e
rσi, σks � 2ıεiklσl (3.44)

p3.42q fica

rHD,Sks � c
~
2
εiklαlpi

� c
~
2
2ıεkliαlpi

� ı~c pα^ pqk

(3.45)

ou seja,
rHD,Ss � ı~cpα^ pq (3.46)

o operador de spin não comuta com o Hamilotniano, mas o quadrado do
operador de spin S2 � 3

4~214 comuta.
O operador momento angular total J

J � L� S (3.47)

que comuta com o Hamiltoniano

rHD,Js � rHD,L� Ss
� rHD,Ls � rHD,Ss � 0
� �ı~cpα^ pq � ı~cpα^ pq
� 0

(3.48)

é uma quantidade conservada para uma part́ıcula livre relativista de Spin 1
2 .

3.2.4 Matrizes γ e a Forma Covariante da Equação de Dirac

Convém encontrar uma forma (forma covariante) da equação de Dirac onde
tempo e espaço são tratados de maneira semelhante. Multiplicando a equa-
ção p3.20q por β

c e tendo em conta que β2 � 1

ı

�
β

B
Bpctq � βα �∇



ψpxq � mc

~
ψpxq (3.49)

Define-se então as Matrizes γ

γ0 def� β , γi def� βαi , γµ def� �
γ0,γ

�
(3.50)

na repsentação de Dirac

γ0 �
�

1 0
0 �1



γi �

�
0 σi

�σi 0



(3.51)
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Com estas definições γ0 é Hermitico, com
�
γ0
�2 � 1, e γi anti-Hermitico,

i.e.,
�
γi
�: � �γi, com

�
γi
�2 � �1 tal que em termos das matrizes γ as

relações de comutação p3.24q escrevem-se

γµγν � γνγµ def� tγµγνu � 2ηµν µ, ν � 0, 1, 2, 3 (3.52)

Substituindo as matrizes em p3.20q tem-se a forma covariante da equação de
Dirac

ıγµBµψpxq � mc

~
ψpxq (3.53)

ou ainda �
ıC � mc

~

�
ψpxq � 0 (3.54)

onde se introduziu a notação, devida a Feynman

C � γµBµ � γ0B0 � γ �∇ (3.55)

3.3 Covariância da Equação de Dirac

Considere-se a equação de Dirac em dois referenciais de inércia que se movem
com velocidade constante um relativamente ao outro. Um observador mede
a função de onda ψ1px1q enquanto que o outro mede a função de onda ψpxq. O
principio da relatividade diz que ambas as funções de onda estão relacionadas
através de uma transformação tal que o estado f́ısico descrito por estas é o
mesmo e que, a forma das equações f́ısicas deve ser a mesma em ambos os
referenciais �

ıγµBµ � mc

~

�
ψpxq � 0 (3.56)�

ıγ1µB1µ � mc

~

�
ψ1px1q � 0 (3.57)

3.3.1 Transformações de equivalência

Adicionalmente as matrizes γ1µ têm de satisfazer as relações de anti-comutação
p3.52q para que os observadores não consigam destinguir os seus sistemas de
inércia. Assim

γ1µγ1ν � γ1νγ1µ � 2ηµν (3.58)

e
γ10: � γ10 , γ1i: � �γ1i i � 1, 2, 3 (3.59)

De facto pode-se demostrar3 que se as relações anteriores são satisfeitas então
as matrizes γµ e γ1µ estão relacionadas por uma transformação unitária

γ1µ � U :γµU , U : � U�1 (3.60)
3teorema fundamental de Pauli
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A uma transformação deste tipo chama-se transformação de equivalência ou
semelhança e não altera a f́ısica. Podemos assim, passar toda a transfor-
mação para a função de onda e usar a mesma representação em todos os
referenciais de inércia.

3.3.2 Transformações de Lorentz da função de onda

A transformação entre ψ1px1q e ψpxq deve ser linear, porque tanto a equação
de Dirac como as transformações de Lorentz são lineares nas coordenadas
espaço-tempo. Assim esta deve ter a forma

ψ1px1q � ψ1pΛxq � SpΛqψpxq (3.61)

com
x1µ � Λµ

νx
ν (3.62)

e B
Bx1µ � Bxν

Bx1µ
B
Bxν

� pΛ�1qνµBν (3.63)

Substituindo p3.61q e p3.63q em p3.57q�
ıγµpΛ�1qνµBν � mc

~

	
SpΛqψpxq � 0 (3.64)

multiplicando à esquerda por S�1pΛq e como SpΛq comuta com a derivada
(não depende de x) e com Λν

µ (são apenas números), p3.64q fica�
ıS�1pΛqγµSpΛqpΛ�1qνµBν � mc

~
S�1pΛqSpΛq

	
ψpxq � 0 (3.65)

comparando com p3.56q
S�1pΛqγµSpΛqpΛ�1qνµ � γν (3.66)

ou
S�1pΛqγµSpΛq � Λµ

νγ
ν (3.67)

As equações acima são as relações fundamentais que permitem obter S e
encontrado S está provada a covariância da equação de Dirac. Estas relações
são válidas tanto para transformações de Lorentz discretas como continuas,
visto que a dedução acima não depende do detpΛq � �1.
Em geral, uma função de onda que se transforma de acordo com p3.61q e
p3.67q são spinores de Lorentz de quatro componentes ou bispinores.

De forma a construir a forma de S para uma dada transformação de Lo-
rentz, pode-se começar por considerar transformações infinitesimais ,visto
que a transformação finita pode ser obtida por exponenciação. Então ex-
pandindo o operador S em potências de ε até primeira ordem:

Sp1� ελq � I � εT (3.68)
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e
S�1p1� ελq � I � εT (3.69)

Substituindo na relação fundamental p3.67q
S�1γµS � pI � εT qγµpI � εT q

S�1γµS � γµ � εpγµT � Tγµq � Λµ
νγ

ν (3.70)

usando a relação p2.49q tem-se

γµ � εpγµT � Tγµq � γµ � ελµ
νγ

ν (3.71)

ou seja,
γµT � Tγµ � λµ

νγ
ν (3.72)

A solução desta equação é

T � 1
8
λµνpγµγν � γνγµq (3.73)

e p3.68q fica
S � 1� ε

8
λµνpγµγν � γνγµq � ... (3.74)

Para a transformação finita

S � lim
nÑ�8

�
1� λµν

8n
pγµγν � γνγµq

�n

� e
λµν

8
pγµγν�γνγµq (3.75)

Com S o operador transformação e T o gerador. Definindo

σµν � 1
2ı
rγµ, γνs (3.76)

S fica
S � e

ı
4
λµνσµν (3.77)

• Rotações

Para rotações definiu-se θ � pθ1, θ2, θ3q � pλ23, λ31, λ12q. Os geradores T
são então:

θ1 ñ T pR1q � 1
2
γ2γ3 � �1

2
α2α3 � ı

2

�
σ1 0
0 σ1



(3.78)

θ2 ñ T pR2q � 1
2
γ3γ1 � �1

2
α3α1 � ı

2

�
σ2 0
0 σ2



(3.79)

θ3 ñ T pR3q � 1
2
γ1γ2 � �1

2
α1α2 � ı

2

�
σ3 0
0 σ3



(3.80)
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Para rotações finitas
SR � e

ı
2
θ.Σ (3.81)

usando p1.113q
pθ.Σq.pθ.Σq � θ.θ (3.82)

pode-se escrever, desenvolvendo p3.81q em série

SR � cos
θ

2
� ıθ̂.Σ sin

θ

2
(3.83)

onde θ̂ é o versor na direcção da rotação.

• Boosts de Lorentz

Para os boosts definiu-se ω � pω1, ω2, ω3q � pλ01, λ02, λ03q tal que#
ω̂ � V̂

tanhω � V
c

(3.84)

onde V é a velocidade relativa dos dois referenciais.
Os geradores T são então:

ω1 ñ T pL1q � 1
2
γ0γ1 � �1

2
α1 (3.85)

ω2 ñ T pL2q � 1
2
γ0γ2 � �1

2
α2 (3.86)

ω3 ñ T pL3q � 1
2
γ0γ3 � �1

2
α3 (3.87)

Para transformação finita
SL � e�

1
2
ω.α (3.88)

usando
pω.αq2 � ω.ω (3.89)

pelo que se tem
SL � cosh

ω

2
� ω̂.α sinh

ω

2
(3.90)

• Inversão no Espaço, Operador Paridade P̂

A inversão no espaço é dada pela matriz transformação p2.74q
Λµ

ν � ηµν (3.91)
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Seja P̂ o operador que transforma os spinores tal que, P̂ψpxq � ψp�xq e que
satisfaz p3.67q

P�1pΛqγµP pΛq � Λµ
νγ

ν

� ηµνγ
ν

� γµ

(3.92)

Das relações p3.58q vê-se facilmente que p3.92q é satisfeita para

P � λγ0 � λβ (3.93)

com λ uma constante arbitrária tal que |λ|2 � λ�λ � 1. Assim de p3.93q tem-
se que as duas primeiras componentes do bispinore têm paridade intrinseca
oposta em relação à terceira e quarta componente.

3.3.3 Covariantes Bilineares

Estando definida a matriz S é de esperar que ψ:ψ seja um escalar

ψ1:ψ1 � pSψq:Sψ � ψ:S:Sψ (3.94)

ou seja, ψ:ψ é um escalar se a matriz transformação S for unitária, S:S � 1.
Verifica-se que SR é unitária enquanto que SL não o é. É contudo posśıvel
demonstrar que

S�1 � γ0S:γ0 (3.95)

tanto para SR como para SL e com esta relação mostrar que a corrente é
um 4-vector. Para isso escreve-se p3.35q e p3.36q da seguinte forma

jµpxq � cψ:pxqγ0γµψpxq (3.96)

e
j1µ � cψ1:px1qγ0γµψ1px1q

� cψ:pxqS:γ0γµSψpxq
� cψ:pxqγ0γ0S:γ0γµSψpxq
� cψ:pxqγ0S�1γµSψpxq

(3.97)

Aplicando p3.67q à equação anterior tem-se

j1µ � Λµ
ν j

ν (3.98)

ou seja, jµ comporta-se como um 4-vector. Convém escrever p3.97q como

jµ � cψ̄pxqS�1γµSψpxq (3.99)

onde ψ̄ é o adjunto de Dirac

ψ̄
def� ψ:β � ψ:γ0 (3.100)
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p3.94q mostra que ρ sendo a componente temporal de um 4-vector, não é um
escalar!
Pode-se contudo definir o produto de Dirac como

ψ̄pxqψpxq � ψ:pxqγ0ψpxq � |ψ1|2 � |ψ2|2 � |ψ3|2 � |ψ4|2 (3.101)

que é um invariante relativista�
ψ̄pxqψpxq�1 � ψ1:pxqγ0ψ1pxq

� ψ:pxqS:γ0Sψpxq
� ψ:pxqγ0ψpxq
� ψ̄pxqψpxq

(3.102)

onde se usou a relação S:γ0S � γ0. O producto de Dirac é também invari-
ante perante a transformação de inversão no espaço, pelo que é um escalar.
Podem-se definir outras quantidades covariantes em termos de combinações
bilineares das funções de onda de Dirac. Para construir um pseudo-escalar
define-se a matriz

γ5 � ıγ0γ1γ2γ3 (3.103)

tendo em conta as relações de anti-comutação pode-se escrever p3.103q de
uma forma mais geral

γ5 � ı

4!
εµνρσγ

µγνγργσ (3.104)

que na representação de Dirac tem a forma

γ5 �

�
���

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

�
��
 (3.105)

Da definição resultam as propriedades importantes 
γ5, γµ

( � 0 (3.106)

�
γ5
�2 � 1 (3.107)

O covariante bilinear ψ̄pxqγ5ψpxq é um invariante de Lorentz�
ψ̄pxqγ5ψpxq

�1 � ψ̄1pxqγ5ψ1pxq � ψ1:pxqγ0γ5ψ1pxq
� ψ:pxqS:γ0γ5Sψpxq
� ψ:pxqγ0γ0S:γ0γ5Sψpxq
� ψ̄pxqS�1γ5Sψpxq

(3.108)

45



agora

S�1γ5S � ı

4!
εµνρσ

�
S�1γµS

� �
S�1γνS

� �
S�1γρS

� �
S�1γσS

�
� ı

4!
εµνρσ pΛµ

αγ
αq

�
Λµ

βγ
β
	�

Λµ
λγ

λ
	�

Λµ
δ γ

δ
	

� ı

4!
εµνρσΛµ

αΛν
βΛρ

λΛσ
δ γ

αγβγλγδ

�� ı

4!
detpΛqεαβλδγ

αγβγλγδ

� detpΛqγ5

(3.109)

como para transformações próprias de Lorentz detpΛq � �1 e para a trans-
formação de inversão no espaço detpΛq � �1, ou seja, o mesmo é dizer
que na equação p3.109q �γ5, S

�
e
 
γ5, P

( � 0, pelo que ψ̄pxqS�1γ5Sψpxq se
transforma como um pseudo-escalar.
De facto, tal como qualquer matriz complexa 2� 2 se pode exprimir em ter-
mos de 4 matrizes linearmente independentes também qualquer matriz 4�4
se pode exprimir em termos de 16 matrizes 4�4 linearmente independentes...

ψ̄1ψ � escalar (1 componente)

ψ̄γ5ψ � pseudo-escalar (1 componente)
ψ̄γµψ � vector (4 componentes)

ψ̄γµγ5ψ � pseudo-vector (4 componentes)
ψ̄σµνψ � tensor anti-simétrico (6 componentes)

(3.110)

Por vezes é necessário calcular traços e contrações de matrizes γ. Algumas
propriedades das matrizes são:

1. γµγ
µ � 4

2. γµγ
νγµ � �2γν

3. γµγ
νγργµ � 4ηνρ

4. γµγ
νγργσγµ � �2γσγργν

5. O traço do producto de um número ı́mpar de matrizes γ é zero

6. Trp1q � 4

7. Trpγµγνq � 4ηµν

8. Trpγµγ
νγργµq � 4ηνρ

9. Trpγµγ
νγργσq � 4pηµνηρσ � ηµρηνσ � ηµσηνρq Como γ5 é o produto

de um número par de matrizes. tem-se devido à propriedade 5 que
Trpγ5γµq � Trpγ5γµγνγρq � 0. Quando γ5 é multiplicado por um
número par de matrizes tem-se
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10. Trpγ5q � 0

11. Trpγ5γµγνq � 0

12. Trpγ5γµγνγργσq � 4ıεµνρσ

3.4 Soluções da equação de Dirac

3.4.1 Particula em Repouso

Considere-se a equação de Dirac para uma particula em repouso (referencial
próprio), isto é p � 0 ou ∇ψpxq � 0, a função de onda não depende das
coordenadas espaciais �

ıγ0 B
Bpctq �

mc

~

�
ψptq � 0 (3.111)

ou

ı
B
Btψptq � β

mc2

~
ψptq (3.112)

explicitamente

ı
B
Bt

�
���
ψ1ptq
ψ2ptq
ψ3ptq
ψ4ptq

�
��
� mc2

~

�
���

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1

�
��

�
���
ψ1ptq
ψ2ptq
ψ3ptq
ψ4ptq

�
��
 (3.113)

As 4 soluções independentes escrevem-se

ψ1ptq � ω1p0qe�ı mc2

~ t ; ψ2ptq � ω2p0qe�ı mc2

~ t (3.114)

ψ3ptq � ω3p0qeı mc2

~ t ; ψ4ptq � ω4p0qeı mc2

~ t (3.115)

com

ω1p0q �

�
���

1
0
0
0

�
��
 ; ω2p0q �

�
���

0
1
0
0

�
��
 (3.116)

ω3p0q �

�
���

0
0
1
0

�
��
 ; ω4p0q �

�
���

0
0
0
1

�
��
 (3.117)

ignorando por agora as constantes de integração. Aplicando o operador
energia ı~Bt é imediato ver que existem soluções de energia positiva para ψ1
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e ψ2 e soluções de energia negativa para ψ3 e ψ4. Pode-se então dividir as
soluções em duas soluções distintas

ψpxq �
�
ϕpxq
χpxq



; ωppq �

�
uppq
vppq



(3.118)

Como p � 0 o operador J reduz-se ao operador de spin Σ3. aplicando-o às
quatro soluções independentes p3.116q e p3.117q, facilmente se verifica que
este tem valores próprios �1 para ψ1 e ψ3 e �1 para ψ2 e ψ4. Define-se
assim as seguintes matrizes coluna

uÒp0q �
�

1
0



, uÓp0q �

�
0
1



, vÒp0q �

�
1
0



, vÓp0q �

�
0
1



(3.119)

com up0q spinores para uma particula em repouso de energia positiva e vp0q
para energias negativas. Estes spinores constituem a base de vectores na
qual se expande um spinor geral de Dirac 4� 1.

3.4.2 Particula Livre

Para uma particula livre os estados quânticos têm energia e momento bem
definidos e são descritos por soluções de ondas planas. Por outro lado nas
relações p3.114q e p3.115q reconhece-se o argumento mc2 como o producto
escalar pµx

µ calculado no referencial próprio da particula. Assim as soluções
devem ser do tipo

ψpxq � ωppqe� ı
~ pµxµ

(3.120)

substituindo em p3.54q tem-se

pγµpµ �mcqwppq � 0 (3.121)

que é a equação de Dirac no espaço dos momenta. Esta equação é puramente
algébrica, não contém derivadas. Agora

γµpµ � γ0p0 � γp � E

c

�
1 0
0 �1



� p �

�
0 σ
�σ 0




�
�

E
c �p � σ

p � σ �E
c


 (3.122)

e p3.121q fica �
E
c �mc �p � σ
p � σ �E

c �mc


�
uppq
vppq



� 0 (3.123)

donde se obtém

uppq � c
p � σ

E �mc2
vppq e vppq � c

p � σ
E �mc2

uppq (3.124)
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Agora

p � σ � px

�
0 1
1 0



� py

�
0 �ı
ı 0



� pz

�
1 0
0 �1




�
�

pz px � ıpy

px � ıpy �pz


 (3.125)

e as quatro soluções independentes são:

se u1 �
�

1
0



então w1ppq � N

�
���

1
0

cpz

E�mc2
cp�

E�mc2

�
��
 (3.126)

se u2 �
�

0
1



então w2ppq � N

�
���

0
1

cp�
E�mc2
�cpz

E�mc2

�
��
 (3.127)

para soluções de energia positiva, E �a
m2c4 � p2c2, e

se v1 �
�

1
0



então w3ppq � N

�
���

cpz

E�mc2
cp�

E�mc2

1
0

�
��
 (3.128)

se v1 �
�

0
1



então w4ppq � N

�
���

cp�
E�mc2
�cpz

E�mc2

0
1

�
��
 (3.129)

para soluções de energia negativa, E � �am2c4 � p2c2, onde

p� � px � ıpy (3.130)

e
p� � px � ıpy (3.131)

3.4.3 Propriedades dos spinores

• Normalização e relações de ortogonalidade

É conveniente normalizar os spinores tal que a relação de ortogonalidade
seja

w:
rppqwr1ppq � 2

|E|
c
δrr1 (3.132)
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assim, por exemplo

w:
1w1 � N2

�
1 0 cpz

E�mc2
p�

E�mc2

�
�
���

1
0

cpz

E�mc2
p�

E�mc2

�
��


� N2

#
1� 0� c2

p2
z

pE �mc2q2 � c2
p2

x � p2
y

pE �mc2q2
+

� N2

"
1� c2

p2

pE �mc2q2
*

� N2

"pE �mc2q2 � c2p2

pE �mc2q2
*

� N2

#�
m2c4 � c2p2

�� 2Em2 � E2

pE �mc2q2
+

ñ N2 2Epmc2 � Eq
pE �mc2q2 � 2|E|

c

ñ N �
c
E �mc2

c
E ¡ 0

(3.133)

para soluções de energia negativa

w:
3w3 � N2

� cpz

E�mc2
p�

E�mc2
1 0

�
�
���

cpz

E�mc2
p�

E�mc2

1
0

�
��


� N2

#
c2

p2
z

pE �mc2q2 � c2
p2

x � p2
y

pE �mc2q2 � 1� 0

+

� N2

"
1� c2

p2

pE �mc2q2
*

� N2

"p|E| �mc2q2 � c2p2

p|E| �mc2q2
*

� N2

#�
m2c4 � c2p2

�� 2|E|m2 � |E|2
p|E| �mc2q2

+

ñ N2 2|E|pmc2 � |E|q
p|E| �mc2q2 � 2|E|

c

ñ N �
c
|E| �mc2

c
E   0

(3.134)
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• Equação adjunta de Dirac

A normalização anterior torna a normalização em termos do spinore adjunto
muito simples, visto que

Eωppq � �
cα � p� βmc2

�
ωppq (3.135)

Eω:ppq � ωppq: �cα � p� βmc2
�

(3.136)

multiplicando p3.135q por ω:ppqβ à esquerda, p3.136q por βωppq à direita e
somando, obtém-se

2Eω:ppqβωppq � 2mc2ω:ppqωppq (3.137)

ou seja,

ω̄rppqωr1ppq � 2mc
|E|
E
δrr1 (3.138)

que é um invariante relativista, com |E|
E � εr e

εr �
#
�1 r � 1, 2
�1 r � 3, 4

(3.139)

A equação adjunta de Dirac é obtida multiplicando p3.136q por β à direita

w̄ppq pγµpµ �mcq � 0 (3.140)

e tem a forma covariante.

• Relação de completude

Devido às relações de ortonormalização anteriores, a relação de completude
para os spinores de Dirac escreve-se

4̧

r�1

εrwrppq b w̄rppq � 2mc14 (3.141)

• Helicidade

Os spinores de Dirac não são estados próprios do operador Sz (excepto nos
casos p � pz e p � 0), visto que não comuta com o Hamiltoniano. Por
outro lado a equação p3.123q mostra que para cada momento p existem
duas soluções distintas, esta degenerescência mostra que tem de haver um
outro observável que comuta com H e p tal que os seus valores próprios
distinguem estes estados. Define-se assim o operador Helicidade

ĥppq � S � p
|p| � ~

2
Σ � p
|p| (3.142)
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e fisicamente corresponde ao spin da part́ıcula paralelo à direcção do mo-
vimento. É então posśıvel encontrar estados próprios do Hamiltoniano que
sejam estados próprios do operador helicidade, tal que para um dado 4-
momento existem 4 soluções linearmente independentes caracterizadas por
cp0 � �|Eppq| e hppq � �~

2 . Explicitamente os estados próprios são dados
pela equação de valores próprios:

σ � nuppq � �uppq (3.143)

σ � nvppq � �vppq (3.144)

onde n é o versor na direcção do movimento, n � p
|p| .

Para o valor-próprio λ � 1 a equação p3.143q fica�
n3 n1 � ın2

n1 � ın2 �n3


�
a
b



�

�
a
b



(3.145)

uma solução deste sistema é:

se a � n3 � 1 então b � n1 � ın2 (3.146)

Normalizando tal que u:1u1 � 1 fica

u1 � 1a
2pn3 � 1q

�
n3 � 1
n1 � ın2



(3.147)

e

ω1ppq � 1a
2pn3 � 1q

c
|E| �mc2

c

�
���

n3 � 1
n1 � ın2

c|p|
E�mc2

�
n3 � 1
n1 � ın2



�
��
 (3.148)

De forma semelhante para os outros spinores.

• Limite não-relativista

Inserindo p3.118q em p3.20q obtém-se o sistema de equações acopladas#
ıBϕpxqBt � �ıcσ �∇χpxq � mc2

~ ϕpxq
ıBχpxqBt � �ıcσ �∇ϕpxq � mc2

~ χpxq (3.149)

No limite não-relativista E �mc2 ! mc2 e pode-se fazer a substituição�
ϕpxq
χpxq



� e�

ı
~ mc2t

�
ϕ0pxq
χ0pxq



(3.150)

onde ϕ0pxq e χ0pxq variam devagar com o tempo. Substituindo p3.150q em
p3.149q tem-se #

ıBϕ0pxq
Bt � �ıcσ �∇χ0pxq

ıBχ0pxq
Bt � �ıcσ �∇ϕ0pxq � 2mc2

~ χ0pxq
(3.151)
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Visto que χ0pxq varia devagar com o tempo pode-se resolver aproximada-
mente a segunda equação de p3.151q tal que

χ0pxq � �ı~σ �∇
2mc

ϕ0pxq ! ϕ0pxq (3.152)

pelo que se denominam ϕ e χ as grandes e pequenas componentes respectiva-
mente. Agora substituindo p3.151q na primeira equação de p3.151q e multi-
plicando ambos os lados por ~ obtém-se a equação de Schrodinger p3.5q. Ou
seja no limite não-relativista as grandes componentes obedecem à equação
de Schrodinger enquanto que as pequenas componentes são desprezadas, o
que faz com que as soluções de energia negativa não apareçam na mecânica
quântica não-relativista.

3.4.4 Paradoxo de Klein

Considere-se a dispersão de uma particula livre de Dirac de energia E e
momento p, por uma barreira de potencial infinita tal que

V pzq �
#

0 , z   0
V , z ¡ 0

(3.153)

Para z   0 a função de onda incidente escreve-se

ψIpxq � ωIe
� ı

~ p
E
c

t�pzq (3.154)

e obedece à equação de Dirac�
E

c
� α3p� βmc



ωI � 0 (3.155)

Na presença do potencial, z ¡ 0, a energia da part́ıcula é E�V e o momento,
p1 tal que

p12 �
�
E � V

c


2

�m2c2 (3.156)

As funções de onda reflectida e transmistida são

ψRpxq � ωRe
� ı

~ p
E
c

t�pzq (3.157)

ψT pxq � ωT e
� ı

~ p
E
c

t�p1zq (3.158)

e obedecem às equações�
E

c
� α3p� βmc



ωR � 0 (3.159)

�
E � V

c
� α3p

1 � βmc



ωT � 0 (3.160)
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Em z � 0 a continuidade da função de onda requer que

ωI � ωR � ωT (3.161)

somando p3.155q e p3.159q tem-se�
E

c
� βmc



pωI � ωRq � α3ppωI � ωRq (3.162)

e substituindo p3.161q em p3.160q�
E

c
� βmc



pωI � ωRq �

�
V

c
� α3p

1



pωI � ωRq (3.163)

dividindo as duas ultimas equações�
V

c
� α3p

1



pωI � ωRq � α3ppωI � ωRq (3.164)

ou seja

�
"
V

c
� α3pp� p1q

*
ωI �

"
V

c
� α3pp� p1q

*
ωR (3.165)

Multiplicando por
�

V
c � α3pp� p1q�

�
"
V

c
� α3pp� p1q

*"
V

c
� α3pp� p1q

*
ωI �

#�
V

c


2

� pp� p1q2
+
ωR

(3.166)
expandindo e usando a relação p2.35q e p3.156q, p3.166q fica

ωR � 2V
c

��E
c � α3p

�
�

V
c

�2 � pp� p1q2
ωI � rωI (3.167)

analogamente para a âmplitude adjunta

ω:R � rω:I (3.168)

isto é

ω:RωR �
�

2V
c�

V
c

�2 � pp� p1q2

�2

ω:I

�
�E
c
� α3p


2

ωI (3.169)

agora, multiplicando a equação p3.155q por ω:Iα à esquerda e a sua adjunta
por αωI à direita e somando obtém-se4

ω:Iα3ωI � cp

E
ω:IωI (3.170)

4ver mecânica dos spinores, valor médio do observável velocidade, momento
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onde se usaram as relações de anticomutação entre α e β. Usando a relação
anterior em p3.169q tem-se que

ω:RωR �
�

2V
c�

V
c

�2 � pp� p1q2

�2 "�
E2

c2
� p2



ω:IωI � 2Ep

c
ω:Iα3ωI

*

�
�

2V
c�

V
c

�2 � pp� p1q2

�2 "
E2

c2
� p2

*
ω:IωI

�
�

2V m�
V
c

�2 � pp� p1q2

�2

ω:IωI

(3.171)
O coeficiente de reflexão, R, é então

R � ω:RωR

ω:IωI

�
�

2V m�
V
c

�2 � pp� p1q2

�2

(3.172)

Para E fixo, quando V aumenta de 0 até E �mc2, R aumenta de 0 até
1, i.e., a particula transmitida tem p1 � 0 e é totalmente reflectida.

Quando V continua a aumentar de E � mc2 até E � mc2, tem-se da
equação p3.156q que p1 é imaginário puro. Assim,

p1 � ı~q (3.173)

com q real para E �mc2   V   E �mc2. A onda transmitida é agora

ψT � ωT e
�qz�ı E

~ t (3.174)

Assim substituindo p1 por ı~q na equação p3.167q e p1 por �ı~q na equação
p3.168q, o coeficiente de reflexão, R, fica

R � p2V q2pE2 � c2p2
0q

rpV � cpq2 � ~2c2q2s rpV � cpq2 � ~2c2q2s (3.175)

Da relação p3.156q pode-se ver que

E2 � 2EV � V 2 � c2p12 �m2c4

p2c2 �m2c4 � 2EV � V 2 � c2p12 �m2c4

pV � pcq2 	 2cpV � 2EV � c2p12

pV � pcq2 � c2~2q2 � 2V pE � pcq

(3.176)

que substituindo em p3.168q dá

R � 1 (3.177)
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Para V ¡ E �mc2 a equação p3.156q mostra que p12 ¡ 0, ou seja, R é
dado por p3.152q. Contudo verifica-se que para V ¡ E � mc2, E � V na
relação p3.156q é negativo e assim a part́ıcula tem energia negativa:

E � V � �
a
p12c2 �m2c4   0 (3.178)

Concluindo:

• para z   0, V � 0 e o espectro para energias positivas começa em
E � mc2 enquanto que para energias negativas E ¤ �mc2

• Para z ¡ 0, o espectro de energia sofre um aumento de V p¡ 0q e três
posśıveis situações ocorrem:

1. Quando V ¤ E � mc2 existe transmissão através da transição para
soluções de energia positiva na região z ¡ 0

E

V
0

mc 2

−mc2

V0+mc
2

0 z

E

Figura 3.1: V0 ¤ E �mc2
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2. Quando E�mc2 ¤ V ¤ E�mc2, a onda incidente de energia Ep¡ 0q é
completamente reflectida pela barreira de potencial V , visto que, para
z ¡ 0, E situa-se entre os espectros de energia positiva e negativa

mc 2

−mc2

0 z

E

E

V0

0V +mc 2

Figura 3.2: E �mc2 ¤ V0 ¤ E �mc2

3. Para V ¥ E�mc2 a transmissão é possivel por transição para soluções
de energia negativa

mc 2

−mc2

0 z

E

E

0
2V −mc

Figura 3.3: V0 ¥ E �mc2

Assim para V ¥ E�mc2 a part́ıcula de Dirac de energia positiva E penetra
na barreira transitando para um estado de energia negativa. Quando V é
infinitamente grande tem-se da equação p3.172q que

lim
V Ñ�8

R � E � pc

E � pc
(3.179)
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3.4.5 A Teoria dos ”Buracos”de Dirac

A equação de Dirac admite soluções de energia negativa e na presença de
campos externos admite também a possibilidade de transições entre estados
de energia positiva e negativa, tal como mostra o paradoxo de Klein. A exis-
tência de uma probabilidade finita e de um continuo de estados negativos
implica que os estados de energia positiva deveriam fazer para esses rápidas
e sucessivas transições radiativas, catástrofe radiativa, e assim os átomos
não seriam estáveis.
Em 1930, Dirac forneceu um primeiro tratamento consistente das soluções
de energia negativa. Dirac hipotetizou o vácuo como consistindo de todos os
niveis de energia negativa completamente ocupados, mar de Dirac, e todos
os niveis de energia positiva desocupados. De acordo com o principio de ex-
clusão de Pauli, cada estado de energia negativa contém duas part́ıculas de
Dirac, não podendo existir transições para estados de energia negativa, visto
estes estarem todos ocupados. Desta forma Dirac solucionou o problema da
catástrofe radiativa.
Uma part́ıcula do mar de Dirac pode contudo absorver radiação. Se a ener-
gia de radiação absorvida for maior que 2mc2 a part́ıcula é então excitada
para um ńıvel de energia positiva, deixando uma buraco. Esta buraco é
interpretada como uma part́ıcula de energia positiva, visto que para vol-
tar a preencher a buraco é necessário uma part́ıcula de energia negativa e
momento oposto. A particula associada à buraco contém a mesma massa
que a part́ıcula excitada e na presença de um campo electromagnético esta
contém carga oposta (anti-part́ıculas). No caso do electrão a anti-part́ıcula
é o positrão e foi descoberto experimentalmente por Anderson em 1933.
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Caṕıtulo 4

Potencial Central

4.1 Operador Runge-Lenz

Para um sistema onde existe um potencial central o Hamiltoniano tem a
forma geral

H � cα � p� βmc2 � V prq (4.1)

Provou-se na secção 3.2.3 que o Hamiltoniano livre de Dirac não comuta
com o operador momento angular nem com o operador de spin, comutando
com o momento angular total Ĵ . Como V prq tem simetria esférica, este é
invariante perante rotações do sistema e comuta com J . Ou seja, o operador
momento angular total comuta com o Hamiltoniano p4.1q�

Ĵ ,H
�
� 0 (4.2)

e J é uma quantidade conservada. Das relações p1.133q, p3.40q e do facto
que Σ2 � 3I4 tem-se que

J2 � L2 � S2 � 2L � S
� L2 � ~2

4
Σ2 � ~L �Σ

� L2 � 3
4

~2 ��~L �Σ
(4.3)

agora

pL �Σq2 �
�pL � σq2 0

0 pL � σq2



(4.4)

e
pL � σq2 � pL � σqpL � σq

� L2 � ~σ �L (4.5)

onde se usou a relação p1.113q e o facto de L^L � ı~L. Assim p4.3q pode
ser escrito como

J2 �
�

~
2


2

� ~2

�
1� Σ �L

~


2

(4.6)
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o que implica que
�
1� Σ�L

~

	2
, mas não necessariamente 1� Σ�L

~ é uma cons-
tante do movimento. Contudo pode-se mostrar que o operador hermitico de
Runge-Lenz ou operador K̂ �Dirac definido por

K̂D � ~β
�

1� Σ �L
~



(4.7)

e que é o análogo relativista de p1.139q comuta com o Hamiltoniano livre de
Dirac, com V prq e com J :�

K̂D, ĤD

�
�

�
K̂D, cα � p� βmc2

�
(4.8)

Como K̂D comuta com β o comutador fica�
K̂D, ĤD

�
� rβΣ �L, cα � ps � r~β, cα � ps (4.9)

e como α e β anticomutam�
K̂D, ĤD

�
� β tΣ �L, cα � pu � 2~cβα � p (4.10)

Agora
Σ �Lα � p � γ5σ �Lσ � p

� γ5 rL � p� ıσ pL^ pqs (4.11)

Da mesma forma

α � pΣ �L � γ5σ � pσ �L
� γ5 pp �L� ıσ pp^Lqq (4.12)

como L � p � p �L � 0 o anticomutador em p4.10q fica

β tΣ �L, cα � pu � ıcβγ5σ pL^ p� p^Lq (4.13)

pode-se mostrar que

pL^ pql � ppr ^ pq ^ pql
� εlmnpεijkxjpkqmpn

� εlmnεmjkxjpkpn

� �εmlnεmjkxjpkpn

� �tδljδnk � δlkδnjuxjpkpn

� �xlp
2
n � xjpjpl

(4.14)

ou seja
L^ p � �rp2 � pr � pqp (4.15)
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e que
pp^Lql � pp^ pr ^ pqql

� εlmnpmpεijkxjpkqn
� εnlmεnjkpmxjpk

� tδljδmk � δlkδmjupmxjpk

� pkxlpk � pjxjpl

� p�ı~δkl � xlpkqpk � pjxjpl

� �ı~pl � xlp
2
k � pjxjpl

(4.16)

ou seja
p^L � rp2 � pp � rqp� ı~p (4.17)

e p4.13q fica

β tΣ �L, cα � pu � ıcβγ5σ
��rp2 � pr � pqp� rp2 � pp � rqp� ı~p

�
� ıcβγ5σ prr,psp� ı~pq
� ıcβγ5σ p3ı~p� ı~pq
� �2c~βγ5σ � p

(4.18)

então para o comutador p4.8q tem-se que�
K̂D, ĤD

�
� �2c~βγ5σ � p� 2cβα � p
� �2c~βγ5σ � p� 2cβγ5σ � p
� 0

(4.19)

Como K̂D comuta com qualquer função de r, então comuta com o hamil-
toniano p4.1q. O operador Runge-Lenz também comuta com o momento
angular total Ĵ

�
K̂D, Ĵ

�
�

�
β pΣ �L� ~q , L̂� ~

2
Σ
�

�
�
βΣ �L, L̂� ~

2
Σ
�

� β rΣ �L,Ls � β

�
Σ �L, ~

2
Σ
� (4.20)
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�
K̂D, Ĵ

�
� β tσiLiLj � LjσiLiu � ~

2
β tσiLiσj � σjσiLiu

� βσi tLiLj � LjLiu � ~
2
β tσiσj � σjσiuLi

� βσi rLi, Ljs � ~
2
β rσi, σjsLi

� ı~βεijkσiLk � ~
2
β2ıεijkσkLi

� �ı~βεjikσiLk � ıβεjkiσkLi

� �ı~β pσ ^Lq � ı~β pσ ^Lq
� 0

De acordo com p4.6q e p4.7q, K2
D � ~2

�
1� Σ�L

~

	2 � J2 � �~
2

�2 tal que os

valores próprios k2 de K2
D são ~2jpj � 1q � ~2

4 � ~2
�
j � 1

2

�2, ou seja, os
valores próprios de K̂D são k � �~

�
j � 1

2

�
, e os valores absolutos de |k| são

inteiros positivos. Pode-se ainda verificar que como K2
D � L2� ~2� ~Σ �L,

ou ainda
L2 � K2

D � ~βK̂D (4.21)

a relação entre os valors próprios de L2 e K2 é kpk � 1q � lpl � 1q.

4.1.1 A função de onda bispinorial

Na secção p1.8q viu-se que a função de onda de uma part́ıcula com momento
angular l e spin s � 1

2 é proporcional aos harmónicos esféricos spinorias
χ�k,mj

� Yj	 1
2
,jmj

. A generalização relativista consiste em incluir um grau
de liberdade extra associado às componentes de energia negativa dos bispi-
nores

ψjmj prq �
�
χjmj

ϕjmj



(4.22)

Para um estado de momento angular total j existem duas soluções posśıveis
correspondentes aos estados com l � j � 1

2 e l1 � j � 1
2 . Assim a solução

geral será combinação linear destas duas soluções

ψjmj prq �
�
gljprqYljmj

pθ, φq � gl1jprqYl1jmj
pθ, φq

ıfljprqYljmj
pθ, φq � ıfl1jprqYl1jmj

pθ, φq



(4.23)

Esta solução pode ser simplificada na representação em que o operador de
paridade total é diagonal. Para isso note-se que a operação de inversão
no espaço não comuta com o Hamiltoniano livre de Dirac, isto porque o
termo α � p é ı́mpar sob a transformação de inversão enquanto que βmc2

é par. Assim o operador de inversão multiplicado por β comuta com o
hamiltoniano. Seja então o operador de paridade total P̂ � βIs. Como os
harmónicos esféricos spinoriais contém paridade externa Is � p�1ql, e l�l1 �
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Sk, cada componente do bispinore só pode conter um valor de l. Por outro
lado o operador de paridade intrinseca β diz que as duas componentes do
bispinor têm paridades intrinsecas opostas, pelo que se excreve os bispinores
como

ψjmj prq �
�
gprqχk,mj

ıfprqχ�k,mj



(4.24)

onde gprq e fprq são funções radiais que em geral dependem de k e a fase
ı foi introduzida de forma a que as equações radiais sejam explicitamente
reais. O facto de l não ser um bom número quântico deve se ao facto do
Hamiltoniano de Dirac não comutar com L2 porque o termo α � p é ı́mpar e
mistura os spinores.

4.2 Equação de Dirac em coordenadas esféricas

Para escrever a equação de Dirac em coordenadas esféricas faz-se uso da
identidade

pr ^Lql � pr ^ pr ^ pqql
� εlmnxmpεijkxjpkqn
� εnlmεnjkxmxjpk

� pδljδmk � δlkδmjqxmxjpk

� xkxlpk � xjxjpl

(4.25)

ou seja
r ^ pr ^ pq � rpr � pq � r2p (4.26)

ou ainda
r̂ ^ pr̂ ^∇q � r̂pr̂ �∇q �∇ (4.27)

donde se obtém
∇ � r̂pr̂ �∇q � r̂ ^ pr̂ ^∇q (4.28)
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O primeiro termo do hamiltoniano de Dirac fica

cα � p � �ıc~α �∇
� �ıc~α � rr̂pr̂ �∇q � r̂ ^ pr̂ ^∇qs
� �ıc~α �

�
r̂
B
Br �

ı

~
r̂ ^L

r

�

� �ıc~
�
αr

B
Br �

ı

~
1
r
γ5Σpr̂ ^Lq

�

� �ıc~
�
αr

B
Br �

ı

~
1
r
γ5p�ıqpα � r̂qpα �Lq

�

� �ı~cαr

� B
Br �

1
r

Σ �L
~

�

� �ı~cαr

� B
Br �

1
r

�
β

~
K̂D � 1


�

� �ı~cγ5Σr

� B
Br �

1
r
� 1

~
β

r
K̂D




(4.29)

Assim o Hamiltoniano p4.1q fica na forma matricial

H �
�
� mc2 � V prq �ı~cσr

�
B
Br � 1

r � 1
r

K̂
~

	
�ı~cσr

�
B
Br � 1

r � 1
r

K̂
~

	
�mc2 � V prq

�

 (4.30)

e a equação de Dirac independente do tempo

E

�
χjmj

ϕjmj



�

�
� mc2 � V prq �ı~cσr

�
B
Br � 1

r � 1
r

K̂
~

	
�ı~cσr

�
B
Br � 1

r � 1
r

K̂
~

	
�mc2 � V prq

�

�

χjmj

ϕjmj




(4.31)
que resulta no sistema de equações

 
E �mc2 � V prq( gprqχk,mj

� �~cσr

#
B
Br �

1
r
� 1
r

K̂

~

+
fprqχ�k,mj

(4.32) 
E �mc2 � V prq( fprqχ�k,mj

� ~cσr

#
B
Br �

1
r
� 1
r

K̂

~

+
gprqχk,mj

(4.33)

agora, usando as relações p1.152q, p1.153q e p1.154q tem-se finalmente

 
E �mc2 � V prq( gprq � ~c

"
�
�
d

dr
� 1
r



� k

r

*
fprq (4.34)

 
E �mc2 � V prq( fprq � ~c

"
d

dr
� 1
r
� k

r

*
gprq (4.35)
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ou "
d

dr
� k � 1

r

*
gkprq � a2f�kprq (4.36)

"
d

dr
� k � 1

r

*
f�kprq � �a1gkprq (4.37)

Estas são as equações radiais com

a1 � pE � V prqq �mc2

~c
, a2 � pE � V prqq �mc2

~c
(4.38)

e

a � ?
a1a2 �

d
pE � V prqq2 �m2c4

p~cq2 (4.39)

Por vezes é conveniente usar

G � rg , F � rF (4.40)

e as equações radiais ficam "
d

dr
� k

r

*
G � a2F (4.41)

"
d

dr
� k

r

*
F � �a1G (4.42)

Em geral, pode-se encontrar uma equação diferencial de segunda ordem em
g pGq ou f pF q eliminando uma das funções radiais. Assim pondo fprq em
evidência na equação p4.36q, substituindo em p4.37q e notando que d

dr

�
1
a2

	
�

dV
dr

a2
2
� 1

a2

d
dr

1tem-se#
dV
dr

a2
� d

dr
� k � 1

r

+"
d

dr
� k � 1

r

*
gkprq � �a2a1gkprq (4.43)

agora, expandindo o primeiro termo e tendo em conta que d
dr

�
1
r

� � � 1
r2�1

r
d
dr

a equação de segunda ordem em gkprq, para qualquer potencial V prq, fica

d2gkprq
dr2

� ~cdV
dr

E � V �mc2
dgkprq
dr

� 2
r

dgkprq
dr

�
�
pE � V q2 �m2c4

p~cq2 � kpk � 1q
r2

� k

r

~cdV
dr

E � V �mc2

�
gkprq � 0

(4.44)
e f�kprq é obtida substituindo a solução de p4.44q em p4.37q.

1

d

dr

�
1

E � V prq �mc2



�

d

dr

1

E � V prq �mc2
�

1

E � V prq �mc2

d

dr

�
dV
dr

pE � V prq �mc2q2
�

1

E � V prq �mc2

d

dr
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4.3 Part́ıcula livre

Uma part́ıcula livre de Dirac, na representação do momento angular, obedece
às equações p4.44q e à respectiva f�kprq, com V prq � 0. Assim para gkprq �
gjlprq e tendo em conta que kpk � 1q � lpl � 1q tem-se

d2gjlprq
dr2

� 2
r

dgjlprq
dr

�
�
p2

p~q2 �
lpl � 1q
r2

�
gjlprq � 0 (4.45)

com p2c2 � ~2a2c2 � E2 �m2c4 ¡ 0. Definindo a distância radial adimen-
sional

ρ � ar (4.46)

a equação p4.45q fica

d2gjlparq
dρ2

� 2
ρ

dgjlparq
dρ

�
�
1� lpl � 1q

r2

�
gjlparq � 0 (4.47)

que tem como soluções as funções esféricas de Bessel. A solução regular em
r � 0 são as funções Esféricas de Bessel do primeiro tipo jlpρq

gjlpρq � Ajlpρq (4.48)

com A constante de normalização. Fazendo a mudança de variável p4.46q
em p4.36q e substituindo p4.48q obtem-se para fjl1pρq

fjl1pρq � Aa

a2

"
j1lpρq �

k � 1
ρ

jlpρq
*

(4.49)

Para k   0 tem-se l � �pk � 1q, l1 � �k e l1 � l � 1. Usando a relação de
recorrência

j1lpzq �
l

z
jlpzq � jl�1pzq (4.50)

a equação p4.49q fica

fjl1pρq � �Aa
a2
jl1pρq , k   0 (4.51)

Para k ¡ 0 tem-se l � k, l1 � k � 1 e l1 � l � 1. Usando a relação de
recorrência

j1lpzq � � l � 1
z

jlpzq � jl�1pzq (4.52)

a equação p4.49q fica

fjl1pρq � Aa

a2
jl1pρq , k ¡ 0 (4.53)
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As soluções p4.51q e p4.53q podem ser escritas como

fjl1pρq � ASk
a

a2
jl1pρq

� A
k

|k|
c
E �mc2

E �mc2
jl1pρq

(4.54)

A função de onda para uma part́ıcula livre é então

ψkmj
�

�
jlpρqχkmj

ıSk

b
E�mc2

E�mc2
jl1pρqχ�kmj

�
(4.55)

Numa zona onde existe um potencial constante V0, as soluções são as mesmas
substituindo E por E � V0.

4.4 Poço de Potencial esférico

Para um potencial

V prq �
#
�V0 , r ¤ R0

0 , r ¡ R0

(4.56)

estados ligados existem para �V0   E �mc2   0

r

−V
0

R
0

T

T

E−mc2

E−mc
2

Figura 4.1: �V0   E �mc2   0

• Para r ¤ R0

A energia cinética da part́ıcula é positiva e a relação energia momento dada
por

p2c2 � pE � V0q2 �m2c4 ¡ 0 (4.57)

A particula comporta-se como uma part́ıcula livre de energia E � V0. As
soluções radiais são então dadas por

gk � Ajlpρq � A

c
πar

2
Jl� 1

2
pρq (4.58)
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e

f�k �� A
k

|k|

d
E � V0 �mc2

E � V0 �mc2
jl1pρq (4.59)

com

a �
apE � V0q2 �m2c4

~c
(4.60)

• Para r ¡ R0

A energia cinética é negativa e análogamente ao caso não-relativista, define-
se

p12 � m2c4 � E2 ¡ 0 (4.61)

tal que o vector de onda é

a1 �
?
m2c4 � E2

~c
(4.62)

Com estas definições p4.45q fica

d2gk

dr2
� 2
r

dgk

dr
�
�
a12 � lpl � 1q

r2

�
gk � 0 (4.63)

Introduzindo
ρ1 � a1r (4.64)

obtém-se a equação diferencial

d2gk

dρ12
� 2
ρ1
dgk

dρ1
�
�
1� lpl � 1q

ρ12

�
gk � 0 (4.65)

As soluções desta equação que decrescem exponencialmente para zero quando
r é grande, são as funções esféricas de Bessel modificadas do 3o tipo

gjl � C

c
πa1r

2
Kl� 1

2
pρ1q (4.66)

com C constante de normalização. Fazendo a mudança de variável p4.64q
em p4.36q e substituindo p4.66q obtem-se para fjl1pρ1q

fjl1 � a1

a12

"
d

dρ1
� pk � 1q

ρ1

*
gjl (4.67)

com a12 � E �mc2.
Para k   0, l � �pk�1q e l1 � �k. Assim inserindo p4.66q em p4.67q tem-se

fjl1 � C
a1

a12

"
d

dρ1
� l

ρ1

*c
πa1r

2
Kl� 1

2
pρ1q (4.68)
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e usando a relação de recorrência p1.97q e a relação l1 � l � 1 para k   0
obtém-se

f�k � �C a1

a12

c
πa1r

2
Kl1� 1

2
pρ1q (4.69)

Para k ¡ 0, l � k, l1 � k � 1 e p4.67q fica

fjl1 � C
a1

a12

"
d

dρ1
� l � 1

ρ1

*c
πa1r

2
Kl� 1

2
pρ1q (4.70)

usando a relação l1 � l � 1 e a relação de recorrência

d

dρ1

�c
πρ1

2
Kl� 1

2
pρ1q

�
� p�1q�pl�1qp�1ql

c
πρ1

2
Kl1� 1

2
pρ1q�

� p�1q�pl�1qp�1ql�1 l � 1
ρ1

c
πρ1

2
Kl� 1

2
pρ1q

(4.71)

obtém-se

f�k � �C a1

a12

c
πa1r

2
Kl1� 1

2
pρ1q (4.72)

ou seja f�k é igual para k ¡ 0 e k   0. As constantes de normalização A e
C podem ser eliminadas da relação de continuidade da função de onda em
r � R0

gjlpaR0q
fjl1paR0q �

gjlpa1R0q
fjl1pa1R0q (4.73)

substituindo na equação anterior p4.58q, p4.59q, p4.66q e p4.72q obtém-se
finalmente

a2a
1jlpaR0qKl1� 1

2
pa1R0q � Ska

1
2ajl1paR0qKl� 1

2
pa1R0q � 0 (4.74)

Esta equação é resolvida numéricamente para vários valores de k. (Apêndice
A2).
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Analisando os gráficos pA.2q e pA.3q em apêndice, vê-se que quando o raio
do poço aumenta, os ńıveis de energia com o mesmo número quântico l
agrupam-se tornando-se degenerados e semelhantes aos ńıveis de energia
dados pela teoria não-relativista pA.1q. Este efeito faz-se notar mais para
ńıveis de energia com l maior, como os estados h 9

2
e h 11

2
. Pode-se concluir que

com o aumento do raio, j deixa de ser necessário à classificação dos ńıveis e l é
um bom número quântico, ou seja, o acoplamento L�S desaparece. De notar
que o valor do potencial V0 � 1

2 foi escolhido de forma a evitar problemas
com os estados de energia negativa. Conclui-se então que o aumento do raio
do poço diminui a energia dos estados para valores próximos dos estados
não-relativistas e o acoplamento L� S responsável pelo efeito de ‘split’ nos
ńıveis de energia desparece. Demonstra-se assim a natureza relativista do
acoplamento spin-órbita.
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Apêndice A

Soluções Numéricas

A.1 Poço de potencial esférico na teoria não rela-
tivista

A equação p1.98q é explicitamente dada por
?�2mEKl� 3

2
p?�2mER0qjlp

a
2mpE � V0qR0q

�a
2mpE � V0qKl� 1

2
p?�2mER0qjl�1p

a
2mpE � V0qR0q � 0

(A.1)
Esta equação pode ser escrita em termos das quantidades escaladas

y � E

mc2
� α com α � V0

mc2
(A.2)

e
xR � R0

L0
com L0 � ~

mc
(A.3)

estas quantidades são a energia cinética em unidades de mc2 e o raio do poço
em unidades de comprimento de onda de compton respectivamente. Assim
pA1q fica

a
2pα� yqKl� 3

2

�
xR

a
2pα� yq

	
Jl� 1

2

�
xR

a
2y
	

�a
2yKl� 1

2

�
xR

a
2pα� yq

	
Jl� 3

2

�
xR

a
2y
	
� 0

(A.4)

Para α fixo, esta equação é resolvida numéricamente para y em função de
xR para dados valores de l. Na figura pA.1q estão marcados os primeiros
valores de y até l � 5 para xR � 100 com α � 1

2 . Os niveis de energia são
representados na notação espectroscópica nlj , onde o ńıvel de energia é dado
pela n solução da equação.
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0.001

0.002

0.003

0.004

1s

1p

1d

2s

1f

2p

1g

2d

1h
3s

0.000

0.005

Figura A.1: valores de E�V0
mc2

para xR � 100
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A.2 Poço de potencial esférico na teoria relativista

A equação p4.74q é explicitamente dada por

Jl� 1
2

�atE � V0u2 �m2c4

~c
R0

�
Kl1� 1

2

�?
m2c4 � E2

~c
R0

�
pE � V0 �mc2q

E �mc2

� Sk

ctE � V0u2 �m2c4

m2c4 � E2
Jl1� 1

2

�atE � V0u2 �m2c4

~c
R0

�

�Kl� 1
2

�?
m2c4 � E2

~c
R0

�
� 0

(A.5)
Introduzindo as quantidades escaladas

y � E �mc2

mc2
� α com α � V0

mc2
(A.6)

e
xR � R0

L0
com L0 � ~

mc
(A.7)

estas quantidades são a energia cinética em unidades de mc2 e o raio do poço
em unidades de comprimento de onda de compton respectivamente. Assim
pA5q fica

py � 2qJl� 1
2

�
xR

a
y2 � 2y

	
Kl1� 1

2

�
xR

apα� yqpy � α� 2q
	

�apα� yqpy � α� 2q � Skpy � α� 2q
a
y2 � 2y

� Jl1� 1
2

�
xR

a
y2 � 2y

	
Kl� 1

2

�
xR

apα� yqpy � α� 2q
	
� 0

(A.8)

Para α fixo, esta equação é resolvida numéricamente para y em função de xR

para dados valores de k, l e l1. Na figura pA.2q estão marcados os primeiros
valores de y até l � 5 para xR � 10 com α � 1

2 e na figura pA3q os mesmos
valores de y para xR � 100. Os niveis de energia são representados na
notação espectroscópica nlj , onde o ńıvel de energia é dado pela n solução
da equação.
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Figura A.2: valores de E�V0�mc2

mc2
para xR � 10
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Figura A.3: valores de E�V0�mc2

mc2
para xR � 100
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