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Resumo

Pretende-se, de uma forma geral com este semindrio, estudar a equagao de
Dirac e algumas das suas propriedades. Numa primeira fase é discutida a ge-
neralizagdo da mecanica quantica a teoria relativista e as razoes que levaram
Dirac a construir uma equacao de primeira ordem nas derivadas em ordem
ao tempo e ao espaco. A imposicao da lineariedade leva a uma equacao ma-
tricial e a descricao do sistema em termos da fungdo de onda bispinorial. Sao
discutidas, a covariancia da equacao e as suas solucoes para a particula livre,
assim como as solucoes em que existe um potencial externo. Neste tltimo
caso mostra-se que para certos valores do potencial (potenciais fortes) existe
uma probabilidade finita para transigoes entre estados de energia positiva e
negativa (Paradoxo de Klein) e discute-se a forma como Dirac solucionou o
problema (Teoria dos Buracos de Dirac). Na segunda parte é introduzida a
equacao de Dirac em coordenadas esféricas, juntamente, com o operador de
Runge-Lens, os harmonicos esféricos bispinoriais e os seus nimeros quan-
ticos. Sao discutidas as solugoes de particula livre e as solugoes para uma
particula num poco de potencial. A terceira e ultima parte consite na de-
terminacao numérica das solucoes para a particula no pogo de potencial, e
mostrar, que para grandes valores do raio do poco, as solugoes aproximam-se
da situacao nao-relativista, situacdo em que o acoplamento spin-6rbita nao
existe e os niveis energéticos sao degenerados. Concluindo que a linearie-
dade da equagao de Dirac, como equagao relativista, leva naturalmente ao
aparecimento do termo de acoplamento entre o spin e o momento angular
orbital, demostrando a sua natureza relativista.
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Capitulo 1

Mecanica Quantica

1.1 Principios da mecanica quantica

e Um estado quantico é descrito pela fungao de estado |¥) que contém
toda a informagao possivel sobre o sistema. Na representacao das co-
ordenadas tem-se a fungao de onda (r|¥) = 9(q;, s;,t) onde s; designa
outros nimeros quanticos para além dos possiveis de descrever a par-
tir das coordenadas (por exemplo o spin).p = [¥(g;,si,t)[> = 0 tem
a interpretacao duma densidade de probabilidade de encontrar o sis-
tema num estado com coordenadas ¢;, nimeros quanticos internos s;,
no instante ¢.

e Os observaveis fisicos sao representados por operadores hermiticos line-
ares. A hermiticidade dos operadores implica que estes tenham valores-
préprios reais.

e Um estado do sistema é um estado préprio do operador Q se
Q)T = wn|¥,) (1.1)

onde ¥, é o estado préprio a que corresponde o valor proprio w,. Na
representagao das coordenadas tem-se

Q(q,5,)9(q,5,t) = wn(q; 5, 1) (1.2)

e Uma funcao de onda arbitréria pode ser escrita como combinacao li-
near de um conjunto completo e ortonormal de fungoes préprias, ¢y,
dum conjunto completo de operadores que comutam {1, Qo,...}. As-
sim

¢ = Zan¢n (13)

com a,, coeficientes complexos.



e O resultado duma medicao é qualquer um dos valores-préprios, wy,
com probabilidade |a,|>. O valor expectdvel ou valor médio de um
observavel é dado por

(@ = o = 3 | a5 00 st = Dlanftan

(1.4)
e A evolugao no tempo dum sistema fisico é dada pela equagdo de Sch-
rodinger
5290
—H 1.
ne = Ay (15)

onde o hamiltoniano H é um operador linear e hermitico, H = H' Seo
Hamiltoniano nao depende do tempo tem-se a equagao de Schrodinger
independente do tempo

Hy = Ey (1.6)
A linearidade do operador hamiltoniano implica o principio da subre-
posicao e a hermiticidade conduz a conservagéo de probabilidade

d
YY) = < I‘If> <‘1’|
= <—ﬁqu|x1/> + <\1/| = %ﬁ\m (1.7)

- % [<ﬁxp|x1:>—<\1/|fw>] -0

1.2 Simetrias e momento angular

Na mecanica quantica a evolucao no tempo de um observéavel que nao de-
pende explicitamente do tempo, i.e. % = (0, é dada por

K 20wy + w020

- <—ﬁqu|Q\p> + (0[O — %ﬁf\w

= [cavion) - Q)|
p L] w]

ou seja, se o observavel comuta com o Hamiltoniano

[Q, H] —0 (1.9)
entao (2) é uma quantidade conservada ou constante do movimento.

Ky

=0 1.10
o (1.10)



Uma simetria é a transformacgao nas coordenadas do sistema que deixa
o Hamiltoniano invariante. As leis de conservacdo sao consequéncia das
simetrias do sistema.

e Invariancia de translacao

Considere-se um sistema fechado de NV particulas livres. Visto que o espaco
é homogéneo, o Hamiltoniano do sistema é invariante perante translagoes.
Para um delocamento infinitesimal

or:ry—>rp+or k=1.,N (1.11)
a funcao de onda transforma-se da seguinte forma

Y(rp+0r) = 1)(rg) + 67 Y Vit (ry) (1.12)
P

onde
1+6r) V, (1.13)
k

é o operador de translagao infinitesimal que transforma 1 (ry) em (7 +97).
Se o Hamiltoniano é invariante sob a transformacao entao este comuta com
o operador

O VH-H( Vi) =0 (1.14)
k k

qualquer que seja dr. O operador momento na mecanica quantica é —hV,
ou seja, da relagao anterior tem-se que

[p H] =0 (1.15)

e a quantidade de movimento é uma constante do movimento, % =
Como a derivagao de fungbes de varias variaveis nao depende da ordem
de derivacao, entao o mesmo é dizer que as trés componentes do momento
comutam entre si

[pi,Dj] =0 4,7=1,2,3 (1.16)

e os seus valores podem ser determinados simultaneamente.
e Invariancia de rotacgao

Além da propriedade de homogeniedade, o espago é também isotrépico: to-
das as direccoes sao equivalentes. Assim o Hamiltoniano de um sistema de
particulas fechado deve ser invariante para uma rotagao de todo o sistema
de um angulo arbitrério em torno de um eixo qualquer. Seja d¢ o vector de
rotacao infinitesimal, igual em grandeza ao angulo de rotacao d¢ e que tem
a direccao do eixo de rotacdo. As variagoes dry devidas a rotagao sao

or =0 ATy, (1.17)



a funcao de onda transformada é
(i +67) = (i) + D ork Vit(ry)
k
= (ri) + D 06 ATy Vith(ry)
k

_ (1 +6p ) T A Vk) V(i)
k

(1.18)

com

L+0¢ > 1k AV (1.19)
k

o operador de rotacao infinitesimal. Este operador comuta com o Hamilto-

(2 TE A Vk> H-—H (2 L A Vk> =0 (1.20)
k k

o que traduz a conservacao da quantidade ), 7, A V para qualquer .
Esta quantidade é o momento angular

L=—ih(raV) (1.21)

. . KL
e é uma constante do movimento, % =
As componentes do momento angular obedecem as seguintes relagoes de

comutacao

[ﬁi,ﬁj] — hegji Ly (1.22)
pelo que que a medicao dos valores das componentes do momento angular
nao podem ser determinadas simultaneamente. Estas relagoes de comuta-

¢ao definem uma algebra. Contudo, cada uma das trés componentes de L
comuta com o operador L% = L2 + L12/ + L2. Por exemplo

[L.,L?] = [L., L?] + [L., L?]
= [L27 La:] Loc + Lz [L27 Lx] + [L27 Ly] Ly + Ly [L27 Ly] (1'23)
=h(LyLy + LyLy) —1h(LyLy + LyL;) =0
da mesma forma
[L.,L*] =0 (1.24)
[L,,L*] =0 (1.25)
ou seja, os valores préprios do quadrado do momento angular podem ser
determinados simultaneamente com uma das suas componentes. E conveni-
ente formar combinacoes complexas de L, e L.

Assim, definindo
Ly =L;+1L, (1.26)



L =L, —1L,

tem-se das relagoes (1.22) que

[Ly,L_]=2hL, , [L.,Li]=hL, , [L.,L_]=—hL_

I?=L,L_ +L?—hL,
=L L, +L>+hL,
Em coordenadas esféricas
x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin ¢

z=rcosf

(1.21) fica

. 1 0, 0 -
L =1h —0 - —
! (sme 26 aa¢)
e as componentes cartesianas!

. 0 sing 0
L, = 1ihcotf (— sin ¢ + cosgb% 4 Cot@é’&)
., 0 cos¢ d
L, =1hcot0 (cos¢ + sin ¢% ~—i0 66)
0
Lz = —Zh%
ou seja
0 0
= +het? [ — + v
L. = the (59_ZCOt05¢>
’ n? 0 0 B2 2
L? = — — sinp—=— ) —
sin 6 26 (Sm 0 ae) sin? 09>

1.2.1 Valores préprios do momento angular

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

Para determinar os valores-préprios da projeccao do momento angular numa
certa direcgdo é conveniente direccionar o eixo polar nessa direcgao. Apli-
cando o operador L, a funcao de onda tem-se em coordenadas esféricas

Lob(r,0,6) = —zha‘fbw, 6, )

7 = Zsinfcos¢ + ysinfsin¢ + 2 cosb
! z

>
Il

cosf cos ¢ + gcosfsing — Zsin

¢?= —Zsin¢ + g cos ¢

(1.35)



integrando vem

Y = f(r,0)en’=? (1.36)

com f(r,0) uma funcao arbitraria de r e . Para que a funcao de onda seja
univoca, esta tem de ser periddica em ¢ de periodo 27, ou seja os valores
préprios de L, sao

L,=hm , m=0+1,+2 . (1.37)

e a funcao prépria
1
\/T?elml(ﬁ (138)

que obedece a relacao de ortogonalidade

(:Eml (¢) =

2T

0 l

Os valores préprios do operador L? sdo reais e positivos visto que o
operador é hermitico e que

L*—L2=L2+L; (1.40)

é sempre positivo. Esta equacao mostra ainda que existe um [ que corres-
ponde ao valor méximo de |m;| para um dado valor de L? tal que

n(l) = [l (1.41)

onde 7 sdo os valores préprios de L?. Para determinar a sua dependéncia de
[ aplica-se o operador L,L; a fungdo prépria do operador L,

L.Lstm, (1.42)
usando as relagoes de comutagao (1.28) tem-se
LeLatom, = h(my £1) Lt (1.43)

ou seja a funcao L+, é, a menos de uma constante, funcao propria do
operador L, com valor préprio A(m; + 1)

Vmpr1 = Lyhmy . Ymy1 = Ltbmy, (1.44)
assim da definicao de [ tem-se
Liypy=0 (1.45)
Aplicando a (1.45) o operador L_ e usando (1.29) obtém-se

L_Lyty = (L* = L2 — hL.)y, (1.46)



CcOomo R . .
L =)y, L2 = k1%, L = bl (1.47)

tem-se de (1.46) que
n(l) = R + 1) (1.48)

Para um dado valor de [, a componente L, = hm; pode assumir os valores
—1<m <1 (1.49)

ou seja, existem 2/ 4+ 1 valores de m; o que corresponde a dizer que o nivel
energético de momento ! é 2 + 1 degenerado.

Para um sistema em que o Hamiltoniano é rotacionalmente invariante,
as trés componentes do momento angular comutam com este, ou seja, as
matrizes sao diagonais em relagdo a energia e todos os elementos da ma-
triz nao diagonais que correpondem as transicoes entre estados de energia
diferente (I diferentes) sdo nulos. Claramente

<lml|LZ|l'm2> = hmléllrémlmi (150)

Uy | L' myy = B2+ 1)0y0 (1.51)

mym

que corresponde a diagonalizacao destes operadores. Contudo as equagoes

(1.44) mostram que as matrizes dos operadores L, e L_ tém elementos

nao nulos para transicoes m; — 1 — m; e m; — my — 1 respectivamente,

correspondentes ao mesmo nivel energético (mesmo /). Tendo em conta que
% = Lz pode-se calcular os valores préprios dos operadores L e L_

D+ |* = (my|Lg L+ |my)
= (my|[L? — L.(L. + h)]|my)

1.52
= B2+ 1) — h2my(my £ 1) (1-52)
=T m)(£m+1)
Iy =h/(Fmy)(£my + 1) (1.53)
sendo a relagao de ortogonalidade
| L |l'mi) = T 400y i1 (1.54)

Das relagoes (1.26) e (1.27) tem-se que

h
{Aymy|Lg|l,mp — 1) = l,my — 1| Lg|l,my) = 5\/(l +my)(l —my; +1) (1.55)

h
,my|Ly|l,my — 1) = =, my — 1| Ly|l,my) = —25\/@ +my)(l —my +1)
(1.56)



1.2.2 Funcoes préprias do momento angular

Como os operadores L,el?s6 dependem das varidveis 6 e ¢, entao as
suas funcgoes préprias contém uma funcao arbitraria de r. Seja Y;,,, a parte
angular da funcao da funcao de onda, caracteristica das funcoes-préprias do
momento angular tal que

fmmfsm 0dode = 1 (1.57)

De facto o problema de determinar as fung¢Ges-préprias comuns aos opera-
dores L? e L, admite a separacdo das variaveis 6 e ¢, ou seja

}/lml(07 ¢) = ©m1(¢)@lml (0) (158)

onde ®,,, sao as fungdes proprias de L, dadas por (1.38) que obedecem a
(1.39). As fungoes Oy, sdo normalizadas pela relagao

f 1O, |* sin 0df = 1 (1.59)
0
e a relacao de ortogonalidade para Yy, ¢

2T pm
J f Yl'*ngZmz sin 9d9d¢) = 5”’6mlm; (160)
0 0

Para determinar a forma da parte angular da funcao de onda escreve-se a
equacdo de valores proprios para L2

L o (. oY 1 0%
~sngag \Snlog ) - s =1l+1 1.61
sin 6 06 (Sm 50) sin2 6 02 (+1)y (1.61)
substituindo a fungao de onda por (1.58) obtem-se
1 d : 66lml le _
m@ (Slna 00 ) sin2 eelml + l(l + 1)®lml =0 (162)

A solucao desta equacao é dada em termos dos polinémios associados de Le-
gendre P/ (cos #). Normalizando de acordo com a condigao (1.59) a solugao
fica entao

@lml<e>=<—1>””\/ s DE?IZEWW@ L omz0 (L63)

Para m; negativos a funcao ©y,,, ¢ determinada pela relacao
®l7_|ml| = (_1)mz@”ml‘ (1.64)
A parte angular da funcdo de onda é entao dada por

20+ 1) (I — |m])!
i (L + |m))!

Yim, (0, ¢) = (—1)ml+2‘ml‘ [ ]2 Pl|ml|(cos 0)e™?  (1.65)

10



1.2.3 Operador Paridade

Além das transformacoes de translacdo e rotacdo no espaco existe ainda a
transformagcao de inversao no espaco. Esta transformacao é dada por

T - , Yo -y , z——z , (1.66)

Definindo o operador paridade

Py(r) = (=) (L67)
com a equacao de valores-préprios
Py(r) = Py(r) (1.68)
tem-se de (1.67) e do facto que Py(—r) = i(r) a relacdo P2 = I pelo que
P =41 (1.69)
Para P = 1 a funcao de onda diz-se par e para P = —1 a funcao de onda

diz-se fmpar.
A invariancia do Hamiltoniano perante a transformacgao de inversdo no es-
pacgo reflecte a simetria do espaco em relagao as reflexdes. Entao se o ope-
rador P comuta com o Hamiltoniano a paridade é conservada, ou seja, se
um estado dum sistema isolado tem uma certa paridade (par ou impar),
esta conserva-se ao longo do tempo. O operador momento angular é tam-
bém invariante perante a tranformacao de inversao no espaco, ou seja, este
operador comuta com P. Assim, um estado do sistema pode ter uma certa
paridade simultaneamente com certos valores do momento angular [ e da
sua projecgao my. De facto todos os estados que diferem no valor m; tém a
mesma paridade.
Para determinar a paridade do estado de uma particula com momento [
tem-se que em coordenadas esféricas a transformacao de inversao no espaco
é dada por

ror , 0on1—0 , ¢o—o¢+mw (1.70)

assim, a parte radial da funcao de onda nao é alterada pela transformacao,
enquanto que, os Harménicos esféricos se transformam de acordo com?

Yim, (= 0,6 +7) = (=1)'Yin, (6, 9) (1.71)
ou seja, a paridade de um estado com momento angular [ é
P=(-1) (1.72)

para [ par os estados sao pares enquanto que para [ impar os estados sao
impares.

*Yim, é, a menos de uma constante, dada por P (cos@)e"™?. Substituindo ¢ por
¢ + 7, o factor ¢"™? vem multiplicado por (—1)™, e substituindo 6 por 7 — 6, a fungao
P™(cos0) fica P/™ (—cosf) = (—1)' "™ P (cos 0)

11



1.3 Equacgao de Schrodinger em coordenadas esfé-
ricas

O hamiltoniano de particula livre em coordenadas esféricas escreve-se

p2 B h2V2

2m 2m
__Pyrao,0N L7
 o2m | r2or or h2r2

Com L? dado por (1.34). Na presenca de um potencial independente do
tempo, a equacao de Schrodinger independente do tempo fica

(1.73)

h2 d 0 2
Ey = { ! (TQar) — hsﬂ} Y+ V(r,0,0)) (1.74)

“2m |\ r2or

Se o potencial (e consequentemente o Hamiltoniano) tem simetria central,
V(r) = V(r), o momento angular é uma quantidade conservada do movi-
mento e a funcdo de onda é um estado préprio dos operadores L? e L.
Assim pode-se escrever esta como

Vi, (1,0, 0) = Ry(1) Y1, (0, 0) (1.75)

Substituindo (1.75) em (1.74) e aplicando (1.61) obtém-se a equagao radial

s (Palre)) + [ -ven - "R Ry =0 o
(i) | |

2o\ ar & =

usando a identidade

L (Ldy_1f,d &
r2 dr Tdr o2 Tdr Tdr2

1.77
TG o
Cordr o dr?
(1.76) fica
d? 2 d 2m 11+ 1)
Com a substituicao
R(r) = g(:) (1.79)
a equagao radial para g(r) é
d? 2m 1(1+1)
e+ [ e -ven =" gm0 aso

12



1.4 Poco de potencial esférico

Para um potencial

-V <R
Vey={ "0 TS0 (1.81)
0 R r > Ry

existem estados ligados para —Vp < F <0

E

Figura 1.1: =V < E <0

e Para r < Ry
A energia cinética é positiva, e 0 momento da particula é dado por
p? =2m(E + V) (1.82)

Definindo a distancia radial adimensional

p=ar (1.83)
com a o vector de onda dado pela relacao de De Broglie a = %
2m(E + Vp)
(1.78) fica
d? 2d I(l+1)
—R+-——R+|1- R=0 1.85
a2 pdp +[ p? ] (1.89)

As solugoes desta equacao diferencial que sdo regulares na origem sao as
fungoes esféricas de Bessel do 1°tipo

R(r) = Aji(ar) = Ay /%JH%(M") (1.86)

_A/2m(E + V)
@=-"——0 (1.87)

com

13



e Para r > Ry

A energia cinética é negativa

2

P p—p2—omE<o0 (1.88)
2m
Definindo
p?=—2mFE >0 (1.89)
o vector de onda é o
m
a? = — 5 >0 (1.90)
e a distancia adimensional
—2mE
p=dr= Tmr (1.91)

pelo que (1.78) fica

2 2 1
d R+dR—{1+l(lJf2 )
P

2Rt Sa ] R=0 (1.92)

e as solucoes desta equacao sao as funcoes esféricas de Bessel modificadas.
As solugoes que decrescem exponencialmente quando r — 400 s&o as fungoes
do 3° tipo
wa'r
R(r)=B TKH%(a'r) (1.93)
As constantes A e B podem ser eliminadas através da relagdo de conti-
nuidade da derivada logaritmica em r = Ry

d , d
ARl =ro = - BEy 3 ()= (1.94)

PR WET /
o) dp W {V 2 K”%(’”} a

<= —_— (1.95)
d 7o d
Jilp) dr /TPKH-%(IOI) T
usando as relacoes de recorréncia
. L .
ji(p) = ;JI(P) — ji+1(p) (1.96)
e
LK () | = () ) TR )+
dpl 2 I+35 2 I+35
(1.97)

_ I |mp
+(—1) (l+1)(_1)l+1; TKH%(P/)

14



(1.95) fica
alKl+g(a/Ro)jl(aRo) - aKer%(a'Ro)le(aRo) =0 (1.98)

Esta equacgao é resolvida numéricamente para varios valores de | (Apéndice
Al).

1.5 Spin

Considere-se uma particula composta de outras particulas. Além da energia
interna esta possui um momento angular L, devido ao movimento interno
das particulas que a compoem. Este momento angular pode ter 2L + 1
orientacoes diferentes no espaco, ou seja, o movimento de uma particula
composta é descrito pelas suas coordenadas e por uma varidvel discreta que
corresponde a projeccao do seu momento angular interno numa direccao
espacial. Esta propriedade é caracteristica tanto de particulas compostas
como de particulas elementares e tem natureza puramente quantica. Este
momento angular intrinseco designa-se por spin da particula, enquanto que
o momento angular associado ao movimento denomina-se momento angular
orbital.

Os operadores de spin devem assim obedecer as relagoes de comutagao dos
operadores do momento angular

885 | = theizS (1.99)

—s<mg < s (1.100)

onde iimg sao os valores préprios do operador S, e s o valor méaximo absoluto
de mg. Sabe-se de factos experimentais que a diferenca entre o valor maximo
e minimo de S, i.e. 2s, deve ser um nimero inteiro positivo ou zero pelo
que

1 3
=0,-,1,-,... 1.101
S ) 27 ) 27 ( )
e os valores préprios do operador S? sdo
S% = h2s(s +1) (1.102)

Para um certo valor de s a componente S, pode assumir 2s + 1 valores e
as matrizes dos operadores que actuam nas fungoes do spin sdao de ordem
2s + 1.

Tal como as componentes do momento angular orbital, os valores préprios
das trés componentes do operador de spin sao

S, = hms (1.103)
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S, = g\/(s +mg)(s —ms + 1) (1.104)

S, = —%\/(s—i-ms)(s—ms—l-l) (1.105)

1.5.1 Spin ;

Maior parte das particulas, por exemplo o electrao, tém spin % Neste caso
s = % emg = i%. As matrizes tém ordem 2 e a forma

S = g& (1.106)
1 _ 0 1 2 0 —2 3 1 0
o= (1 0) o° = <Z 0) o’ = (0 _1> (1.107)

na representagao em que S, = gaz ¢é diagonal. Estas sao as matrizes de

Pauli que juntamente com a matriz identidade, Ioxo, formam um conjunto
completo de matrizes, tal que, qualquer matriz arbitraria 2 x 2 pode ser
escrita em termos destas. Entao

apla +a-0 =0 (1.108)

seesdseag=0ea=0.
Aa matrizes de Pauli tém traco nulo, determinante —1 e sdo unitérias, entao,
qualquer matriz M 2 x 2 pode ser escrita com

M= % [TrM + (TrMo) - o] (1.109)

Entre si obedecem a relacao

005 = 515 + 1€4jk0k (1.110)

ou seja
[0’,‘,0']'] = QqukO'k (1.111)
{oi,0;} = 20;; (1.112)

Da relagao (1.110) pode-se provar a relacao geral
(c-A)(c-B)=A-B+110-(A A B) (1.113)

que é um exemplo da decomposicao do tipo (1.109). Para s = %, (1.102)
fica

52 = %712 (1.114)

e (1.103)

1
S,=hms , mg= i§ (1.115)
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Os operadores de spin nao actuam no espago das coordenadas. Sejam X,,, as
funcoes préprias dos operadores S? e S,. Das equacdes de valores préprios
na forma matricial vé-se que as funcoes x,,, tém de ser fungdes de duas
componentes dadas a menos de uma fase por

X1 = ((1)) X1 = <(1)) (1.116)

e sao ortonormais entre si

Xme I Xml) = Oy, (1.117)

1.6 Momento angular total

O facto da funcao de onda ter véarias componentes é uma caracteristica da
existéncia de spin. Se a funcao de onda tem uma s6 componente que depende
apenas das coordenadas entao o spin é zero. Ou seja, a funcao de onda de
um sistema com spin tem a forma

Y1(w)
¢ = | Ya(w) (1.118)

As functes de onda de duas componentes designam-se por spinores. Em
geral o producto escalar implica a integracao sobre o espaco das coordenadas
e o somatdrio sobre as componentes da funcao de spin xm,,, eq. (1.4).

Para um sistema com spin o momento angular total é

J=L+S (1.119)
Se o Hamiltoniano é invariante perante rotagoes
[J,H] =0 (1.120)

e (J.) e (J?) sdo constantes do movimento. E entfio é possivel construir
funcdes préprias de J2, J., L? e S2.
A adicdo de momentos angulares é em geral

J=Ji+Jy (1.121)

onde J; e Jo sdo operadores que actuam em espacos distintos. As fungoes
préprias dos operadores J2, J,, J? e J2 de valores préprios h2j(j + 1), hm;,
h%j1(j1 + 1) e h%ja(jo + 1) podem ser construidas como combinacio linear
das funcoes préprias de J12 e Ji, ede J22 e Jo,

Gim; = Y, > Crads mamam;) b, m, Gjsm, (1.122)

m1 m2
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com C(j1j2j; mimam;) os coeficientes de Clebsch-Gordan. Nesta represen-
tagao os valores proéprio de J, sao

mj =mi + mg (1.123)
e os valores possiveis para j sao dados pela relacao triangular
J1—Jdol <7 <j1+i2 (1.124)

onde ji(—j1 < my < j1) e ji(—j2 < ma < jo).

1.7 Acoplamento L - S

Na mecénica quantica nao-relativista e na fisica atémica o acoplamento spin-
orbita aparece da interaccao entre o spin do electrao no dtomo e o campo
magnético criado pelo nicleo no referencial préprio do electrao. O termo
extra no Hamiltoniano é para um sistema de particula tinica

Hy=—p-H (1.125)

onde p é o momento magnético do electrao

w= —ﬂS (1.126)

me
e H o campo magnético na posi¢ao da particula. Este campo magnético
esta relacionado relativisticamente com o campo eléctrico criado pelo ntcleo
no seu referencial préprio. Se este campo é um campo electrostitico tem
simetria esférica, entao, o termo de interaccao no Hamiltoniano é dado por

e 1dV
Hy,y=—+~--—S-L 1.12
P om2e2 r dr ( 7
e o hamiltoniano do sistema
H =Hy+V(r)+ Hyy (1.128)

com Hj dado por (1.73).

1.8 Spinores num campo central

Na auséncia da interacc@o spin-érbita, o Hamiltoniano (1.128), comuta com
S, e L, e a funcao de onda em que Hy, L?, L, e S, sio simultaneamente
diagonais tem a forma

wnl(r7 S) = Rnl(r)}/lml (9, ¢)Xms (S) (1129)
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No caso em que a interacgao spin-érbita existe, L, e S, ndo comutam com
o hamiltoniano

[S3,S - L] = [S3, S;Li]
S3, L; +S;|53,L;
= [S5, 5] [Ss, L] L130)
= [S3,51] L1 + [S3, S2] L2
=1 {SQLl SlLQ}
em termos dos indices cartesianos
[S.,8 - L] =1{L.Sy — LS.} (1.131)
Da mesma forma
[L.,S-L]=—1{LySy — LS.} (1.132)

Ou seja, das equagoes anteriores tem-se que o operador J, = L.+S. comuta
com H. O operador J? = (L+S5)? também comuta com H, visto que comuta,
com Hy e com qualquer fungao de r enquanto que

28.L=J?—-L*-§? (1.133)

comuta com J? visto que [L?, L] = 0 e [S? Sx] = 0. De forma a achar
as funcoes préprias que diagonalizam simultaneamente H, J?, J,, L? e S?
tem-se de (1.122) e (1.129)

Unj(r,8) = Rj(r) D, > O (s mumem;)Yim, (0, 6)xm, () (1.134)

Para s = % as quatro solucoes independentes sao explicitamente dadas por:

oParajzl—i—%

R, 1 Al+mi+3 Y,
1/Jl+7 . l+5 J 2 Imj—s5 (1135)

=
PV \fl-my 4L Y,

lm]'+%

R et
W1 = Fmit e Yimy (1.136)
P+l \/l"‘mj"'% Yim 41
2

onde os coeficientes sdo os coeficientes de Clebsh-Gordan para j; = [ e

jo = % Para | = 0, os tnicos estados possiveis correspondem aos estados

para j =1+ %, visto que para os estados j =1 — %, [ = 0 corresponde a ter

19



j<o.
Da equagao (1.133) tem-se que

3
hL - otjm; = (ﬁ - L’ - 4h2> Vim,

] (1.137)
= (J+ ) =10+ 0= ),
ou seja os valores préprios de L—,;LU sao
l=—-14+(+3 j=1+3
U+3) N 2 (1.138)
—(+1)=-1-(j+3) =l—3
Definindo o operador
A Lo
K=n 1+T (1.139)
tem-se de (1.138) que os valores-préprios de K sdo
Ktpjm, = —hkthjm, (1.140)
com
—(l+)=-(G+1 j=1+1
gy 0D G+z2) 2 (1.141)
Para [ = 0, s6 um valor de k é possivel, k = —1. k toma todos os valores
inteiros excepto zero. Do médulo de |k| pode-se obter j
) 1
Jj=|kl— 3 (1.142)

e em termos de k, [ é dado por

k k
- >0 (1.143)
—(k+1) k<0

ou seja, conhecendo k, sabe-se j e [. Em termos da notagao espectroscépica

k=-1,1,-2,2, ... corresponde aos estados s1,p1,p3,ds,...
2 2 2 2
Em termos de k a paridade da funcao de onda fica
.S
P=(-1)=(-1)/*= (1.144)
com
k
Sj, = T (1.145)

Para cada valor de j os dois spinores de Pauli dados por (1.135) e (1.136)
tém momentos angulares [ diferentes e por conseguinte paridades diferentes.
Definindo ', tal que

I'=14 (1.146)
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tem-se que

k-1 k
= >0 (1.147)
& k<0
(§]
I+1 =1+ 1
z':{l+1 7T (1.148)
_ j=1-1

As ultimas relacoes entre I’ e [ pode ser escrita na forma
-1 =8 (1.149)

Assim os spinores de Pauli podem ser escritos como

) 1
Xom; = Yiim; G =143 (1.150)
) 1
X—k‘m]' = ijl’m]’ J = l — 5 (1151)
€
KXkm; = —hkXkm, (1.152)
[A(X—k:mj = th—kmj (1153)

Uma relacao importante entre os spinores é

(

Para demostrar esta relacao note-se que o operador o -7 é um escalar pelo
que é invariante sob rotacoes, comutando com J?. o -7 também comuta
com J,, ou seja, (O'T'r)kaj tem os mesmos valores de j e m;. Como o -7 é
impar, tem-se

o-T

)Xkm; = —X—km; (1.154)

g-T

(

De (1.113) tem-se que (Z27)2 = 1 pelo que a? = 1. De modo a obter a

T
direcciona-se # ao longo da direcgao do eixo dos zz. Assim pondo 6 = 0 em

r )ka] = aX*k‘mj (1155)

(1.65)
1
. 204+1\2
Yzml(z) = ( 4 ) dmo (1'156)
7r
e para Xgm,
1
20+ 1\2 1
chigm; = < 4—; > C (l2j;0m]~) X (1.157)
ou seja
et 1 1 1.
a(2l)2C lij;()mj =2m;(2l +1)2C lgj;Omj (1.158)
Para os quatro casos possiveis j =1 + %, m; = % obtém-se a = —1.
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Capitulo 2

Relatividade Restrita

2.1 O Principio da Relatividade

Na mecénica classica nao-relativista um sistema de referéncia em relagao
ao qual o espago é sempre homogéneo e isotrépico e o tempo uniforme
denomina-se inercial. Das propriedades do espaco e tempo supramenciona-
das conclui-se que num sistema inercial qualquer movimento livre efectua-se
com velocidade constante em grandeza e direccao, em particular se este se
encontrar em repouso permanecera em repouso por um tempo ilimitado, lei
da inércia.

A experiéncia mostra que se outro sistema de referéncia move-se com mo-
vimento rectilineo e uniforme em relagao a um sistema inercial entao estes
serao totalmente equivalentes do ponto de vista mecanico. Existe assim uma
infinidade de sistemas inerciais, que se movem uns relativamente aos outros,
rectilinea e uniformemente. Em todos estes sistemas as propriedades do es-
pago e tempo sao as mesmas assim como todas as leis mecanicas, principio
da relatividade de Galileu.

Matematicamente, o principio da relatividade de Galileu expressa-se no
facto das leis da mecanica serem invariantes sob as seguintes transforma-
¢oes, transformagoes de Galileu:

r=r—-Vt (2.1)

t=t (2.2)
com V a velociade de S’ em relacao a S.
Substituindo na 2% lei de Newton obtém-se:
2

F =ma = m%(r —Vt)=ma (2.3)

pelo que a lei de Newton é invariante sob as transformagoes de Galileu.
Anos de investigacao nas dreas do electromagnetismo e éptica deram origem
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as equacoes de Maxwell, no entanto estas equagoes nao sao invariantes relati-
vamente as transformagoes de Galileu. Uma das consequéncias das equagoes
de Maxwell é que no vazio a luz propaga-se com a mesma velocidade em to-
das as direcgoes e é maxima, de valor:

c =3 x 10%(m/s) (2.4)

Na altura varias hipdteses surgiram de forma a resolver este problema. Mas
foi com a experiéncia de Michelson-Morley que Lorentz sugeriu a contragao
do espaco e verificou que as equacoes de Maxwell eram invariantes sob as
seguintes transformacoes:

ct' =y(ct—B-7) (2.5)
ooy B T)ZZ(V D g (2.6)

com,@z%ev: ﬁl,ﬁz'

No seguimento da experiéncia de Michelson-Morley e das conclusoes de Lo-
rentz, Einstein formula a teoria da relatividade restrita usando os dois se-
guintes postulados:

1. As leis da fisica sdo as mesmas para todos os observadores inerciais
2. A velocidade da luz é a mesma para todos os observadores inerciais

A formulacao fisica que incorpora estes dois postulados diz-se covariante
(forma invariante).

2.2 Espaco de Minkowski

Na teoria da relatividade restrita, espaco e tempo consistem numa unica
identidade, devendo-se entao largar as nocoes newtonianas de uma tinica co-
ordenada temporal e a existéncia de "espaco num certo momento no tempo”.
Ao espago geométrico onde é formulada a teoria da relatividade restrita
denomina-se espago de Minkowski ou espago-tempo 4-dimensional. Um
ponto neste espaco-tempo consiste em 3 valores nas coordenadas espaci-
ais e 1 valor na coordenada temporal, definindo-se assim um evento como o
momento 1inico no espago e tempo.

Um evento ¢é especificado pelo 4-vector contravariante

ot = (2,2, 2%, 2%) = (ct,z,9,2) com p=0,1,2,3 (2.7)

as coordenadas espaciais representam-se por z* com i = 1,2, 3
O intervalo infinitesimal entre dois eventos é dado por

(ds)? = (cdt)? — (da)? — (dy)® — (d=)? (2.8)
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ou
ds* = Adt* — dr* (2.9)

De facto é fécil verificar que a equacao (2.9) é invariante perante as trans-
formacoes (2.5) e (2.6).
Introduzindo a métrica (pseudo-euclidiana), definida pelo tensor

1 0 0 0
0 -1 0 O
=10 o -1 o (2.10)
0 0 0 -1
pode-se reescrever (2.8) na forma compacta
ds® = 1y, datdz” (2.11)
ou seja,
dx, = nudz” (baixa o indice) (2.12)

transformando um vector contravariante num covariante. Multiplicando a
esquerda por n7*

ntdr, = n"tnude” (2.13)
87 da” (2.14)
= dz° (eleva o indice) (2.15)
onde se usou
N N = oy (2.16)

Com 65 o simbolo de Kronecker: 65 = 1sep=veds =0se pu # v.
De facto

" =1 (2.17)
ou na forma matricial
n=n"" (2.18)
e
Tr(n™) = nun™ =6} =4 (2.19)

i.e., para a métrica definida em (2.10) a transformacdo entre os vectores
covariantes e contravariantes é dada por zg = 20 e z; = —a'.
O producto escalar a semelhanca do espaco Euclidiano é definido como a

accao da métrica em dois vectores

n(a,b) = nuat” =a’’ —a-b (2.20)
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Se o produto escalar é zero os vectores dizem-se ortogonais. A norma de
um vector é definida como o produto escalar do vector com ele mesmo, que
contrariamente ao espaco Euclidiano nao é definida positiva

<0, a* diz-se ‘spacelike’
se nuata” é =0, a" dizse ‘lightlike’ ou nulo (2.21)

>0, a* diz-se ‘timelike’

2.2.1 Energia e momento

A trajectéria de uma particula real a qual para a métrica definida em (2.9)
¢é sempre spacelike e calcula-se por integracao do elemento infinitesimal

dx* dxv
s(A) = J A [Ny ———— (2.22)
caminho g d\ dA

onde A é um parametro do qual depende a curva z#(\). O vector tangente
a curva € %. E conveniente o parametro ser um invariante de Lorentz,
assim, pode-se escolher o tempo no referencial em repouso, tempo proprio
(1), como um bom parametro. Da defini¢do de tempo préprio é facil verificar

as relacoes:

dt d
0% c

Nesta parametrizagdo o vector tangente a trajectéria z#(7) é o 4-vector
velocidade

dr

dxt dxt
ut = d—l;_ ou ut = c% (2.24)
Sendo a sua norma
dxt dz” dr?
2 _ _ 2 _ 2
W g T g (2:29)
Das relagoes (2.23) e (2.24) tém-se que
u =YV (2.26)
) 0 det)
dx d(ct
0
= = = 2.27
5
ou seja,
ut = y(e,v) (2.28)
no referencial de repouso
u” = (c,0) (2.29)
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FEm relatividade restrita queremos que a expressao do momento de uma
particula seja a mesma em qualquer sistema de inércia. Define-se entao o
tetra-vector energia-momento:

p" = mut (2.30)
onde m é a massa da particula. A componente espacial é simplesmente
p = Yymv (2.31)

e a componente temporal
P’ = yme (2.32)

Definindo a energia relativista, £, como
E = ymc? (2.33)

tal que no limite nao-relativista a expressao da energia seja £ = R+ T,
com R = mc? constante (energia de repouso) e T' = mc?(y — 1) = imo? +

4 TP .
%mZ—Z + ... (energia cinética), o 4-vector energia-momento fica

E
pt= (?p) (2.34)
€ a norma
EQ
p’=— —p° =mc (2.35)

sendo esta a relacao relativista entre energia e momento. No caso de uma
particula sem massa esta expressao reduz-se a

E = |p|c (2.36)

2.3 Grupo de Lorentz

As transformacées lineares mais gerais entre dois sistemas de inércia, sdo da
forma:
!/
at — 2" = Aba¥ + o (2.37)

Para translagoes (A} = 0) a diferenga Az* nao é alterada e o intervalo (2.8)
é invariante. Pode-se assim reescrever a equagao (2.37) com a* =0

't = Aa¥ (2.38)

ou na forma matricial
' = Az (2.39)
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A equagao (2.11) fica

ds? = (dx)'n(dx) (2.40)
= (dz')Tn(dx") (2.41)
= (dx)'ATnA(dx) (2.42)
ou seja,
n=A"nA (2.43)
ou
Moo = A AT (2.44)

As matrizes reais que satisfazem (2.43) s@o as transformacoes de Lorentz.
De (2.43) conclui-se que
det(A) = £1 (2.45)

ou seja, para qualquer transformacao de Lorentz existe uma transformagcao
inversa tal que

AJA, =61y (relagdo de ortogonalidade) (2.46)

Como o produto de duas transformagoes de Lorentz é também ele uma
transformagao de Lorentz entdo o conjunto de todas as transformagoes de
Lorentz formam um grupo, o grupo de Lorentz O(3,1).

Este grupo contém um subgrupo que é isomoérfico com O(3), o grupo das
rotagoes no espaco tridimensional. Este subgrupo é o conjunto de todas as
matrizes A da forma

A(R) = ([1) 1‘;) (2.47)

onde R é uma matriz 3 x 3 que satisfaz
1=R"1R (2.48)

com 1 a matriz identidade 3 x 3.

O conjunto de todas as transformacoes de Lorentz pode ser dividido em
quatro subconjuntos dependendo do determinante ser 1 (transformagoes pré-
prias) ou —1 (transformagoes impréprias).

2.3.1 Transformacgoes préprias de Lorentz

O grupo das transformagoes préprias é um grupo continuo e pode ser obtido
através de transformagoes infinitesimais,

A= G X . (2.49)
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com ¢ infinitesimal. De (2.46) e conservando apenas os termos de primeira
ordem em € tem-se que
ADAL = (05 +eX)) (0, +€Xy)
_ v v v 2
oF = 880, + e(NJo) + Apon) + O(e)
of =0 + A+ A
AV — _\VH

(2.50)

pelo que A* é um tensor anti-simétrico, ou seja, o grupo das transformacgoes
proprias contém seis parametros independentes que correspondem a trés
rotagoes e trés boosts.

Qualquer transformacao infinitesimal pode também ser escrita em termos
dos geradores definidos por

d
Q= d—AAh:O (2.51)
tal que
AN) =T +N"Q, + ... (2.52)

A transformacao finita de um angulo A pode ser pensada como ocurrendo
em n passos, cada um deles consistindo numa rotagao de um angulo %

. P
AN = ngrfw (I + " QW> (2.53)
ou seja,
A(N) = (2.54)
com €, = —€1,,, os geradores infinitesimais.

e Rotacgoes

O subgrupo das rotagoes consiste de todos os A dados por (2.47).
Para rotacoes em torno do eixo dos xx de um angulo #; a matriz transfor-
magao é:

10 0 0
0 1 0 0
AlR) = 0 0 cosf; sinb, (2.55)
0 0 —sinf; cost
e o gerador infinitesimal
00 0 O
d 00 0 O
23 _ @4 23 _
Q= = d@lA(R1)|91:0:>Q 00 0 1 (2.56)
0 0 -1 0
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Para rotagoes em torno do eixo dos yy de um angulo 65 a matriz transfor-
magao é:

1 0 0 0
0 fy 0 —siné
AR = 07 T (2.57)
0 sinfly 0 cosfs
e o gerador infinitesimal
000 O
d 0 00 —1
31 _ @ 31 _
Q - dGQA(R2)|02=O = () 00 0 0 (258)
01 0 O

Para rotacoes em torno do eixo dos zz de um angulo A3 a matriz transfor-
magao é:

1 0 0 0
|0 cosfl3 sinfl3 0
A(Rs) = 0 —sinf3 cosfs3 0 (2.59)
0 0 0 1
e o gerador infinitesimal
0 0 00
d 0 0 10
12 _ 4 12 _
0 0 00
Definindo para as rotagoes
(6,6%,6%) = (A3, A4 M) (2.61)
e
(923,931,912) = I(Jl,JQ,Jg) (262)
temos para uma rotagao finita numa direcgdo arbitraria
A(R) = (2.63)
onde J sao geradores hermiticos que satisfazem
[Jl, JQ] = 26123J3 (2.64)

ou seja, satisfazem as mesmas relagoes de comutacao do momento angular.
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e Boosts

Os boosts podem ser pensados como "rotagoes entre as direcgoes espaciais e
de tempo”e correspondem a mudanga de coordenadas para um sistema que
viaja com velocidade constante.

Para um referencial que se move no eixo dos xx a matriz transformacao é

coshw; —sinhw; 0 0
_ | —sinhw;  coshw; 0 0
A(By) = 0 0 10 (2.65)
0 0 0 1
e o gerador infinitesimal
0 -1 0 0
d -1 0 00
0_ @ 10 _
Q - dwlA(Bl)|w1=0 = () 0 0 0 0 (266)
0 0 00
De forma similar os geradores infinitesimais Q%0 e Q30 sdo
0 0 -1 0 0 0 0 -1
20 0 0 0 O 30 _| 0 00 O
Q_—10 0 0 @7 = 0 00 O (2.67)
0 0 0 O -1 0 0 O
Definindo
(wh,w?,w?) = (A0, \02 \03) (2.68)
e
(Q1,Q%2,0%) =1 (K1, K», K3) (2.69)
temos para um boost finito numa direccao arbitraria
A(B) = e K (2.70)

Estes geradores sao anti-hermiticos pelo que, os boosts nao sao transforma-
¢Oes unitarias, e satisfazem as seguintes relagoes de comutagao

[K1, Ko] = —1€123J3 (2.71)
e com os geradores das rotagoes

[K1, J2] = 1€123K3 (2.72)
Em geral os geradores infinitesimais €, satisfazem as relagoes de comutacao

[, Qoo ] = MpSlo + Mo Qpp = Mo Qup = Mwp o (2.73)
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2.3.2 Transformacgoes impréprias de Lorentz

e Inversao no espago: 220, o —x
1 0 0 O
0 -1 0 O
A(Ig) = 00 -1 o0 (2.74)
0 0 0 -1
e Inversao no tempo: 20—, o
-1 0 0 0
0 1 0 0
A7) = 0 0 1 0 (2.75)
0 0 01

2.4 Grupo de Poincaré

O grupo de Poincaré consiste do grupo de Lorentz incluindo as translagoes no
espaco-tempo, eq.(2.37). Os geradores para translagoes infinitesimais sao os
operadores hermiticos p*, e as suas relagoes de comutaco com os operadores
hermiticos para as “rotagoes” no plano z# — x#, Q,, = -, sao

[Q,uzzapa] = Z(nuopu - mwpl/) (2'76)

e as relagoes de comutacao entre estes geradores com eles mesmos
[Pp,pv] =0 (2.77)

[, Qo] = =2 (etawyo — M0pQuo + Mo Qpr — Mo pu) (2.78)
As equagoes (2.76), (2.77),(2.78) definem a &lgebra de Poincaré.

O grupo de Poincaré contém dois invariantes ou operadores de Casimir:
C, = PP, (2.79)

7 . , . 2
que para um estado-préprio do momento tem valores préprios p? = % =
m2c?. O operador J? nao é um Casimir, visto ndo comutar com os bo-
osts. De forma a construir o segundo Casimir introduz-se o vector de Pauli-

Lubanski

. 1 -
W,=  ——=€upJ’P°
o 21 (2.80)
W,B, =0
tal que o
Cy = W, W (2.81)



Capitulo 3

Mecanica Quantica
Relativista

3.1 Equacao de Klein-Gordon

Formalmente, a transicao da mecanica classica para a mecanica quantica
pode ser feita por substituicao das quantidades cldssicas por operadores
apropriados (substitui¢oes canénicas). Em particular, a energia

0
E — i (3.1)

e o0 momento na representacao das coordenadas
p — —hV (3.2)

Na mecéanica quantica nao relativista toda a dinamica do sistema é descrita
pela equacao de onda da forma

(H-—E)V =0 (3.3)
O Hamiltoniano cldssico para uma particula livre nao-relativista de massa
m é
p?
H= = 3.4
o (34)

Pode-se assim obter a equacao de onda nao-relativista ou equacao de Sch-

rodinger para a particula livre

IEAve
2m

claramente nao covariante sob transformacoes de Lorentz.

A primeira tentativa para obter uma equacgao relativista foi a de usar o
Hamiltoniano classico relativista

0
zhaw(x,t) =— U(x,t) (3.5)

p>c? + m2ct (3.6)
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que aplicado a (3.3) leva a seguinte equagao de onda

zh%w(:v) =/ —h22V2 + m2ch(z) (3.7)

com x =zt = (ct, x).

Surge entao o problema de interpretar a raiz quadrada de um operador.
Pode-se contundo expandir em série a raiz quadrada, obtendo-se poténcias
do operador diferencial

V2 \V&
— — + ...
2m2c2  8mict

zh%¢(m) = mc? (1 > P(x) (3.8)
0 que torna a equagao assimétrica entre as coordenadas espaciais e de tempo
e o numero infinito de derivadas torna a teoria nao-localA primeira forma de
encontrar uma equacao consistente com a teoria da relatividade, evitando
o problema com a raiz quadrada no operador de energia cinética, foi a de
tomar o quadrado do Hamiltoniano (3.6)

H? = p*® + m2c (3.9)

introduzindo soluctes de energia negativa. A equacao de onda que se obtém
é entao

—h2§:2 (z) = [-R*V? + mPct] ¢ (z) (3.10)

ou ainda, ,
[h2 6((216)2 — V2 + m202] P(x) =0 (3.11)
[D + (’ZC)Q] W(x) =0 (3.12)

Esta é a chamada equacao de Klein-Gordon e contém a simetria desejada
entre espago e tempo. E facil verificar que o operador D’Alembertiano,
O = d,0", ¢ um escalar e consequentemente a funcao de onda 1 é também
ela um escalar (ndo contém spin)

W) = ¢(x) (3.13)

FEm analogia com a equacao de Schrodinger, espera-se que a corrente seja
conservada e com ela a densidade de probabilidade sob a forma de uma equa-
¢ao de continuidade, para isso multiplica-se a esquerda a equagao (3.12) pelo
complexo conjugado 1™ e subtrai-se ¥ multiplicado pelo complexo conjugado
(c.c) de (3.12)

@ |0+ (5) v v [0+ (5 |rw =0 ey
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ou

P — YW = 0u(P o) = 0 (3.15)

onde 1/)*5717!) = w*ﬁw — 1/)*8(_“1#. Tem-se entao
Ot = ;o gt =ty (3.16)
Na teoria da relatividade o 4-vector corrente é j* = (pc, 7) pelo que a den-

sidade sera

o L 5‘“) (3.17)

p:cz@at ot

Esta equacao mostra que p nao pode ser interpretada como uma densidade
de probabilidade por nao ser definida positiva.

3.2 Equacao de Dirac

Em 1928 Paul Maurice Dirac propos uma outra equagcao relativista. Como na
teoria nao-relativista a lineariedade da fungdo de onda em ordem ao tempo
permite que, conhecendo a fun¢éo de onda num certo instante, esta possa ser
determinada num qualquer instante posterior e além disso, evita a ocurréncia
de uma densidade de probabilidade negativa. Entao, Dirac propos que a
equacao de onda relativista fosse linear no tempo e que, devido a simetria
existente entre tempo e coordenadas espaciais na teoria da relatividade, esta
fosse também linear no operador momento

Hp = a - pc + fmc? (3.18)

com a = (al,a? a3) e B coeficientes adimensionais independentes de E

e p. Como o espago-tempo € isotropico e homogéneo o Hamiltoniano é
independente do tempo e das coordenadas espaciais, logo os coeficientes nao
podem depender das coordenadas espaco-tempo e comutam com 7 e p. A
equacgao de onda (3.3) fica

(E-a-pc— ﬂch) U =0 (3.19)

na representacao das coordenadas

3
2h%¢(m) = [—ZECE o'V + ﬁm02] U(x) (3.20)

i=1

De modo a ter uma teoria consistente com a teoria da relatividade a relagao
entre energia e momento para a particula livre deve prevalecer, para tal
itera-se a equacao anterior

3 2
—h2§;¢(:c) = [—zhcz a'V; + 5mc2] P(x) (3.21)

i=1
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e por comparacao com a equagao de Klein-Gordon (3.12) o segundo termo
de (3.21) deve ser tal que

3 2
(—zhcz 'V + ﬁmCQ) = h2*V? + m?ct (3.22)

i=1

expandindo o quadrado

3 3
(—th o'V + ﬁm02> (—zh Z IV + ﬁm02> (3.23)

i=1 j=1

3 3 3 3
= —h%c? Z 2 aiviajvj — ihmc® Z 2 (ﬁaivi + ﬁoajvj) + #2m2ct
i=1j=1

i=1j=1

3
—h2c? Z (a ol +ala’ ) V.V, —ihmc® Z (/8 + Ba’) Vi + 32m3ct
i=1

i,7=1

e comparando entao com o segundo termo de (3.22), verifica-se que os coe-
ficientes tém de obedecer as seguintes relacoes

alad +alat € {at,al} = 2045
@B+ Bat = {al, B} = 0 i,j=1,2,3 (3.24)
3% =

Estas relacoes de anti-comutacao definem uma algebra. E claro que os coefi-

cientes ndo podem ser ntimeros, assim Dirac propos que estes fossem matrizes
N x N e que a funcao de onda fosse uma matriz coluna com N elementos

(1
U= : (3.25)
(Y
3.2.1 Propriedades das matrizes o e J e a representagao pa-
drao
e Hermiticidade
Para que o Hamiltoniano (3.18) seja Hermitico, os coeficientes tém de ser

hermiticos

ot =of ; pl=p (3.26)

que juntamente com a? = 1 e 2 = 1 implica que tenham valores-préprios
reais e iguais a +1
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e Traco Nulo

Das relagoes de anticomutagao e da propriedade Tr(AB) = Tr(BA), pode-
se concluir que tém trago nulo

alf=-Ba = o =-pap
Tr(at) = =Tr(Ba'f) = =Tr(a'B?) = =Tr(a?)
Tr(a') =0 (3.27)

de forma semelhante
Tr(B) =0 (3.28)

e Dimensao (N) par

Para que as matrizes tenham o trago nulo o nimero de valores proprios +1
e -1 tem de ser igual, ou seja N deve ser par

det(a'B) = det(—Ba’)
= det(a?)det(B) = det(—1)det(3)det(a’) = (—1)Ndet(a?)det ()
= N =par
e N>4

Para N = 2 existem no maximo trés matrizes linearmente independentes e
que anticomutam: por exemplo as matrizes de Pauli

ol = ((1) (1)) o2 = ((3 BZ) o3 = ((1) _01> (3.29)

que juntamente com a matriz identidade formam uma base no espacgo de
matrizes hermiticas 2 x 2, nao podendo portanto haver uma matriz 3 em
duas dimensoes. Deve-se portanto ter N = 4 como a menor dimensao onde
se realiza (3.24)

e Representacao de Dirac

Em 4 dimensodes (3.24) pode ser satisfeita, se

aiz(fi %) 5:(3 _01) (3.30)

onde 1 é a matriz identidade 2 x 2. Esta representacao padrao foi introduzida
por Dirac.
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3.2.2 Probabilidade e Corrente

Umas das razoes que levou Dirac a "sua’equacao foi a seguinte: se se quer
prevenir a ocurréncia de uma densidade de probabilidade negativa, tem de
se evitar derivadas em ordem ao tempo na expressao para p, ou seja, a
equacao de onda tem de ser de primeira ordem na derivada em ordem ao
tempo. As expressoes para a densidade de probabilidade e o vector corrente
sao deduzidas multiplicando a equacao de Dirac (3.20) por ' & esquerda

0
P [matu;] = ¢ [~ilica - V + pmc?| (3.31)
e subtraindo a equacao hermitica conjugada multiplicada por ¥ a direita.
¥ [—zh;w] = ¢ [tica’ - V + gTme?| ¢ (3.32)

Tendo em conta a hermiticidade de ac e § e [ai, Vi] = [B3,Vi] = 0 tem-se
que

0
i (1) + V- (¢Tearp) = 0 (3.33)
que comparando com a equacao de continuidade
0
éuj“za—f+v-j=0 (3.34)
da
(1
p=ulo = (r w5 ul) | 2| = P el el el (3.35)
(on
que é claramente definida positiva e
j = ican (3.36)

tendo « caracteristicas de velocidadel

3.2.3 Momento angular e spin

Na mecénica quantica nao-relativista o operador momento angular comuta
com o Hamiltoniano de particula livre. Para o caso relativista o comutador
entre o momento angular e o Hamiltoniano é

[Hp, Li] = (ca- p + fmc?®) Ly — Li(ca - p + fmc?) (3.37)

de facto na dinamica Hamiltoniana a velocidade generalizada é dada por v; = ;5 =
i

ca’
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como (3 comuta com L o comutador fica

[cajpj, L] = cauypj€rin®iPn — CekinT1Pnct;p;
= (—1h)*cepin {02100 — 110,050,
= (—zh)chklnaj {010, — 10j0n}
= (—zh)zceklnaj [05,21] On
= (—1h)2cexina;Ondi
= —1hcegjn0pn
= —he(a A )i
ou seja

[Hp, L] = —ihc(a A p) (3.38)

que é diferente de zero, pelo que o Momento Angular nao é uma quantidade
conservada para uma particula livre relativista. O quadrado do momento
angular L? também néo comuta com o Hamiltoniano livre de Dirac

[Hp, L?] = [ea;p;, Li]
= |ca;pj, Li| Lk + Ly [coypj, Li|
= —thcegjnoj (PnLly + Lipn)
= —ihcejnkoi{pn, L}

(3.39)

Na mecanica quantica o operador de Spin é dado pela matrizes de Pauli

S = ga', o analogo relativista sera uma matriz 4 x 4, define-se entao

S = gz (3.40)

onde na representagao de Dirac

> = (‘g 3) (3.41)

O comutador entre o Hamiltoniano e o operador de Spin é

[HDa Sk‘] = |:(CCX P + ﬂmc2), sz]

h
=5 {aipiZi — Zroupi} (3.42)
h
= 5P {aiXy — Xpai}
agora
0 0,0
;Y — Spoy = <[J‘ o] [ 0 ’f]> (3.43)
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[0, 0k] = 21eim100 (3.44)
(3.42) fica
[Hp,Sk] = Cgeiklalpi
= nglﬁklialpi (349)
= the (o A p)y,
ou seja,
[Hp, S| = the(a A p) (3.46)

o operador de spin nao comuta com o Hamilotniano, mas o quadrado do
operador de spin S? = %hQ 14 comuta.
O operador momento angular total J

J=L+S (3.47)
que comuta com o Hamiltoniano

|Hp,J| = [Hp, L + S|

[Hp, L]+ [Hp,S] =0

= —he(a A p) + 1he(a A p)
=0

(3.48)

é uma quantidade conservada para uma particula livre relativista de Spin %

3.2.4 Matrizes v e a Forma Covariante da Equacgao de Dirac

Convém encontrar uma forma (forma covariante) da equagao de Dirac onde
tempo e espago sao tratados de maneira semelhante. Multiplicando a equa-
¢ao (3.20) por % e tendo em conta que 32 =1

: (56&) + fa- v) v(@) = () (3.49)

Define-se entao as Matrizes

,.YO d:ef /8 ) ’Yz d:ef ﬁai ) ,.y,LL dZEf (70’7) (350)

na repsentacao de Dirac

70;((1) _01> ’yi=<_00,i ‘6) (3.51)
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Com estas definicdes v° é Hermitico, com (70)2 = 1, e 7' anti-Hermitico,
ie., (q/i)T = —+%, com (yi)2 = —1 tal que em termos das matrizes vy as
relagoes de comutagao (3.24) escrevem-se

VA A E (Y = 2 v =0,1,2,3 (3.52)

Substituindo as matrizes em (3.20) tem-se a forma covariante da equagao de
Dirac

" dule) = S (@) (3.53)
ou ainda me
[7, - ?] b(x) =0 (3.54)

onde se introduziu a notagao, devida a Feynman

=40, =7 +~-V (3.55)

3.3 Covariancia da Equacao de Dirac

Considere-se a equagao de Dirac em dois referenciais de inércia que se movem
com velocidade constante um relativamente ao outro. Um observador mede
a funcao de onda ¢’ (2') enquanto que o outro mede a funcao de onda ¥ (z). O
principio da relatividade diz que ambas as fungoes de onda estao relacionadas
através de uma transformacao tal que o estado fisico descrito por estas é o
mesmo e que, a forma das equagoes fisicas deve ser a mesma em ambos os

referenciais me
[wﬂaﬂ - 7] () =0 (3.56)
[w'“a; - %] W) =0 (3.57)

3.3.1 Transformacgoes de equivaléncia

Adicionalmente as matrizes 4'* tém de satisfazer as relacoes de anti-comutacao
(3.52) para que os observadores nao consigam destinguir os seus sistemas de
inércia. Assim

')/M'YIV + ,yn/,y/u — 277/uz (358)

AT = A0 it o i 2123 (3.59)

De facto pode-se demostrar? que se as relacdes anteriores sdo satisfeitas entdo
as matrizes v e 7" estao relacionadas por uma transformacao unitdria

yr=Utwy ,  Ul=U"! (3.60)

3teorema fundamental de Pauli
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A uma transformagao deste tipo chama-se transformagao de equivaléncia ou
semelhanca e nao altera a fisica. Podemos assim, passar toda a transfor-
magcao para a funcao de onda e usar a mesma representacao em todos os
referenciais de inércia.

3.3.2 Transformacgoes de Lorentz da fungao de onda

A transformacao entre ¢'(z') e 1(z) deve ser linear, porque tanto a equacao
de Dirac como as transformacoes de Lorentz sdo lineares nas coordenadas
espaco-tempo. Assim esta deve ter a forma

V(@) =Y/ (Az) = S(A)y(x) (3.61)
com

't = Az (3.62)

‘ o a9

_ _ —1\v

ox'm  Ox'M ozv (A)ud (363)

Substituindo (3.61) e (3.63) em (3.57)
(A D50, = 55) S(A)() = 0 (3.64)

multiplicando & esquerda por S~'(A) e como S(A) comuta com a derivada
(ndo depende de z) e com A}, (sdo apenas ntimeros), (3.64) fica

(57 (AT, — ZESTHAIS(N) ¥@) =0 (3.65)
comparando com (3.56)

STHAS(A) (AT =" (3.66)

STHANMS(A) = ALy (3.67)

As equagbes acima sdo as relagoes fundamentais que permitem obter S e
encontrado S estd provada a covariancia da equacgao de Dirac. Estas relagoes
sao vélidas tanto para transformagoes de Lorentz discretas como continuas,
visto que a dedugao acima nao depende do det(A) = +1.

Em geral, uma fungao de onda que se transforma de acordo com (3.61) e
(3.67) sao spinores de Lorentz de quatro componentes ou bispinores.

De forma a construir a forma de S para uma dada transformacao de Lo-
rentz, pode-se comecar por considerar transformacoes infinitesimais ,visto
que a transformagao finita pode ser obtida por exponenciacao. Entao ex-
pandindo o operador S em poténcias de € até primeira ordem:

S(1+eX)=1+¢T (3.68)
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STH1+eN)=1—¢T (3.69)
Substituindo na rela¢ao fundamental (3.67)
STINES = (I — eT)y*(I + €T)
STINRS = Al 4 e(WHT — TA*) = APy (3.70)
usando a relagao (2.49) tem-se
Y+ e(YWT — TH*) = 4* + edby” (3.71)
ou seja,
YT — THH = Noy” (3.72)
A solucao desta equagao é
T= 1/\“”
=N O = ) (3.73)
e (3.68) fica
€
S=1+ g)\’“’(’yﬂ'yy — M Yu) F o (3.74)
Para a transformacéao finita
i A " 2 (=¥
§= T |1 T (g = ) | = eT8 e (3.75)
Com S o operador transformagao e T' o gerador. Definindo
1
Opuv = 27[’7#7’71/] (3.76)
S fica
S = e o (3.77)

¢ Rotagoes

Para rotacoes definiu-se 8 = (61,02,03) = (Aa3, A31, A12). Os geradores T’

sao entao:
91 =4 T(Rl) =
92 = T(RQ) =
03 = T(R3)=

1 _ 1 vt (o 0
5278 = ToMas =g (0 01) (3.78)
1 1 vt foa 0
QBN = Tjasm =g (O 02> (3.79)
1 1 1 (03 0
QN2 = Toaer =g (O U3> (3.80)
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Para rotacoes finitas

usando (1.113)

pode-se escrever, desenvolvendo (3.81) em série

onde @ é o versor na direccao da rotacao.
e Boosts de Lorentz

Para os boosts definiu-se w = (w1, w2, ws) = (Ao1, A2, Ao3) tal que

onde V é a velocidade relativa dos dois referenciais.
Os geradores T sao entao:

w1

w2

w3

Para transformagao finita

usando

pelo que se tem

S = coshg — .« sinh%

e Inversao no Espago, Operador Paridade P

A inversao no espago é dada pela matriz transformacao (2.74)

(0.).(0.5) = 0.0

0 ~ .0
Sr = cosi +20.Esm§

=4 T(Ll) =

(w.a)=ww

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)



Seja P o operador que transforma os spinores tal que, PT/)(Z’) = (—x) e que
satisfaz (3.67)
P=HAP(A) = Ajy”

= Ny’ (3.92)
Das relagoes (3.58) vé-se facilmente que (3.92) é satisfeita para

P=X"=)\3 (3.93)

com )\ uma constante arbitraria tal que |A|?> = A*\ = 1. Assim de (3.93) tem-
se que as duas primeiras componentes do bispinore tém paridade intrinseca
oposta em relacao a terceira e quarta componente.

3.3.3 Covariantes Bilineares

Estando definida a matriz S é de esperar que 1) seja um escalar
YTy = (S9)Tsy = w1sTsy (3.94)

ou seja, 111 é um escalar se a matriz transformacao S for unitaria, STS = 1.
Verifica-se que Sk é unitdria enquanto que Sy, nao o é. E contudo possivel
demonstrar que

S7h = 405740 (3.95)

tanto para Sp como para Sy e com esta relagdo mostrar que a corrente é
um 4-vector. Para isso escreve-se (3.35) e (3.36) da seguinte forma

3*(x) = T (2)y "y (x) (3.96)

i = /T2y 4y (2')
= eyl (2) ST 4" S ()

(3.97)
= el (2)7°7°5™ 1Sy ()
= e (@)1 571" Sy ()
Aplicando (3.67) & equagao anterior tem-se
G = ABGY (3.98)

ou seja, j* comporta-se como um 4-vector. Convém escrever (3.97) como

() S~ 4" Sy (x) (3.99)

G
onde v é o adjunto de Dirac

P =Yg =hy0 (3.100)

44



(3.94) mostra que p sendo a componente temporal de um 4-vector, ndo é um
escalar!
Pode-se contudo definir o produto de Dirac como

D(@)p(z) = o1 (@) (@) = [ + [l — [9s]* — [¢a]® (3.101)

que é um invariante relativista

(@) () = 1 (2)7 ¢ (z)
= 91(2)8™ S9(2)
=y (@)7"¥ ()
= P()y(x)

(3.102)

onde se usou a relacdo ST7°S = 49, O producto de Dirac é também invari-
ante perante a transformacao de inversao no espaco, pelo que é um escalar.
Podem-se definir outras quantidades covariantes em termos de combinagoes
bilineares das fun¢oes de onda de Dirac. Para construir um pseudo-escalar
define-se a matriz

v’ =1y (3.103)
tendo em conta as relagdes de anti-comutagao pode-se escrever (3.103) de

uma forma mais geral

¢ o
75 = @GWWV“WVVPV (3104)

que na representacao de Dirac tem a forma

0 010
s (o001
=11 0 0 0 (3.105)
01 0 O
Da definicao resultam as propriedades importantes
{7} =0 (3.106)
(v")? =1 (3.107)
O covariante bilinear ¥(x)y5t(x) é um invariante de Lorentz
(P@)s(x)) = ¢ (@) (x) = T ()07 (z)
= T (2)ST~2~5 8
PH(@) Sy S(x) (3.108)
= P1(@)7"7°5" 57 Sy(x)

= P(2)S™ 1y SY(x)
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agora

SIS = G (S79S) (S7197S) (S71478) (S7117S)

= %ful’po (AGY™) (AM’Yﬁ ) (Aiv*) (Aﬁ;fy‘;)

eul/pO'A AﬁAp Aafya’yﬂfy)\fyg

~
B

(3.109)

== Sdet(Neams™y "y

det(A)~°

como para transformagoes préprias de Lorentz det(A) =

+1 e para a trans-

formagao de inversao no espago det(A) = —1, ou seja, o mesmo é dizer

que na equagdo (3.109) [+°, 5]
transforma como um pseudo-escalar.

e {75,P} = 0, pelo que ¥ (z)S™1v° S (x) se

De facto, tal como qualquer matriz complexa 2 x 2 se pode exprimir em ter-
mos de 4 matrizes linearmente independentes também qualquer matriz 4 x 4
se pode exprimir em termos de 16 matrizes 4 x 4 linearmente independentes...

Y11) = escalar

1) = pseudo-escalar
YyHah = vector

YyHy51p = pseudo-vector

ot = tensor anti-simétrico

(1 componente

(1 componente
(3.110)

)
)
(4 componentes)
(4 componentes)

)

(6 componentes

Por vezes é necessério calcular tragos e contragoes de matrizes . Algumas

propriedades das matrizes sao:

Loyt =4

2. I = =29

3. Pt = AP
oyt = =2y
5.

6. Tr(l) =

7. Tr(yH~Y) = 4nv

8. Tr(yuy" v ") = 4n"*

9. Tr(vuy"v"y7) = 4n"'n*

de um nimero par de matrizes.
Tr(y°y#) = Tr(y°y#9"+*) = 0.
numero par de matrizes tem-se
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O trago do producto de um nimero impar de matrizes v é zero

— nHPyY? 4 ntonYP) Como v° é o produto

tem-se devido a propriedade 5 que
Quando +° é multiplicado por um



10. Tr(v°) =0
11. Tr(y5y#4¥) =0

12. Tr(ySyPyYyPyo) = dietvro

3.4 Solucgoes da equacao de Dirac

3.4.1 Particula em Repouso

Considere-se a equacao de Dirac para uma particula em repouso (referencial
préprio), isto é p = 0 ou Viy(x) = 0, a funcdo de onda nao depende das
coordenadas espaciais

0 0 me _
[z'y 3t _h] P(t) =0 (3.111)
ou 5 )
mc
@alb(t) = ﬂ?iﬁ(t) (3.112)
explicitamente
Y1 (t) , (L0 00 Y1 (t)
o [ty me2 [0 1 0 0 ||
ot (] {00 -1 o flwe] G
Ya(t) 00 0 -1/ \val(?)
As 4 solugoes independentes escrevem-se
D) = w1 (0)e 5 5 () = wa(0)e (3.114)
Ds(t) = ws ()5 s ha(t) = wa(0)erE ! (3.115)
Ccom
1 0
w1 (0) = 8 ; wy(0) = [1) (3.116)
0 0
0 0
w3(0) = (1) C wl(0) = 8 (3.117)
0 1

ignorando por agora as constantes de integracdo. Aplicando o operador
energia 1ho; é imediato ver que existem solugoes de energia positiva para
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e 19 e solucoes de energia negativa para 13 e 14. Pode-se entao dividir as
solucoes em duas solugoes distintas

s = (50)  ww - (1) (3.118)

Como p = 0 o operador J reduz-se ao operador de spin X3. aplicando-o as
quatro solugbes independentes (3.116) e (3.117), facilmente se verifica que
este tem valores proprios +1 para 1 e 13 e —1 para 9 e 4. Define-se
assim as seguintes matrizes coluna

w=(g). wo-(}). wo-(3). wo-(7) e

com u(0) spinores para uma particula em repouso de energia positiva e v(0)
para energias negativas. Estes spinores constituem a base de vectores na
qual se expande um spinor geral de Dirac 4 x 1.

3.4.2 Particula Livre

Para uma particula livre os estados quanticos tém energia e momento bem
definidos e sao descritos por solugoes de ondas planas. Por outro lado nas
relagoes (3.114) e (3.115) reconhece-se o argumento mec? como o producto
escalar p,x# calculado no referencial préprio da particula. Assim as solugoes
devem ser do tipo

b(x) = w(p)e wPe" (3.120)

substituindo em (3.54) tem-se

(V'pu —me)w(p) =0 (3.121)

que é a equacao de Dirac no espago dos momenta. Esta equagao é puramente
algébrica, ndo contém derivadas. Agora

“p=0p0—p=§1 ) (" ©
TPu =7 7P=\0 -1 o 0

()
po -Z

(f -me —p-o ) (u(p)> _0 (3.123)

v(p)

(3.122)

e (3.121) fica

u(p) = 2T v(p) e v(p) = e u(p) (3.124)
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Agora

0 1 0 — 1 0
Pro=pe{y o) TP, o)TP\o 1

(3.125)
_ ( 2 Pz — Zpy)
Pz + 1Dy —Pz
e as quatro solugoes independentes sao:
1
1 - 0
se ur = entdo wi(p) =N | ep. (3.126)
E+mc2
P+
E+mc?
0
0 - 1
se uz = | entdao wa(p) =N | cp_ (3.127)
E+mc2
—Cpz
E+mc?
para solucoes de energia positiva, F = v/m?2ct + p2c?, e
cp:
E—mc?
1 5 LJrQ
se v = (0) entdo ws(p) =N E—fw (3.128)
0
cp—
E—mc?
0 B 7sz2
se v =y entdao wy(p) = N E—énc (3.129)
1
para solucoes de energia negativa, £ = —q/m2ct + p2c2, onde
Py = Dz + 1Dy (3.130)
e
D— = Dz — 1Dy (3.131)

3.4.3 Propriedades dos spinores

e Normalizagao e relagoes de ortogonalidade

E conveniente normalizar os spinores tal que a relacao de ortogonalidade
seja

E
w! (p)wy (p) = 2|C|5rw (3.132)
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assim, por exemplo

1
0
2 - -
wiwr =N (1 0 g5 25) | o
E+mc?
P+
E+mc?
2 2 .2
2 o PitDy
=N%?{1+0
{ +0+c (E + mc?)? e (E + mc?)?
2
— N2 1 2 D
{ T (E + mc2)2} (3.133)
_ N2 (E 4+ mc?)? + p? '
B (E + mc?)?
2 (m2c* + *p?) + 2Em? + E?
- (E 4+ mc?)?
N22E(mc + E)  2|E|
(E+mc2)2 ¢
B 2
= N = LA me E>0
c
para solucoes de energia negativa
cps
E‘fpmc2
P+
’w;w?, = N2 (EEI::LC2 Ef;w2 1 0) Eiincz
0
2 .2
9 Pz tDy
{ (5 ch —i—c(E mc?)? +14+0
=N?{1
{ e (&~ m02)2} (3.134)
_ N2 (|E| + mc?)? + c2p? '
B (|E| + m02)2
_ A2 (m2c* + *p?) + 2|E|m? + |E|?
B (|E| + mc?)?
_ N2 2El(me® + |E]) _ 2|E]
(|E| +mc?)? c

E 2
LN g BlEmeE
C

50



e Equacao adjunta de Dirac

A normalizagado anterior torna a normalizacao em termos do spinore adjunto
muito simples, visto que

Ew(p) = (ca-p+ ﬂch) w(p) (3.135)

Ewl(p) = w(p)T (ca-p+ Bmc?) (3.136)

multiplicando (3.135) por w'(p)B & esquerda, (3.136) por fw(p) & direita e
somando, obtém-se

2Ew1 (p)fw(p) = 2mc*e (p)w(p) (3.137)
ou seja,
f _omell;
Gr(p)wr (p) = 2me—"0,ps (3.138)
que é um invariante relativista, com Bl — ¢, e
) E r
+1 r=1,2
= 3.139
o {_1 T (3.139)

A equagao adjunta de Dirac é obtida multiplicando (3.136) por 3 & direita
w(p) (Ypu —me) =0 (3.140)
e tem a forma covariante.
¢ Relacao de completude

Devido as relacoes de ortonormalizagao anteriores, a relagao de completude
para os spinores de Dirac escreve-se

4
Z erw,(p) ® wy(p) = 2mely (3.141)

r=1

e Helicidade

Os spinores de Dirac nao sao estados préprios do operador S, (excepto nos

casos p = p, e p = 0), visto que nao comuta com o Hamiltoniano. Por

outro lado a equacao (3.123) mostra que para cada momento p existem

duas solugoes distintas, esta degenerescéncia mostra que tem de haver um

outro observavel que comuta com H e p tal que os seus valores proprios

distinguem estes estados. Define-se assim o operador Helicidade
. _S-p hE-p

h(p) = o 2 (3.142)
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e fisicamente corresponde ao spin da particula paralelo a direccao do mo-
vimento. E entao possivel encontrar estados préoprios do Hamiltoniano que
sejam estados proprios do operador helicidade, tal que para um dado 4-
momento existem 4 solugoes linearmente independentes caracterizadas por
cpo = +|E(p)| e h(p) = 2. Explicitamente os estados préprios sio dados
pela equacao de valores préprios:

o -nu(p) = tu(p) (3.143)

o -nv(p) = v(p) (3.144)

B

onde n é o versor na direc¢ao do movimento, n =

Para o valor-préprio A = 1 a equagao (3.143) fica

(nl Tznz m_—nzm) (Z) - (Z) (3.145)

uma solugao deste sistema é:

se a=mn3+1 entdo b=mng+ g (3.146)

Normalizando tal que uiul =1 fica

= ( 3+ 1 ) (3.147)

2(n3 + 1) \n1 + 2
e
ng + 1
1 |E| 4+ mc? ny + g
1(p) h(n?, T 1) c dpl ns + 1 ( )
Exme® \ ny +ang

De forma semelhante para os outros spinores.
e Limite nao-relativista

Inserindo (3.118) em (3.20) obtém-se o sistema de equagoes acopladas

chpTgx) :_wo—.vx(xwr%i«p(w) (3.149)
RN e

No limite nao-relativista E — mc? « mc? e pode-se fazer a substituicao

(p(l‘)) —Lmc?t (900('%))

=¢ & 3.150
(0 xol) (3450)
onde ¢o(x) e xo(z) variam devagar com o tempo. Substituindo (3.150) em
(3.149) tem-se

1295 = —ico - Vigo(z) — 27 xo ()
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Visto que xo(z) varia devagar com o tempo pode-se resolver aproximada-
mente a segunda equacao de (3.151) tal que

7Y o) <« 90(z) (3.152)

pelo que se denominam ¢ e y as grandes e pequenas componentes respectiva-
mente. Agora substituindo (3.151) na primeira equagao de (3.151) e multi-
plicando ambos os lados por £ obtém-se a equagao de Schrodinger (3.5). Ou
seja no limite nao-relativista as grandes componentes obedecem a equagao
de Schrodinger enquanto que as pequenas componentes sao desprezadas, o
que faz com que as solugoes de energia negativa nao aparecam na mecanica
quantica nao-relativista.

3.4.4 Paradoxo de Klein

Considere-se a dispersao de uma particula livre de Dirac de energia F e
momento p, por uma barreira de potencial infinita tal que

0 2 <0
Viz) = ’ 3.153
() {V , z2z>0 ( )

Para z < 0 a funcado de onda incidente escreve-se
Yr(x) = wrem# P2 (3.154)

e obedece a equacao de Dirac

E
( —asp — ﬂmc) wr=0 (3.155)
c
Na presenca do potencial, z > 0, a energia da particula é F—V e o momento,
p’ tal que
E-V\°
p?= ( ) — m?c? (3.156)
c
As funcées de onda reflectida e transmistida sao
Yr(z) = wre FEHHP?) (3.157)
Yr(z) = wre#(C=P2) (3.158)
e obedecem as equagoes
E
( Casp— 5mc> wr =0 (3.159)
c
E-V
( —aszp’ — ﬂmc) wr =0 (3.160)
c
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Em z = 0 a continuidade da funcao de onda requer que
Wi +WR = wr (3.161)

somando (3.155) e (3.159) tem-se

(f - ﬁmc) (wr +wr) = a3p(wr — wr) (3.162)

e substituindo (3.161) em (3.160)

E V
(c - ﬂmc) (wr +wg) = (c - agp') (wr + wr) (3.163)
dividindo as duas ultimas equacoes
14 '
o Tasp (wr + wgr) = asp(wr — wg) (3.164)
ou seja
v v
AL —csto-ibor = { st ) fon (3.165)

Multiplicando por (% —as(p+ p'))

— {‘C/ — ag(p—p')} {‘C/ — a3(P+P')}wI = {(Z)Q - (P+p')2}wR

(3.166)
expandindo e usando a relagao (2.35) e (3.156), (3.166) fica
2V (—£ +
WR = VC g e + as) wr = rwy (3.167)
(5) = (+p)?
analogamente para a amplitude adjunta
wh = rw! (3.168)
isto é
2
2¥ E ?
whwp = ( e 2) w! (- + agp) wr (3.169)
(5) —@+p) ¢

agora, multiplicando a equagao (3.155) por w}a a esquerda e a sua adjunta

por aw;y A direita e somando obtém-se?

w;aguq = %w}wl (3.170)

4ver mecanica dos spinores, valor médio do observavel velocidade, momento
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onde se usaram as relacées de anticomutacao entre o e . Usando a relagao
anterior em (3.169) tem-se que

2
2Y E? 2F
wLwR = ( 2 = 2) {(2 —I—p2> w}wl — pw}agwj}
(€)= +p) ¢ ¢
v 2
2 2
(¥) —+p)?) L€

C

( 2Vm )QWTW
Y —p+p)2) ! !

(3.171)
O coeficiente de reflexao, R, é entao
! 2V ’
WRWR m
R = 1? = < 3 /2> (3.172)
wiwr (%) —(+p)

Para F fixo, quando V aumenta de 0 até E — mc?, R aumenta de 0 até
1, i.e., a particula transmitida tem p’ = 0 e é totalmente reflectida.

Quando V continua a aumentar de E — mc? até E + mc?, tem-se da
equacao (3.156) que p’ é imagindrio puro. Assim,

p =1hq (3.173)
com q real para E —mc? <V < E +mc?. A onda transmitida é agora
Yr = wre T (3.174)

Assim substituindo p’ por 2hig na equacao (3.167) e p’ por —ihig na equagao
(3.168), o coeficiente de reflexao, R, fica

(2V)*(E? — ¢*pp)

R = 3.175
(V4 + Pl [V - e 1)
Da relagao (3.156) pode-se ver que
E? —2EV + V2% =cp? + m2!
P’ +m?ct — 2BV + V% = 2p? + mc! (3.176)
(V £ pc)® F2epV — 2EV = ?p”? '
(V £ pe)® + 2h2¢? = 2V (E + pe)
que substituindo em (3.168) d4
R=1 (3.177)



Para V > E + mc? a equacdo (3.156) mostra que p’? > 0, ou seja, R é
dado por (3.152). Contudo verifica-se que para V > E + mc?, E —V na
relacdo (3.156) é negativo e assim a particula tem energia negativa:

E—-V =—/p?2+m2c* <0 (3.178)
Concluindo:

e para z < 0, V = 0 e o espectro para energias positivas comeca em
E = mc? enquanto que para energias negativas F < —mc?

e Para z > 0, o espectro de energia sofre um aumento de V(> 0) e trés
possiveis situagoes ocorrem:

1. Quando V < E — mc? existe transmissdo através da transicdo para
solucoes de energia positiva na regiao z > 0

/

mc 2

V,+mc 2

-mc?

Figura 3.1: Vo < E —mc?

o6



2. Quando E—mc? <V < E+mc?, a onda incidente de energia E(> 0) é
completamente reflectida pela barreira de potencial V', visto que, para
z > 0, F situa-se entre os espectros de energia positiva e negativa

/

Vy+mce 2

Vo

—mc?

Figura 3.2: £ — me? < Vo < E + mc?

3. Para V > E+4mc? a transmissdo é possivel por transicio para solucdes
de energia negativa

/

Vy—mc 2

—-mc?

/

Figura 3.3: Vo =2 F + me?

Assim para V > E +mc? a particula de Dirac de energia positiva E penetra
na barreira transitando para um estado de energia negativa. Quando V é
infinitamente grande tem-se da equagao (3.172) que
E —pc
lim R = P
V400 E +pc

(3.179)
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3.4.5 A Teoria dos "Buracos”de Dirac

A equacao de Dirac admite solugoes de energia negativa e na presenca de
campos externos admite também a possibilidade de transicoes entre estados
de energia positiva e negativa, tal como mostra o paradoxo de Klein. A exis-
téncia de uma probabilidade finita e de um continuo de estados negativos
implica que os estados de energia positiva deveriam fazer para esses rapidas
e sucessivas transicoes radiativas, catastrofe radiativa, e assim os atomos
nao seriam estaveis.

Em 1930, Dirac forneceu um primeiro tratamento consistente das solugoes
de energia negativa. Dirac hipotetizou o vdcuo como consistindo de todos os
niveis de energia negativa completamente ocupados, mar de Dirac, e todos
os niveis de energia positiva desocupados. De acordo com o principio de ex-
clusao de Pauli, cada estado de energia negativa contém duas particulas de
Dirac, nao podendo existir transicoes para estados de energia negativa, visto
estes estarem todos ocupados. Desta forma Dirac solucionou o problema da
catastrofe radiativa.

Uma particula do mar de Dirac pode contudo absorver radiacdo. Se a ener-
gia de radiacdo absorvida for maior que 2mc? a particula é entdao excitada
para um nivel de energia positiva, deixando uma buraco. Esta buraco é
interpretada como uma particula de energia positiva, visto que para vol-
tar a preencher a buraco é necessario uma particula de energia negativa e
momento oposto. A particula associada & buraco contém a mesma massa
que a particula excitada e na presenga de um campo electromagnético esta
contém carga oposta (anti-particulas). No caso do electrao a anti-particula
é o positrao e foi descoberto experimentalmente por Anderson em 1933.

o8



Capitulo 4

Potencial Central

4.1 Operador Runge-Lenz

Para um sistema onde existe um potencial central o Hamiltoniano tem a
forma geral

H=ca-p+ Bmc* +V(r) (4.1)
Provou-se na seccao 3.2.3 que o Hamiltoniano livre de Dirac nao comuta
com o operador momento angular nem com o operador de spin, comutando
com o momento angular total J. Como V (r) tem simetria esférica, este é
invariante perante rotacoes do sistema e comuta com J. Ou seja, o operador
momento angular total comuta com o Hamiltoniano (4.1)

[j, H] —0 (4.2)
e J é uma quantidade conservada. Das relacoes (1.133), (3.40) e do facto
que X2 = 31, tem-se que

JP=L*+5*+2L-S
h2
4
3

=L2+Zh2++hL-2

=L+ Y2 4+hL-X (4.3)

agora

(L-z:)2=<(’:"")2 v ) (4.4)

4.5
=L?>—ho L (4:5)

onde se usou a relagao (1.113) e o facto de L A L = thL. Assim (4.3) pode
ser escrito como ) )
h >-L
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2
o que implica que (1 + %) , as nao necessariamente 1+ % é uma cons-

tante do movimento. Contudo pode-se mostrar que o operador hermitico de
Runge-Lenz ou operador K — Dirac definido por

Kp=hg (1 + EhL) (4.7)

e que é o andlogo relativista de (1.139) comuta com o Hamiltoniano livre de
Dirac, com V(r) e com J:

[KD,FID] = [Kp,ca-p+ﬁm02] (4.8)
Como Kp comuta com 3 o comutador fica
|0, fip| = [2 - L.ca- p] + [, ca p] (4.9)

e como « e [ anticomutam

[KD,ﬁD] =0B{X-L,ca-p}+ 2hcfa-p (4.10)
Agora
Y.-La-p=~°c-Lo-
b= P (4.11)
=7"[L-p+10 (L A p)]
Da mesma forma
a-pX-L=~% -po-L
b 1o (4.12)
=7’ (- L+w(pnL))
como L -p =p-L =0 o anticomutador em (4.10) fica
B{X-L,ca-p} =wcfy’c (LAp+pnL) (4.13)
pode-se mostrar que
(L Ap)y = ((r Ap) Ap),
= elmn(ﬁijkwjpk)mpn
= €lmn€mjkTjPkPn (414)
= —Emin€mjikL;iPkPn
= —{01;0nk — O1k0n; } 2 PKDn
= —zip;, + TP
ou seja
LAap=—rp*+(r-p)p (4.15)
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e que
(pAL)=(pn(rap),

= sznpm(ﬁijkl’jpk)n

= EnlmEnjkPmT;Pk

= {010mk — 01kOm; }PmT Dk (4.16)

= PkTIPk — DjT;iPI

= (=1hdk1 + TPk )PK — PjTPI

= —ihpy + TP}, — Pz
ou seja

pAL=rp’— (p-r)p—ihip (4.17)

e (4.13) fica

B{S - L,ca-p} =1cBy°c (—rp* + (r-p)p + rp*> — (p-7)p — 1hp)
1By ([r,p] p — 1hp)

. (4.18)
= 1cf7y°0 (3uhp — 1hp)
= —2chBy50 - p
entdo para o comutador (4.8) tem-se que
[KD, fID] = —2¢hBy%0 - p + 2cBa - p
= —2chfy’o - p +2¢By°0 - p (4.19)

=0
Como Kp comuta com qualquer funcao de r, entao comuta com o hamil-

toniano (4.1). O operador Runge-Lenz também comuta com o momento
angular total J

[KD,j] - [ﬂ(g-LM),iﬂjg]
2] (4.20)

=
™
™~
&
_I_
=
™
™~

b

M
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A h
[KD, J] = BloiLilj — LjoiLi} + 56 {0iLio; — ojoiLi}
h
= Poi{LiL; — LjLi} + 56 {oio; — 0joi} Li
h
= Bo; [Li, Lj] + 50 03, 4] Li

h
= zhﬁeijkaiLk + §ﬂ2wijk0k[/i

= —ZhﬁEﬂkUiLk + ZﬂéjkiUkLi
= —hf (o A L)+ 1h3 (o A L)
=0

2
De acordo com (4.6) e (4.7), K% = h? (1 + %) =J? + (g)2 tal que os
valores préprios k2 Eie K2 sao h%j(j + 1) + %2 =W (j+ %)2, ou seja, 08
valores préprios de Kp sao k = +h (j + %), e os valores absolutos de |k| sao
inteiros positivos. Pode-se ainda verificar que como Klz) =L’ +h+h2-L,

ou ainda
L? = K} — hBKp (4.21)

a relacdo entre os valors préprios de L? e K2 é k(k +1) = (I +1).

4.1.1 A funcao de onda bispinorial

Na secgao (1.8) viu-se que a fungao de onda de uma particula com momento
angular [ e spin s = % é proporcional aos harmonicos esféricos spinorias
Xtkm; = Yz 1 jm; A generalizagao relativista consiste em incluir um grau
de liberdade extra associado as componentes de energia negativa dos bispi-
nores

i) = () (4.22)

Pjm;

Para um estado de momento angular total j existem duas solugoes possiveis
correspondentes aos estados com [ = j — % el' =7+ % Assim a solugao
geral serd combinacao linear destas duas solugoes

) r) = gij (T)Yijmj (Qa @) + g '(T)YE’ jm (9, ¢)
Yim; (1) = (zfljvmjmj(e, 0) + 1fu;(r) Yo, (6. ¢>) (4.23)

Esta solucao pode ser simplificada na representacdo em que o operador de
paridade total é diagonal. Para isso note-se que a operacao de inversao
no espago nao comuta com o Hamiltoniano livre de Dirac, isto porque o
termo o - p é fmpar sob a transformacdo de inversdo enquanto que Bmc?
é par. Assim o operador de inversao multiplicado por # comuta com o
hamiltoniano. Seja entao o operador de paridade total P = B1s. Como os
harmoénicos esféricos spinoriais contém paridade externa Iy = (—=1)!, e l—1' =
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Si, cada componente do bispinore sé pode conter um valor de [. Por outro
lado o operador de paridade intrinseca 3 diz que as duas componentes do
bispinor tém paridades intrinsecas opostas, pelo que se excreve os bispinores

e e,
B, () = ( f<r>x_k,m].> (4.24)

onde g(r) e f(r) sao fungoes radiais que em geral dependem de k e a fase
1 foi introduzida de forma a que as equacOes radiais sejam explicitamente
reais. O facto de [ ndo ser um bom numero quantico deve se ao facto do
Hamiltoniano de Dirac ndo comutar com L? porque o termo o - p é impar e
mistura os spinores.

4.2 Equacgao de Dirac em coordenadas esféricas

Para escrever a equacao de Dirac em coordenadas esféricas faz-se uso da

identidade
(rAL)=(rA(rap)),

= 6lmnﬂjm(Q’jkxjpk)n
= €nlmEnjkTmI; Pk (425)
= (01j0mk — O1kOmj ) Tm TP

=TT PE — T;T;5P1

ou seja

rA(rap)=r(r-p)—rp (4.26)
ou ainda

FTA(FAV)=77-V)=V (4.27)
donde se obtém

V= -V)=7FaA(F AV) (4.28)
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O primeiro termo do hamiltoniano de Dirac fica

ca-p = —icha-V
= —wcho - [F(7- V) =7 A (T A V)]

 vcho - NS

It = -

_ 0l s

= —uch [ara Pl (TAL)]

= —ch arﬁ—ilf(—z)(a-f)(a L) (4.29)
0 hr
0 1%-L

= —hco, [8 rh]

Il
|
-~
>t
Q
Q
$
| —
Q)‘Q)
| =
N
>
=
>
|
—_
N———
| S—

Assim o Hamiltoniano (4.1) fica na forma matricial

me? + V(r) —ihcoy (a—i +1- %%)
H = X (4.30)
—ihco, (a% +1- %%) —mc? + V(r)
e a equacao de Dirac independente do tempo
a1 _ 1K
5 (ijj) _ mc? + V(r) A —ihco, (W + 5= ;f) (ijj)
Pjm; —ihco, (% +1- %%) —mc? + V() Pjm;
(4.31)
que resulta no sistema de equagoes
& 1 1K
2 _
{E —mc — V(T)} Q(T)Xk,mj - _hCO-T' {ar + ; - Th} f(T)X—k,mj
(4.32)
1 1K
{E+mc—V(r)} f(r)X—k,m; = hcoy {;T +o - rh} 9(r)Xkm; (4.33)

agora, usando as relagoes (1.152), (1.153) e (1.154) tem-se finalmente

{E—mc* —V(r)}g(r) = he {— (;ﬂ + 1) + k} £(r) (4.34)

{E+mc -V} fr) = hc{jr + % + fj}g(r) (4.35)
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R PAC RSN (4.36)

dr r
Estas sao as equacoes radiais com

_(E-V(r)) —mc® _(E=V(r) +mc?
“ he G2 hie

- T2—mC

{ A } f-k(r) = —aigi(r) (4.37)

(4.38)

Por vezes é conveniente usar

G=rg , F=rF (4.40)
e as equagoes radiais ficam
d k
— + - G =aF 4.41
{dr * r} 2 ( )
d k
— —— F=—-a,G 4.42
{dr r } a (442)

Em geral, pode-se encontrar uma equagao diferencial de segunda ordem em
g (G) ou f (F) eliminando uma das funcoes radiais. Assim pondo f(r) em

evidéncia na equagao (4.36), substituindo em (4.37) e notando que d% é =
av.
dr 1 d1
Z% + o5 dr tem-se
av
S d k-1 d k+1
dr
dr 4 il = — 4.43
{ iy 4 E } £+ am - —noat) @)
agora, expandindo o primeiro termo e tendo em conta que d% (%) = —%2 —i—%d%
a equagao de segunda ordem em gi(r), para qualquer potencial V(r), fica
Pl heW  da() | 2dal)
dr? E—-V +me? dr r dr
E-V)?2—m? k(k+1)  k  hedf
+( )2mc_(2)+7 dr 2gk(7”)=0
(he) r rE—V +mc
(4.44)
e f_r(r) é obtida substituindo a solucao de (4.44) em (4.37).
d 1 d 1 . 1 d
L dr \E—V(r) +mc? T drE-V(r)+me2  E-V(r)+mcdr
av 1 d

J’_ —_
(E—V(r)+me)?  E—=V(r)+mcdr
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4.3 Particula livre

Uma particula livre de Dirac, na representagao do momento angular, obedece
as equagoes (4.44) e a respectiva f_(r), com V(r) = 0. Assim para gi(r) =
g;ji(r) e tendo em conta que k(k + 1) = [(l 4+ 1) tem-se

2 . r Sy 2
d ZJA ) +idgg?f ) . [(2)2 ~ l(lgl)}gﬂ(r) —0 (4.45)

com p?c? = h2a?c® = E? — m2¢* > 0. Definindo a distancia radial adimen-
sional
p=ar (4.46)

a equacao (4.45) fica

dQle(ar) 2 dgji(ar) {l+1)
) 2amien) o 1D e =0 an)

que tem como solugoes as fungoes esféricas de Bessel. A solucdo regular em
r = 0 sao as fungoes Esféricas de Bessel do primeiro tipo ji(p)

gii(p) = Aji(p) (4.48)

com A constante de normalizagdo. Fazendo a mudanca de varidvel (4.46)
em (4.36) e substituindo (4.48) obtem-se para f;y(p)

k+1

fir(p) = 21 {j;<p> s jl<p>} (4.49)

Para k < 0 tem-se l = —(k+1),' = —k e I’ =1 + 1. Usando a relagao de
recorréncia

() = Z02) = i (2) (4.50)
a equagao (4.49) fica
Aa
fiv(p) = — o je(p) » k<0 (4.51)

Para k > O tem-se l = k,I' = k—1el' =1 —1. Usando a relacao de
recorréncia

: I+1, ‘
Ji(z) = ———45(2) = ji1(2) (4.52)
a equacao (4.49) fica
Aa
fivp) = -—iv(p) » k>0 (4.53)
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As solugbes (4.51) e (4.53) podem ser escritas como
a .
fiv(p) = ASk—jr(p)
a2

k |[E—mc? .

= AN B )

(4.54)

A funcdo de onda para uma particula livre é entao
" J1(p) Xkem,
km; = Zne? -
" 1S B2 G (D)X ke,

Numa zona onde existe um potencial constante Vj, as solugoes sao as mesmas
substituindo F por E — Vj.

(4.55)

4.4 Poco de Potencial esférico

Para um potencial

{_‘/0 9 T<RO (4 56)

0 , > R()
estados ligados existem para —Vp < E — mc? < 0

E—-mc?

E-mc?

Figura 4.1: —Vo < E—mc? <0

e Para r < Ry

A energia cinética da particula é positiva e a relagao energia momento dada
por
P’ = (B +Vp)? —m?c' >0 (4.57)

A particula comporta-se como uma particula livre de energia E + V). As
solucoes radiais sao entao dadas por

gr = Aji(p) = Ap| %Jl%(p) (4.58)
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kE |E+Vy—mc? .
== A— | =y 4.59
Ik |k|”E+V0+mc2jl(p) (4.59)

E V?_ 2.4
VAR 73(); e (4.60)

com

e Para r > Ry

A energia cinética é negativa e andlogamente ao caso nao-relativista, define-
se
p?=m?ct —E*>0 (4.61)

tal que o vector de onda é

2.4 _ 2
o = Yme = b %C (4.62)

Com estas definicoes (4.45) fica

dPgp | 2dgy, n, W+1)
z — = 4.
dr? + r dr @t r2 gk =0 (4.63)
Introduzindo
o =adr (4.64)
obtém-se a equacao diferencial
dQQk 2 dgp l(l + 1)
= — |1 = 4.
dp/2 + p/ dp’ + p/2 9k 0 ( 65)

As solucgoes desta equacao que decrescem exponencialmente para zero quando
r é grande, sao as fungdes esféricas de Bessel modificadas do 3° tipo

wa'r
gj1 = Ch/ TKH%(,OI) (4.66)

com C constante de normalizagdo. Fazendo a mudanca de variavel (4.64)
em (4.36) e substituindo (4.66) obtem-se para fjr(p’)

ad (d (k+1)
= _ : 4.67
fir a {dp, T }gﬂ (4.67)

com ah = E + mc?.

Parak < 0,1 = —(k+1) el’ = —k. Assim inserindo (4.66) em (4.67) tem-se
a (d l wa'r ,
o d _ '\, |mar 4.
f]l C’a/2 {dp/ pl} 2 l+%(p) ( 68)

68



e usando a relagdo de recorréncia (1.97) e a relagdo I’ =1+ 1 para k < 0
obtém-se
a |mwa'r ,

Parak > 0,1 =k, ' =k —1 e (4.67) fica

a (d [+1 wa'r

usando a relagao I’ =1 — 1 e a relacao de recorréncia

d o B 0
dp[ pKHl(p’)]:(—l) OO Ky ()4

2 (4.71)
_ l+1 [mp '
— (=1 (z+1)(_1)z+17 TKH-%(p,)
obtém-se
a |ma'r
ok = —Ca*, ?Klur%(/)/) (4.72)
2

ou seja f_ € igual para k > 0 e k < 0. As constantes de normalizagdo A e
C podem ser eliminadas da relagao de continuidade da fungdao de onda em
r = Ro
gi(alo)  gj(a'Ro)
fir(aRo) — fjr(a’Ro)

substituindo na equagao anterior (4.58), (4.59), (4.66) e (4.72) obtém-se
finalmente

(4.73)

aza'jz(aRo)Kz/+%(alRo) + Skalzajz'(aRo)KH%(a/Ro) =0 (4.74)

Esta equagao é resolvida numéricamente para varios valores de k. (Apéndice
A2).
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Capitulo 5

Conclusao

Analisando os graficos (A.2) e (A.3) em apéndice, vé-se que quando o raio
do poco aumenta, os niveis de energia com o mesmo numero quantico [
agrupam-se tornando-se degenerados e semelhantes aos niveis de energia
dados pela teoria nao-relativista (A.1). Este efeito faz-se notar mais para
niveis de energia com [ maior, como os estados ho e h11. Pode-se concluir que
com o aumento do raio, j deixa de ser necesséario 22} clagsiﬁca(;éo dos niveisel é
um bom nimero quéntico, ou seja, o acoplamento L—S desaparece. De notar
que o valor do potencial Vy = % foi escolhido de forma a evitar problemas
com os estados de energia negativa. Conclui-se entao que o aumento do raio
do pocgo diminui a energia dos estados para valores préximos dos estados
nao-relativistas e o acoplamento L — S responsavel pelo efeito de ‘split’ nos
niveis de energia desparece. Demonstra-se assim a natureza relativista do
acoplamento spin-orbita.
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Apéndice A

Solucoes Numéricas

A.1 Poco de potencial esférico na teoria nao rela-
tivista

A equagao (1.98) é explicitamente dada por

vV —QmEKH% (\/ —QTTLERo)jl(\/ 2m(E + VE))RQ)
—4/2m(E + VO)KH%(\/—ZmERo)jl+1(«/2m(E +W)Ro) =0

(A.1)

Esta equacao pode ser escrita em termos das quantidades escaladas

Vo
=—=+a com a=—5 A2
Y= e mc? (A-2)
¢ R h
0

=— com Lg=— A3
TR Lo 07 me (A-3)

estas quantidades sdo a energia cinética em unidades de mc? e o raio do poco

em unidades de comprimento de onda de compton respectivamente. Assim
(A1) fica

2(a - y)Kz+g (LUR\/%“——) Jiy1 (fo)
_\/@KH_% (:CR\/Q(T> Jl+ (me>_0

Para « fixo, esta equacao é resolvida numéricamente para y em fungao de
xg para dados valores de [. Na figura (A.1) estdo marcados os primeiros
valores de y até [ = 5 para xp = 100 com o = % Os niveis de energia sao
representados na notagao espectroscoépica nl;, onde o nivel de energia ¢ dado
pela n solucao da equacao.

(A.4)
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0.005

— 3s i

— 1h

- - 0.004

—

— % —0.003

- If i

o —0.002

— 1d |

— 1p - 0.001

L |
0.000

Figura A.1: valores de EJC‘Q/O para xp = 100
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A.2 Poco de potencial esférico na teoria relativista

A equagao (4.74) é explicitamente dada por

VAE + V)2 — m2ct vVm2ct — E? (E + Vo + mc?)
Jz+% Ro Kl'-‘r% Ro

hic he E +mc?

E 2 _ . 924 E 2 2.4
L5, {E + Vu} mCJzurl <\/{ + Vol mcR0>

m2ct — F2 he
2.4 _ |2
Ko, (VmR> _o
2 hc
(A.5)
Introduzindo as quantidades escaladas
E — mdc? Vo
= = — A6
Yy 3 +a com « 3 (A.6)
¢ R h
TR = [7()] com L() = % (A?)

estas quantidades sdo a energia cinética em unidades de mc? e o raio do poco

em unidades de comprimento de onda de compton respectivamente. Assim
(A5) fica

v+ 21 (207 +20) Kyy (2my/(a =)y — a +2))
x A/ (a—y)(y—a+2)+ Sy —a+2)y? -2y (A-8)
X Jpy1 (wR\/ y? + Qy) Ky (SUR\/(a —y)ly—a+ 2)) =0

Para « fixo, esta equagao é resolvida numéricamente para y em funcao de g
para dados valores de k, [ e I. Na figura (A.2) estdo marcados os primeiros
valores de y até [ = 5 para xp = 10 com o = % e na figura (43) os mesmos
valores de y para xp = 100. Os niveis de energia sao representados na
notagao espectroscopica nlj, onde o nivel de energia é dado pela n solucao

da equagao.
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0.4
P — th,,
2d”27 lhgn
o 2 —
2d,, 0.3
— lgg, i
5 le,,
2p3/Z—
P
— 1f,, 0.2
If,,
28, i
— ldg,
ld,,
-1 0.1
— Ipy,
Ip,
—1Isy,
0.0

2
de E+Vo—mc
m

Figura A.2: valores = para zg = 10
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0.005
3in— lhyyp
2, Thy,
2d3p —1 0.004
gy,
lgs,
2Py, — 1 0.003
,,
1f;, )
If,,
. - 0.002
2813
— ldg,
1d;, B
—Ip - 0.001
i
sy, )
0.000
Figura A.3: valores de Eﬂjgi;mc para zg = 100
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