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Estrutura de um semigrupo
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Semigrupos Inversos

• Seja 𝑆 um semigrupo com conjunto de idempotente 𝐸 𝑆 . 

• S é inverso se:

൝
∀𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸 𝑆 ,  𝑒𝑓 = 𝑓𝑒 (1)

∀𝑎 ∈ 𝑆, ∃𝑎−1 ∈ 𝑆: 𝑎 = 𝑎𝑎−1𝑎 ∧ 𝑎−1 = 𝑎−1𝑎𝑎−1 (2)
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Semigrupos Inversos – Simetria Parcial 
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https://viajaredescobrir.blogspot.com/2018/02/portugal-lisboa-centro-ismaili-de_0.html


Representação de um Semigrupo Inverso S

• Morfismo de S para algum semigrupo inverso simétrico ℐ𝑋:

ϕ: 𝑆 ⟶ ℐ𝑋

• Se ϕ injetivo, diz-se que a representação é fiel.
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Representação de Vagner-Preston

Consideremos, em particular, a seguinte representação:

ϕ: 𝑆 ⟶ ℐ𝑆

𝑎 ⟼ ρ𝑎: 𝑆𝑎𝑎
−1 ⟶ 𝑆𝑎−1𝑎
𝑥 ⟼ 𝑥𝑎
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Semigrupos Inversos Fundamentais

Em semigrupos inversos:

𝑎ℋ𝑏 ⟺ 𝑎𝑎−1 = 𝑏𝑏−1, 𝑎−1𝑎 = 𝑏−1𝑏

Maior congruência em S que está contida em ℋ:

𝑎μ𝑏 ⟺ ∀𝑒 = 𝑒2,  𝑎𝑒𝑎−1 = 𝑏𝑒𝑏−1

S grupo ⟹μ é universal
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Um semigrupo inverso é 
fundamental se μ = 1𝑆



Semigrupo de Munn

• 𝐸 semireticulado

• Dado 𝑒 ∈ 𝐸,  𝐸𝑒 = 𝑖 ∈ 𝐸:  𝑖 ≤ 𝑒 , onde 𝑖 ≤ 𝑒 ⟺ 𝑖 ⋅ 𝑒 = 𝑖

• Temos a relação

𝒰 = 𝑒, 𝑓 ∈ 𝐸 × 𝐸:  𝐸𝑒 ≃ 𝐸𝑓

• Dado 𝑒, 𝑓 ∈ 𝒰,

Τ𝑒,𝑓 - conjunto dos isomorfismos de 𝐸𝑒 para 𝐸𝑓

• Τ𝐸 ≔ ڂ 𝑇𝑒,𝑓: 𝑒, 𝑓 ∈ 𝒰 − semigrupo de Munn do semireticulado 𝐸, 

tendo-se 𝐸 𝑇𝐸 = 𝐸𝑒 ⟶ 𝐸𝑒,  𝑥 ⟼ 𝑥: 𝑒 ∈ 𝐸 ≃ 𝐸
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Semigrupo de Munn – Exemplos 1

• Semireticulado 𝐸, ( 𝐸 = 7)

• 𝑎, 𝑥 ∉ 𝒰, ∀𝑥 ∈ 𝐸\{𝑎} e 𝐸𝑎 = 0,  𝑎,  𝑏,  𝑐

• 𝑏, 𝑑 ∈ 𝒰, pois 𝐸𝑏 = 0,  𝑏,  𝑐 ≃ 0,  𝑑,  𝑒 = 𝐸𝑑

• 𝑐, 𝑒 ∈ 𝒰, pois 𝐸𝑐 = 0,  𝑐 ≃ 0,  𝑒 = 𝐸𝑒

• Logo, 
𝑇𝐸 = 11
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Semigrupo de Munn – Exemplos 2

• 𝐸 = 0 < 1 <  2 < ⋯

• Para cada 𝑛,
𝐸𝑛 = 0,  1,… , 𝑛

• 𝐸𝑛 ≃ 𝐸𝑚 ⟺ 𝑚 = 𝑛. 

• 𝒰 = 1𝐸. 

• 𝑇𝑛,𝑛 = {1𝐸𝑛}, pelo que,

𝑇𝐸 = 1𝐸0, 1𝐸1, … ≃ 𝐸
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Semigrupo de Munn – Exemplos 3

• 𝐸 = 𝐶𝜔 = 𝑒0 > 𝑒1 > 𝑒2 > ⋯

• Tem-se,
𝐸𝑒𝑛 = 𝑒𝑛, 𝑒𝑛+1, 𝑒𝑛+2, … ,

• 𝐸𝑒𝑚 ≃ 𝐸𝑒𝑛 ∀𝑛,𝑚 ∈ ℕ0, e o isomorfismo é dado por:
α𝑚,𝑛 𝑒𝑘 = 𝑒𝑘−𝑚+𝑛, 𝑘 ≥ 𝑚

• Então,
𝑇𝐸 = {α𝑚,𝑛,   𝑛,𝑚 ∈ ℕ0}

Dados α𝑚,𝑛, α𝑝,𝑞 ∈ 𝑇𝐸 e definindo 𝑡 = 𝑚𝑎𝑥 𝑛, 𝑝 , o seu produto será

α𝑚,𝑛α𝑝,𝑞 = α𝑚−𝑛+𝑡,𝑞−𝑝+𝑡
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Representação de Munn

• S semigrupo inverso

ϕ: 𝑆 ⟶ 𝑇𝐸

s ⟼ ρ𝑠: 𝐸𝑠𝑠
−1 ⟶ 𝐸𝑠−1𝑠
𝑥 ⟼ 𝑥𝑠

é um morfismo cujo kernel é μ

Ana Catarina Monteiro | Tutora: Gracinda Gomes | 6 de março de 2021 | Novos Talentos em Matemática | Oficina Diagonal

Estrutura de um semigrupos | Semigrupos Inversos | Semigrupos Inversos Fundamentais | Semigrupo de Munn | Variedades | Formações | Próximos Passos...

S é fundamental ⟺ S isomorfo 
a um subsemigrupo inverso 

cheio de 𝑇𝐸



Variedades de Semigrupos Inversos

• Definição: Classe de semigrupos inversos 𝒱:

✓Fechada para subsemigrupos inversos;

✓Fechada para quocientes;

✓Fechada para produtos diretos em número finito.

onde

S’ é quociente de 𝑆 se existe um morfismo ϕ: 𝑆 ⟶ 𝑆′, sobrejetivo
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Variedades de Semigrupos Inversos

• Um subsemigrupo de um semigrupo inverso pode não ser inverso. 

Consideremos 𝑋 = 1,  2,  3 e o semigrupo inverso simétrico ℐ𝑋,

𝐵 =
1 2
2 3

,
1

3
, ∅

𝐵 é subsemigrupo de ℐ𝑋, no entanto, não é subsemigrupo inverso.
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Exemplos

• Os semigrupos inversos formam uma variedade 

• Os semigrupos inversos fundamentais não formam uma variedade, por 
exemplo, ℐ 𝑋 é fundamental, no entanto 𝒢 𝑋 , o grupo simétrico, que 
é subsemigrupo inverso de ℐ 𝑋 , não o é.
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Produto Subdireto

• 𝑆 é produto subdireto de 𝑆1 e 𝑆2, semigrupos, se existe

ϕ: 𝑆 ↪ 𝑆1× 𝑆2

um mergulho tal que para 𝑖 = 1,2,

π𝑖ϕ: 𝑆 ⟶ 𝑆𝑖 ,   𝑎 ⟼ 𝑎𝑖

é um morfismo sobrejetivo.
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Formações de Semigrupos Inversos

Definição: Classe de semigrupos inversos ℱ:

✓Fechada para quocientes

✓Fechada para produtos subdiretos em número finito

Ser variedade ⟹ Ser formação

Ser formação ⇏ Ser variedade

O estudo de formações em semigrupos é relativamente recente (Bolinches, Branco, 
Gomes, Pin, Soler-Escrivà, …)
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Semigrupos Inversos Fundamentais- Constituem uma 
formação?

• Semigrupos inversos fundamentais não são fechados para quocientes.

• 𝑋 ≥ 2. Temos o morfismo sobrejetivo

ϕ: ℐ 𝑋 ⟶ 𝒢 𝑋 0

ቊ
α ↦ α, α ∈ 𝒢(𝑋)
α ↦ 0, α ∉ 𝒢(𝑋)

ℐ 𝑋 é fundamental, no entanto, 𝒢 𝑋 0, que é quociente de ℐ 𝑋 , não o é. 
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Semigrupos Inversos Fundamentais- Constituem uma 
formação?

• Semigrupos inversos fundamentais não são fechados para quocientes.

• São fechados para morfismos que separam idempotentes, quer nos 
produtos subdiretos, quer nos quocientes. 

• Então, a classe de todos os semigrupos inversos fundamentais forma 
uma classe destas – i-formação
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Próximos Passos…

• Classes de semigrupos não regulares, com propriedades semelhantes ao 
caso fundamental

• 𝒪1 𝐸1 é o conjunto de todas as funções, que preservam a ordem, de 𝐸1

para 𝐸.
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Semireticulado E   

Caso Regular 𝑇𝐸

Caso Não 
Regular

𝐶𝐸
Subsemigrupo de 
𝒪1 𝐸1 × 𝒪1 𝐸1
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