Capitulo 5
Determinantes

5.1  Encontrar o nimero minimo de trocas de posi¢do em cada uma das seguintes
permutagdes do conjunto {1,2,34,5}.
a) (34152) b) (42531) c) (54321) d) (12345) e) (13542) f) (23541)
b) Classificar as permuta¢des acima como pares ou impares.
5.2  Calcular os determinantes:
)1 2b)63)—1—8d)k—12 K& |
a c em que k é um rea
1378 2 Y%7 3% k-3Md
1 -2 7 8 2 - 1 0 3 k -3 9
e);3 5 1 fH|-3 4 694 0 -4h2 4 k+
4 3 8 1 7 2 2 8 6 1 k¥ 3
5.3  Calcular os valores de A para os quais det(A)=0
-6 0 0 O
-1 -2
a)A:DH I8 a4 10
Hi a-447 0O 0
0 4 A-4(
54  Calcular
0 0001 04000
1 4 31
00020 00020
2 0 6 3
a) )0 0 3 0 0 c)l0 O 3 0O
4 -1 2 5
04000 0 00001
1 0 -2 4
50000 50000
5.5  Demonstre que uma matriz quadrada com linhas linearmente dependentes tem
determinante nulo.
5.6  Calcule os determinantes:
0 0O
2 —-40 17 1 2 3 3 -1 2
-100 -1 0 O
a0 1 11 b) c))3 7 6 di6 -2 4
5 8 10
0O 0 3 1 2 3 1 7 3
17 23 7 2
5.7  Calcule os determinantes por eliminacdo de Gauss:




2
a0
1

5.8

5.9

5.10

5.11

3 7 2 11 1 20 2 -4 8
0 3b4 2 3 ¢33 5 1d|-2 7 -2
-2 7 1 30 4 -3 2 0O 1 5
1 3 1 5 3
6 9 3 2 1 31 i 311
2 -7 0 -4 2
0O 1 O 1011 -3 3 0 %
f) Q) hyJ]o 0 1 0 1
3 2 - 0210 2 110
0O 0 2 1
2 -2 1 01 2 3 £ 1 %0
0O 0 O 1
a b c
Sabendoqueld e f|=5, cacular:
g h i
e f -a -b -c a+td b+e c+f a b C
h i|b)j2d 2e 2fl ¢)| d e f |d|d-3a e-3b f-3c
b c -g -h =i g h [ 29 2h 2i
Mostre que:
1 1 1 0 0 a,
dla b c|=(b-a)(c-a)(c-b) b)| 0 a, ay =-a,3,3;
a b B Ay By
0 0 0 a
9 0 0 a; % _ a
O a32 333 334 a14a23a32 41
a'41 a42 a43 a44
Explique, sem fazer calculos, que:
-3 4 7 2
2 6 1 -3
=0
1 0 0 O
2 -8 3 4
Quais das seguintes matrizes sdo singulares:
@ 0 00 2140 0O 2 10 @ 7 50
W l l l _1U
36 7ob)al 12007 2 19d) 2 1 -17
M 8 -1§ H3 1 6 B 6 6 R 8 4



[a b cO
5.12 Sabendo que det(A) =3 eque A:gi e fgdetermine
B h if
a g d
a) det(3A) b) det(6A™) ¢) det((3A)™) d)|b h e
c i f

5.13 Sem calcular explicitamente 0 determinante, prove que para x=0ex =2 se
tem:

=N
1
o

52
2
0

O B X

5.14 Proveque:
b+c c+a b+
a b c [=0
1 1 1
5.15 Prove

ath a-b ¢ a b ¢
ala,th, a,-b ¢|=-2a b, ¢

a,th, a;-by ¢ a, b ¢

atht a, +bt a,+hit a b ¢
b) jat+b  at+b, at+b)=(1-t)a, b, ¢
G C, G a, b ¢
516 Paraquevaoresdek, A é singular:

2 4
k-3 -20 4240

U
a) A= b) A= 15
VATH ;oY 5 0
Bk 3 205
Ena sn*pB sin®y0
5.17 Mostre que %os2 a cos’ B cos’ y% n&o é invertivel, para quaisquer valores

H1 1 1 H

de a,Bey.
a+th c+d e+f
5.18 Exprimir |a,+b, c,+d, e +f, como a soma de oito determinantes em

a,th, ct+d; e+f,
gue nenhuma entrada contem adicdes.



5.19 Encontrar todos os menores e todos os cof actores da matrizes seguintes:
04 0 4 40

01 6 -3 B H

0 0 -1 0 1 1
A==2 7 1-h) A=0 0
9 0 oo 01 -3 0 30
H3 -1 4 O i

N6 3 14 20

5.20 a) Calcular os determinantes das matrizes do problema anterior usando aregra
de Laplace.

b) Obter as matrizes dos cofactores para cada uma das matrizes do problema
anterior.

c) Obter as inversas das matrizes do problema anterior, usando a matriz dos
cofactores.

5.21 Calcular determinantes utilizando aregra de Laplace:

0 60 1 3 7 1 1 1 k-1 2 3
a8 6 8 b2 0 -8olk k kjd|2 k-3 4
3 2 2 -1 -3 4 k> k* Kk* 3 4 k-4

4 2 19 2
4 4 0 4
0 3 2 42
11 0 -
o) o 3 4 6 4
3 0 -3 1
1 -12 2 2
6 14 3 6
0 0 33 3

5.22 Encontrar ainversade A em cada uma das alineas, (pelo método da matriz dos
cofactores):

0 1 20 0l 0 10 2 -4 60 03 0 oQ
) A=2 4 33b) A=F1 3 00c) A= 0 1 -15d) A=Z9 1 07

B 7 64 H1 0 2§ M 0 2 4 2 4
5.23 Usar a regra de Cramer para resolver:
X+5y=2 +y-2z=1
[(Bx—4y=-5 px+ oy 7y
a) b) Ele+y+Zz:3 C) %x—y+z:2
%x+y:4
Fk+5y+2z=1  Fk-2y-4z=-4

Ox-3y+z=4 [(PX—y+z-4t=-32

[PX-y+z=8
Ll _ 2y+9z-t=14
g b2x-y=-2 o [fxroyro f) Chx+3y+z=7
_ X—-y+z+t=11
H4X-32— 0 Hox +2y +2z=15

Fx+y-4z-2t=-4

5.24  Demonstrar:

a) A equacdo da recta que passa pelos pontos (a,,b,) e (a,,b,) pode ser escrita:



Xy
a b 1=0
a b,

b) A equagéo do plano que passa pelos pontos (a,,b;,c,),(a,,b,,c,) e (a,,b;,C;),
n&o colineares, pode ser escrita:

y z
b ¢
b, ¢,

b, G

5.25 Mostre que a equacgdo cartesiana do plano definido em R® pelos pontos
(a,b,c).(a,,b,,c,) e(a;,b;,c;) se pode escrever na forma:

L » O x

x-a, y-b, z-c,|=0
Xx-a, y-b, z-g
(Exames)
5.26  Sabendo que os valores reais y e J séo tais que:
1 2
o 1 1=1
1 y+o 2
calcule
1 2 y
0 Ooy+d 2
o v Y
(Exames)
5.27  Mostre que o determinante da matriz seguinte é igual a A°:
A 1 1 1 1 1 0
A A+l 2 2 2 2¢
A A+1 A+2 3 3 3 0
A A+l A+2 A+3 4 4 O
A A+1 A+2 A+3 A+4 5 0
%& A+1 A+2 A+3 A+4 /\+5%
(Exames)

528 a) Determine em R as raizes da equacdo seguinte, sem desenvolver o
determinante:



1 1 1
x -1 2 -2
2 :0
x> 1 4 4
* -1 8 -8
b) Calcule o determinante seguinte onde a,b,c e X sdo numeros reais:
1 x x X
1 a 00
1 0 b O
1 0 0 c
(Exames)
5.29 Calcule o determinante da matriz B
m A A .. A0
A+l 1 . 1g
B= 1 A+1 .. 10O
U U
EI.. e e e e I:I
A 1 1 .. A+1H
(Exames)

5.30 Seja V o0 espaco linear das funcdes reais de variavel real. Se f,geh sédo
vectores de V duplamente diferenciaveis entdo a funcdo W(x) definida por:
f(x)  9(x) h(x)
W)= '(x) g(x) h(x
fr(x) g'(x) h'(x)

é 0 Wronskiano de f,geh.

a) Demonstre que: f,geh formam um conjunto linearmente dependente se
W(x) = 0.
b) Utilizando o resultado precedente indique quais dos seguintes conjuntos de

vectores sdo linearmente independentes em V:

iy {1, x,e} i) {sinx,cosx, xsinx} iii) {e*, xe*, x%e"}.



