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TCCC — Exercicios

[1.1] Suponha que pretende calcular a soma de trés nimeros reais a,b, ¢, S =a+ b+ c,
usando os dois seguintes algoritmos:

(1) Sy = (a+b) +c (2) Ss=a+ (b+c).
(a) Para
a = 0.33678429 x 10, b= —0.33677811 x 107, c=0.23371258 x 1074,

calcule o valor exacto de S.

(b) Para os valores de a, b, ¢ da alinea (a), e supondo que efectua os calculos num
sistema FP(10,8,-10,10), com arredondamento simétrico, calcule valores aproximados de
S usando os dois algoritmos indicados.

(c) Determine os erros relativos dos valores obtidos na alinea (b).

(d) Determine a expressao do erro relativo do algoritmo (1) em termos dos erros
relativos das parcelas e dos erros de arredondamento das duas operagoes. Utilize este
resultado para concluir qual a ordem por que deve proceder a soma por forma a minimizar
os efeitos dos erros de arredondamento.

[1.2] Considere o polinémio definido por
f(x) =2° + az® + bx + ¢

e os dois seguintes algoritmos para o célculo de f(z):
(1) filz)=xx(rxz)+ax(zxz)+bxz+ec
(2) fo(z) = ((z+a) Xz +b) xz+c
O algoritmo (2) é designado por algoritmo de Horner.
(a) Para a = —6.1, b = 3.2, ¢ = 1.5, calcule o valor exacto de f(4.71).

(b) Para a = —6.1, b = 3.2, ¢ = 1.5, e supondo que efectua os cdlculos no sistema
FP(10,3,-10,10), com arredondamento simétrico, calcule valores aproximados de f(4.71)
usando os dois algoritmos indicados.

(c) Determine os erros relativos dos valores obtidos na alinea (b).

(d) Determine a expressao do erro relativo do algoritmo de Horner em termos dos
erros relativos de a, b, ¢, x e dos erros de arredondamento das operagoes efectuadas.



[1.3] Considere a equagao quadrética
2 +2bx + ¢ =0,

com coeficientes b e ¢ reais positivos. Considere os dois seguintes algoritmos para o calculo
das raizes z1 e x5 da equagao:

(1) z1=-b—Vb —c, To = —b+ Vb —¢
(2) zy =—-b— Vb —c, Igzi.
xy
(a) Para b = 34.56, ¢ = 1, verifique que as raizes tém os valores z; = —69.105529. ..
e ro = —0.014470622 .. ..

(b) Para b = 34.56, ¢ = 1, e supondo que efectua os cdlculos num sistema FP(10,4,-
10,10), com arredondamento simétrico, obtenha valores aproximados para as raizes usando
os algoritmos indicados.

(c) Determine os erros relativos dos valores obtidos na alinea (b).

(d) Determine as expressoes dos erros relativos dos dois algoritmos indicados em
termos dos erros relativos dos coeficientes b, ¢ e dos erros de arredondamento das operacoes
efectuadas. Suponha que a raiz quadrada é uma operacao elementar.

[1.4] Considere o sistema linear

A — b,

Y

onde A é uma matriz 2 x 2 nao singular de elementos reais e b ¢ um vector de R?, ambos
supostos conhecidos.

(a) Para

0.003000 59.14 59.17
| 5291 —6.130 | 46.78 |

verifique que a solucao exacta do sistema é x = 10.00, y = 1.000.

(b) Supondo que efectua os célculos num sistema FP(10,4,-10,10), com arredonda-
mento simétrico, determine as solucoes aproximadas do sistema pelo método de eliminacao
de Gauss, sem e com pesquisa parcial de pivot.

(c) Determine os erros relativos das solugoes aproximadas obtidas na alinea (b).

(d) Para A e b com componentes arbitrarias, sem erros inerentes e com representagao
exacta no sistema de ponto flutuante utilizado, determine a expressao dos erros relativos
dos valores aproximados z,y de z,y, obtidos pelo método de eliminacao de Gauss, em
termos dos erros de arredondamento das operagoes utilizadas .

[2.1] Sendo = € C™ mostre que:

(@) [lellz < llzll < vl

(®) [[zllee < lzfly < nflfloo;



< [lzllz < flfls;

1
(c) 7 ]l
(@) l7]le < ll2ll2 < v ll2]]oo;

1
(e) —llzll < flzlleo <l

1
(f) % z]l2 < |7]lee < [|]|2-

[2.2] Sendo A € M"(C) mostre que:

1
(a) 7 [All2 < [[All < vV llA]l2;
1
(b) ~ Al = Al = nf|Alloo;
1
(c) 7 ATl < [JA]lz < V[l Alls;
1
— [|A]se < 1 A]l2 < V7 || Alloo;
(d) NG IAllse < 1412 < V| Allo;
1
(e) —llAll < [lAlloo = n[lA]l;

1
(6) 7= 14l < 14l < Vi |4l

[2.3] Mostre que a norma matricial associada a norma do maximo em C" tem a forma
n
1Al = max > " layl,

1<i<n
=1

onde A = [a;;] € M"(C).

[3.1] Considere a equagao
e’ —sinz = 0.

(a) Mostre que a equagao tem uma e uma sé raiz z no intervalo [—3.5, —2.5].

(b) Utilize o método da bissecgao para determinar um valor aproximado da raiz z
com um erro absoluto inferior a 0.05.

(c) Determine o niimero de iteracgoes do método da bisseccao suficientes para ga-
rantir que o erro absoluto do valor aproximado da raiz z seja inferior a 1075,

[3.2] Considere a equagao
e’ —4r* = 0.



(a) Mostre que a equacdo tem apenas trés raizes reais, z; < 29 < 23, tais que

21 € [—1,0], 29 € [0, 1], 23 € [4, 5]

(b) Mostre que o método do ponto fixo com funcao iteradora g : R — R,

1
_ = x/2
g(x)'_'z e,

converge para zq, qualquer que seja a iterada inicial zq € [0, 1].

(c) Determine um valor aproximado da raiz z» pelo método da alinea (b) com um
erro absoluto inferior a 0.01.

(d) Mostre que nao é possivel usar o método da alinea (b) para obter um valor
aproximado da raiz z3, embora 23 seja um ponto fixo de g.

[3.3] Considere a equagao
e’ —4r* = 0.

para a qual foi verificado na alinea (a) do Exercicio [3.2] que tem apenas trés raizes reais
21 < 29 < Z23.

(a) Mostre que o método do ponto fixo com fungao iteradora g : R\ {0} — R,

g(x) = log(42?),

converge para z3, qualquer que seja a iterada inicial zq € [4, 5].

(b) Determine um valor aproximado da raiz z3 pelo método da alinea (a) com um
erro absoluto inferior a 0.01.

(c) Mostre que nao é possivel usar o método da alinea (a) para obter valores apro-
ximados das raizes z; e zs.

[3.4] Considere a equagao
flz)=1-20+2¢"=0,

e o seguinte método iterativo:

 om=0,1,...
2+« m

o € R, T+l = Ty +

com a € R\ {-2}.
(a) Mostre que a equagao tem uma tnica raiz real z tal que z € [0, 1].

(b) Mostre que para todo o a € [0, 1] o método iterativo converge para a raiz z,
qualquer que seja xg > 0.
Sugestao: Utilize o teorema do ponto fixo no intervalo [0, max{2, zo}].

(c) Determine valores aproximados da raiz z com um erro inferior a 10~° usando o
método iterativo com o = 0.4 e a = 0.8. Considere em ambos os casos ry = 2.



(d) Determine o valor de o para o qual a convergéncia do método iterativo para a
raiz z € a mais rapida possivel.

[3.5] Considere os seguintes métodos iterativos:

12
(1) Zps1 = g1(zn), n =0, gl(x):—16+6$+;;
12

(2) 2ur = golan)y 020, gle) = 7

2 1
(3) Zns1 = g3(@n), n 20, g93(7) = gx + ﬁ;

z(2% + 3a
(4) Znsr = ga(@n), n 20, ga(x) = ;EQ—JM‘), a>0.

Determine em cada um dos casos:
e 0s pontos fixos de g; para os quais o método converge;
e a ordem de convergéncia do método;

e o factor assimptdtico de convergeéncia.

[3.6] Considere uma sucessao {z,}52, ¢ outra {y,}>°, construida a partir da primeira
pela férmula
2 2
<$n+1 - xn) o TnTnt2 — $n+1
= 5 :
Tpt+2 — Tpt1 — (anrl - .an) Tp42 — 2Tn+1 + Ty,

Yn = Tp —
para n > 0.
(a) Pondo z,, = z — e, verifique que y,, se pode escrever na forma

2
€n€ni2 — €11
€nt2 — 2€n+1 +én

Yn = 2 —

(b) Mostre que se {z,} converge linearmente para z entao {y,} converge para z
mais depressa do que {z,}.
Sugestao: Pondo e, 11 = €,(K + d,), onde 0 < K < 1 e 6, — 0, quando n — oo, exprima,
z — Yy, em termos de d,,0d,.1 e K, e finalmente verifique que
Z J—
lim In

n—oo 2 — T,

= 0.

(c) Tomando zg =6, 41 = g(z,), n >0,0onde g: R — R, g(x) =6.28 +sinz, e
z = 6.01550307297 . .. calcule x,,, z—z, paran =0,1,...,9ey,, z—y, paran =0,1,...,7.

Nota. A utilizacao da sucessdao {y,} para acelerar a convergéncia da sucessao {z,} é
conhecida pelo método A? de Aitken para aceleracao da convergéncia de uma sucessao.

[3.7] Considere o polinémio do 3% grau

p(z) = 2* — 92° + 23z — 16.



(a) Mostre que o polinémio tem trés raizes reais, z; < z3 < 23, tais que
2 €[1.0,1.2, 2% €[26,28], 2z €[5.0,52]
(b) Mostre que o método de Newton com iterada inicial =y € [1.0, 1.2] converge para
a raiz zj.

(c) Utilize o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz z; com um
erro absoluto inferior a 1079.

[3.8] Considere o polinémio do Exercicio [3.7].

(a) Mostre que o método de Newton com iterada inicial zq € [2.6,2.8] converge para
a ralz 2s.

(b) Utilize o método de Newton para obter um valor aproximado da raiz z, com
um erro absoluto inferior a 1079.

[3.9] Determine, usando o método de Newton, com um erro inferior a 1075, o valor minimo
de a € R tal que
av/z > sinz, Yz > 0.

[3.10] Considere os seguintes métodos para obter um valor aproximado de ¢/c, onde ¢ > 0
epeN, p>2:

(1) O método de Newton aplicado a fungao f(z) = 2P — ¢;
(2) O método de Newton aplicado a fungao F(z) = 2f(z), q € R.
(a) Mostre que o método (1) converge para {/c para qualquer valor inicial zg > 0.

(b) Determine o valor de ¢ para o qual o método (2) tem ordem de convergéncia 3.

(c) Mostre que o método (2), com g = p’ converge para ¥/c para qualquer valor

inicial x¢ > 0.
(d) Calcule v/231 com um erro absoluto inferior a 1079, usando:
e 0 método (1);

e 0 método (2), com ¢ = —1.

[3.11] Considere o polinémio do 32 grau
p(z) = 2° — 92° + 23z — 16,

para o qual foi verificada no Exercicio [3.7] a existéncia de trés raizes reais, z; < 23 < 23,
tais que
2 € [1.0,1.2], 29 € [2.6,2.8], z3 € [5.0,5.2].



(a) Mostre que o método da secante com iteradas iniciais xo, 1 € [5.0,5.2] converge
para a raiz zs.

(b) Utilize o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z3 com um
erro absoluto inferior a 1076,

[3.12] Considere a equagao

22 —cosx—1=0.

(a) Mostre que a equag@o tem uma unica raiz real, z, tal que z € [1,2].

(b) Mostre que o método da secante com iteradas iniciais zg,z; € [1,2] converge
para a raiz z.

(c) Utilize o método da secante para obter um valor aproximado da raiz z com um
erro absoluto inferior a 1075,

[4.1] Considere a matriz

5 7 3
A= |7 11 2
3 2 6

(a) Determine a matriz inversa de A usando o método de eliminagao de Gauss com
pesquisa parcial de pivot.

(b) Determine os valores préprios de A usando o método de Newton para calcular
as raizes do polinémio caracteristico de A.

(c) Determine os numeros de condi¢ao da matriz A relativos as normas || - ||,, p =
1,2, 00.

[4.2] Considere a matriz

A:{OH_l @ ], a>1.
o a—1

(a) Mostre que os valores préprios da matriz A e os correspondentes vectores
préprios sao

1 _B=1
)\1:Oé+67 ulzlﬁ_lla )\2205_67 ngl 104 ]7

[0}

onde § =+va?2 + 1.
(b) Determine cond,(A), p=1,2,00.

(c) Determine as solugoes dos sistemas lineares

Az =, Az =,



onde b= \uy, b=b+eu;, c€R, e verifique a validade da desigualdade

[ = Zlloo

Hx”oo

< condy,(A) o

(d) Determine as solugdes dos sistemas lineares
Ax =b, AT =0,

onde b = \uy, b=>b+cuy, €€ R, e verifique a validade da desigualdade

[ = Zf|oo 16— blloo
= < condy(A) >
[/l 1Bl
[4.3] Considere a matriz A € M"(R) da forma
B /6 a .. o .. a T
o 1 0 --- 0
A= 0 o | a#0, [(#0.
e . 100
0 - oo 01

(a) Determine a matriz inversa de A.
(b) Determine cond;(A), cond(A) e cond.(A).

(c) Considere os sistemas lineares

Ar = b, AF =1,

onde A é tomada com a = 3 =1, b € R" é tal que [[b]| = 1, b difere de b a menos de
1072™ em cada uma das componentes e A é obtida a partir de A por adicao de 1
aos seus elementos; m é tal que n10™™ = pu < 1. Apresente uma estimativa para o erro

relativo da solucao  em relacao a solucao x.

[4.4] Considere o sistema linear Ax = b, onde A € M"(R) é uma matriz triangular,
superior ou inferior, nao singular. Mostre que quer o método de Jacobi quer o método de
Gauss-Seidel, com condicao inicial arbitraria, permitem obter a solucao exacta do sistema

num numero finito de iteradas e determine quantas.

[4.5] Considere o sistema linear Az = b, onde

1 10 5 22
A=|1 -3 —10 |, b= | —21
10 1 5 31



(a) Por reordenagao das linhas obtenha um sistema A’z = b’ para o qual os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel sejam convergentes para a sua solugao para qualquer condig¢ao
inicial. Justifique.

(b) Determine um valor aproximado da solugdo do sistema A’z = ' com um erro
absoluto inferior a 0.1 pelo método de Jacobi com condigdo inicial #(® = [1 1 1]T.

(c) Determine um valor aproximado da soluc¢ao do sistema A’z = b’ com um erro
absoluto inferior a 0.1 pelo método de Gauss-Seidel com condicdo inicial z(® = [1 1 1]7.

[4.6] Considere a matriz

4 3 «
A=1|3 4 1
a 1 2

onde o € R.
(a) Determine os valores de o para os quais a matriz A é definida positiva.

Nota. Uma matriz simétrica A € M"(R) diz-se definida positivase e s6 se x7 Az > 0, Vz €
R™\ {0}. Uma matriz ¢é definida positiva se e s6 se sdo positivos os determinantes de todos
os menores principais de A; chama-se menor principal de A a submatriz de dimensao k
de A cujos elementos sao os elementos das primeiras k linhas e k£ colunas de A, com
k=1,2,...,n.

(b) Determine os valores de « para os quais a matriz 2D — A, onde D é uma matriz
diagonal com a mesma diagonal principal que A, é definida positiva.

(c) Determine os valores de « para os quais o método de Gauss-Seidel converge para
a solucao do sistema Az = b, Vb e R?, Yz e R3.

(d) Determine os valores de « para os quais o método de Jacobi converge para a
solucdo do sistema Az = b, Vb e R3, Yz € R3.

[4.7] Considere o sistema linear Az = b, onde

4 3 1 1
A: 3 4 1 y b: O 5
11 2 0

para o qual foi verificado no Exercicio [4.6] que o método de Gauss-Seidel converge para a
sua solugao para qualquer condigao inicial enquanto que o método de Jacobi nao converge
para todas as condigoes iniciais. Mostre que o método de Jacobi converge para a solugao
do sistema Ax = b se e s6 se as condigOes iniciais pertencerem ao plano

x 1
{I': (I1,$27x3) ER3:I1+I2—|—§ — g}



[4.8] Considere o sistema linear Az = b, onde

1 —a

—a 1 7

0 < a <1, ebéum vector arbitrario. Estude a convergéncia do método de Gauss-

Seidel modificado com parametro w > 0 para a solucao do sistema Ax = b para qualquer
condicao inicial para todos os valores de a e w.

A:

[4.9] Considere o sistema linear Az = b, onde A é a matriz

10 3 1
A=1|2 —10 3 |,
1 3 10

e b é um vector arbitrario. Determine os valores do parametro w € R™ para os quais o
método de Jacobi modificado converge para a solucao do sistema Az = b para qualquer
condicao inicial e o valor wypy para o qual o método converge mais rapidamente.

[5.1] Considere o sistema de equagdes nao-lineares

{ 53 — 25 =0

4xg —sinxy; —cosxg =0

(a) Mostre que o sistema tem apenas duas solucoes em R.

(b) Calcule valores aproximados das duas solugoes usando em cada caso quatro
iteradas do método do ponto fixo com a funcao iteradora apropriada.

(c) Obtenha uma estimativa do erro das duas aproximagoes obtidas na alinea (b)
usando a norma do maximo.

[5.2] Considere o sistema de equagoes nao-lineares

201+ a9+ ccosx3 =0
1 + 329 + 3ex123 = 0
ex? + 19+ 323 =0

onde € é um parametro real.

1 : < :
a) Mostre que para 3 <e< B o sistema tem uma solugao tnica z no conjunto

. 1



1
b) Para ¢ = 7 obtenha um valor aproximado da solucao z pelo método do ponto

fixo com condico inicial #(*) = 0 com um erro inferior a 0.1 (usando a norma do maximo).

1
c) Para e = 7 determine quantas iteradas do método do ponto fixo com condicao

inicial (%) = 0 seriam necessarias para garantir um erro da solucao inferior a 1075 (usando
a norma do maximo).

[5.3] Considere o sistema de equagoes nao-lineares
2x1 + x93 +1)—10=0
3rg 423 —8=0
3r14+23-9=0

a) Determine o valor aproximado de uma das solugdes do sistema usando duas
iteradas do método de Newton generalizado com aproximacdo inicial 2 = [a 3 1]T,
onde «, 3 sao numeros reais arbitrarios.

b) Determine o valor aproximado de outra das solugoes do sistema usando duas
iteradas do método de Newton generalizado com aproximacao inicial (% = [-4 —4 —4]T.

c) Verifique analiticamente que o sistema tem trés e s6 trés solugoes em R3.

[5.4] Considere o sistema de equacgoes nao-lineares
34 mas =9
3xire — w3 =4

a) Determine o valor aproximado de uma das solugbes do sistema usando duas
iteradas do método de Newton generalizado com aproximagao inicial () = [1.35 1.75]T.

b) Obtenha uma estimativa do erro da solugao aproximada obtida na alinea anterior
(usando a norma do maximo).

c) Investigue a existéncia de outras solugoes do sistema usando o método de Newton
generalizado com diferentes aproximagcoes iniciais.

[6.1] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f: R — R:

; 1[0 1] 2
f) [T [0 1] 16

(a) Determine o polinémio interpolador de f, p3, nos pontos da tabela pela féormula
de Lagrange.

(b) Determine o polinédmio interpolador de f, ps, nos pontos da tabela pela féormula
de Newton as diferencas divididas.

(c) Mostre que

- 2)(2*=1)| =1
 ax |o(z —2)(a* —1)|



Sugestdo: Introduza a mudanca de varidvel © = 6 + % .

(d) Sabendo que |f®(z)| < 25, Vx € [—1,2], obtenha um majorante para o erro

es(r) = f(z) = ps(2),
vélido para todos os valores de = € [—1,2].

(e) Sabendo que f[1,2,3] = 25 determine o polinémio interpolador de f, py, nos
pontos —1,0,1,2, 3.

(f) Sabendo que f é um polinémio de grau 5 com quinta derivada positiva utilize
toda a informagao disponivel para obter a sua forma.

[6.2] Seja f € C'([a,b]) tal que f(a)f(b) <O0e f'(x) # 0, Vx € [a,b]; logo existe um tinico
z €la, b tal que f(z) = 0.

(a) Sejam xg,z1,...,x,, n+ 1 pontos distintos de [a,b] e sejam yo,y1,...,Yn OS
valores de f nesses pontos, isto é, y; = f(x;), 7 =0,1,...,n. Escreva uma expressao para
o polinémio g, € P, que interpola f~! nos nés yo, Y1, . . , Yn.

(b) Notando que z = f~1(0), utilize o polinémio g3 e os seguintes valores tabelados
para aproximar a raiz da equagao

x; 0.3 0.4 0.5 0.6
e~ % || 0.740818 | 0.670320 | 0.606531 | 0.548812
[6.3] Seja p, o polinémio interpolador de f em n + 1 nés xg,1,...,x,, igualmente

espagados do intervalo [a, b] e tais que xg = a e x, = b.

(a) Mostre que se existirem constantes positivas ¢ e M tais que ||f" V| < cM™

entao lim, o ||f — pnllee = 0. Verifique que este resultado se aplica & funcao f(z) = €3,

(b) Mostre que se existirem constantes positivas ¢ e M, M (b — a) < e, tais que
| £+ | < eM™(n + 1)!, entdo também lim, e ||f — Pnllsc = 0.

[6.4] Considere as fungoes f,g : R — R definidas por

1

o) = 5

glx) =€ +e "

(a) Determine os polinémios interpoladores de f nos pontos

2k
.CEk:—l—i-—, k:O,...,n,
n

paran =4 e n = 8. Compare graficamente os polinémios interpoladores com a funcao f.



(b) Determine os polindmios interpoladores de g nos mesmos pontos da alinea (a)
paran =4 e n = 8. Compare graficamente os polinémios interpoladores com a fungao g.

(c) Determine os polindmios interpoladores de f nos nés de Chebyshev,

2k +1
T = COS + T, k=0,1,...,n,
2n + 2

paran =4 e n = 8. Compare graficamente os polindmios interpoladores com a funcao f.

[7.1] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f: R — R:

i 012 3
i 10 1] 2
f) |1 o] 1] 16

(a) Determine de entre os polinémios p € P; aquele que minimiza a distincia

3

1/2
d(f,p) = [Z[f(ﬂ%) —p(ﬂ%)]Q] :
=0

(b) Idem para p € Ps.

(c) Idem para p € Ps.

(d) Determine em cada um dos casos o valor minimo da distincia d(f,p).

Nota: P,, designa o conjunto dos polindmios de grau menor ou igual a m € N.

[7.2] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f: R — R:

i 0 1 2 | 3 | 4
2 || -1.0 | 05 | 0.0 | 05 | 1.0
Fx) | 00 | 05 | 1.0 | 05 | 0.0

Determine de entre os polinémios trigonométricos da forma
d(z) = ag + a1 cos(mr) + ag cos(2mr),

aquele que minimiza a distancia

1/2
d(fa ¢5) = [Z[f(xz) - (%5(%)]2] .

[7.3] Considere a seguinte tabela de valores de uma fungao f: R — R:



? 0 1 2 3
T -1.0 0.0 1.0 2.0
f(z) 5.43656 | 2.0 | 0.735759 | 0.270671

Determine de entre as funcoes da forma

¢(r) = : z € R\ {-b/a},

aquela que minimiza a distancia

1/2
d(f,¢) = [Z[f(fﬂz) - ¢(5Uz)]2] .

[7.4] Determine de entre os polindmios de grau menor ou igual a 2 a melhor aproximag¢ao
minimos quadrados da fungao f : R — R, definida por f(z) = z* + 23, relativamente aos
seguintes produtos internos:

(a)
(g,h) = /_ g(z)h(x) dx, Vg, h € C([a,b]).

1
Sugestao: utilize os polinémios de Legendre.

" " g(2)h(x)
g(x)h(z
Jhy = =L~ dx, Vg, h € C([a,b]).
= [ L0 vehe ()
Sugestao: utilize os polindmios de Chebyshev.
(©) )
o) = [ e Tglaht@yde Voh e M)

—00
onde M?(R) designa o conjunto das fungoes continuas para as quais existe o integral
.2
S e lg(@))? da.

Sugestao: utilize os polinémios de Hermite.

[8.1] Considere o integral

1 2
I:/ e T dx.
0

(a) Determine o valor aproximado do integral usando a regra dos trapézios composta
com
M =1,2,2% 2% 2% 2% 26 27 28
subintervalos de integracao. Apresente uma tabela com as seguintes colunas:
(i) M.

(i) 11" ().



(iii) A estimativa de erro obtida a partir da férmula de erro

b—
B () = - MO, €l

(iv) A estimativa de erro dada pela férmula

1

S |10 = 12|

(v) O valor do erro ‘EfM)( f )’ calculado sabendo que o valor exacto do integral

é [ =0.746824132812. ..
(vi) O valor do quociente ‘EfM)(f)‘ /

B )|

(b) Repita o exercicio (com excepcao de (iii)) para o integral

1
f:/ Ve de.
0

[8.2] Calcule o valor aproximado dos integrais

L . L
I:/ e “dx, ]:/ sdz,
0 o 1+

usando as seguintes férmulas de quadratura:

o, 1, 0. 1O = 0.

Determine em cada caso os erros dos valores aproximados a partir dos resultados exactos:

I =0.746824132812 . .. I =0.785398163397 . . ..

[8.3] (a) Obtenha a férmula de Newton-Cotes fechada de ordem 8, a correspondente
féormula composta e os respectivos erros.

(b) Supondo que f € P,,,, onde v, = 1+ % [1+4 (—1)"], mostre que o erro de
integracao da férmula de Newton-Cotes de ordem n composta com 2M subintervalos,
onde M é multiplo de n, é dado por

[8.4] Deduza as férmulas de quadratura de Gauss de ordens n = 0,1,2 para calcular
integrais da forma

1) = [ et



Sugestao. Utilize os polinémios de Laguerre.

Nota. I(z*) = k!, k € Nj.

[10.1] Considere o problema de valor inicial

{ y'(x) = f(z,y(z)),
y(%) = Yo,

onde f : I x R — R é continua e Lipschitziana em relagao a segunda variavel, I é um
intervalo de R, xg € I, e yg é uma constante real.

(a) Obtenha um valor aproximado para Y (zo + h) usando dois passos de compri-
mento h/2 do método de Heun.

(b) Obtenha um valor aproximado para Y (xzo+h) usando um passo de comprimento
h do método de Taylor de 4% ordem.

(c) Obtenha um valor aproximado para Y (zo+h) usando um passo de comprimento
h do método de Runge-Kutta classico de 4% ordem.

[10.2] Considere o problema de valor inicial

{y/(I):f(ZL’), (ISJ]Sb,
y(a) = yo,

onde f € C([a,b]) e yo é uma constante real. Escrevendo a equagao na forma

y() = o + / " f(0)dr.

mostre que:

(i) o método de Euler modificado (ou método do ponto médio) corresponde &
aplicagao da regra do ponto médio ao integral;

(ii) o método de Heun corresponde & aplicacao da regra dos trapézios ao integral;

(iii) o método de Runge-Kutta cldssico de 4% ordem corresponde a aplicagao da
regra de Simpson ao integral.

[10.3] Considere o problema de valor inicial
{ y'(x) = [z, y(z),y (x),
y(zo0) = vo, y' (o) = 20,

onde f : I xR? — R é continua e Lipschitziana em relacao as segunda e terceira varidveis,
I é um intervalo de R, xg € I, e 1o, 29 sa0 constantes reais.



(a) Obtenha valores aproximados para Y (zo + h) e Y'(xo + h) usando dois passos
de comprimento h/2 do método de Euler.

(b) Obtenha valores aproximados para Y (xg + h) e Y'(z¢ + h) usando um passo de
comprimento h do método de Taylor de 2¢ ordem.

(c) Obtenha valores aproximados para Y (xg + h) e Y'(xo + h) usando um passo de
comprimento h do método de Runge-Kutta classico de 2¢ ordem.

(d) Obtenha valores aproximados para Y (xg + 2h) e Y'(z¢ + 2h) usando um passo
de comprimento h do método preditor-corrector constituido pelos métodos de Adams-
Bashforth e Adams-Moulton de 2¢ ordem, tomando para valores aproximados para Y (zo+
h) e Y'(xo + h) os valores obtidos em qualquer das alineas anteriores.

[10.4] Determine todos os métodos multipasso lineares estaveis com 3 passos e ordem de
convergencia 3.



