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ANALISE NUMERICA

Exercicios
3.1. Seja z € C™. Mostre que
a) [|zllec < 2]y < nlloflo;
b) [lz]l2 < [zl < V=]l
c) [zl < llzll2 < Vnl[z[|c.
. . ..o, 11
3.2. Sejam p, g € |1, oo[ expoentes conjugados, isto é, — + — = 1.
q
a) Demonstre a desigualdade de Young,
N
< 4+Z Vab>0.
p q

b) Demonstre a desigualdade de Holder,

u " 1/p /& 1/q
>zl < (D lail) (D lwl?) . vayec
=1 =1 =1

c) Mostre que a p-norma

n

1/p
lall, = (D) ™, 1< <o,

i=1

satisfaz a desigualdade de Minkowski (desigualdade triangular)

Iz +yllp < Mzl + lyllp, v,y € C™

3.3. Seja N uma norma num espaco vectorial E. Mostre que

[z —ylly = [lzlly = lyll~l, Yo,y €E.

3.4. Seja A € L. Supondo que sao conhecidos os valores préprios de A, determine:
a) os valores préprios de A~! (admitindo que A é invertivel);

b) os valores préprios de A™, m =1,2,..;



c) os valores préprios de A + ¢I, onde ¢ é uma constante.

3.5. Seja A€ L" e B = A* A. Mostre que:

a) B é hermitiana;
b) todos os valores préprios de B sdo nao negativos;

c) se A é nao singular entdo B é uma matriz definida positiva.

3.6. Considere no espago L™ a norma de Frobenius, definida para qualquer A = (a;;) € L"

por
" 1/2
|AllF = (Z |%’|2) :

t,j=1
Mostre que:

a) se A, B € L™ entao

IAB|r < Al BllF;
b) se A€ L" e x € C" entao

[Azll2 < [[A[lll2]l2;

c) se A,U € L" e U é unitéria entao

[AUl[r = [[UA][r = [[Allr;

d) se A € L" é hermitiana entao

[AllF =

onde \;, i = 1,...,n, sao os valores préprios de A;

e) se A € L" é hermitiana entao

1
5 4l < Al < 4]

3.7. Seja M uma norma matricial associada a uma certa norma vectorial V. Mostre que:

a) |[|a =1, onde I é a matriz identidade;

b) se A é invertivel, entao

1
1A ar =
1Al as



3.8. Mostre que a norma de Frobenius nao esta associada a nenhuma norma vectorial.

3.9. Sejam A,U € L™. Mostre que:
a) Se A é hermiteana, entao ||Alls = r,(A).

b) Se U é unitaria, entao ||Alls = [[UA|]2 = ||AU]||2.

3.10. Seja @ € L™ uma matriz nao singular.

a) Mostre que a func¢do V(z) = [|Q'z||s define uma norma no espago vectorial C".

b) Verifique que a norma matricial M associada a norma V da alinea a) tem a
seguinte expressao:

1Al = 1Q7" AQll

3.11. Seja A € L™ uma matriz tal que ||A]| < 1. Prove que a matriz I — A é nao singular
e que

1
I-A<—FFr.
I =471 < =

3.12. Considere a matriz
L1 o
10 10°C
e o sistema Az = b, com b= [1 10797, que tem por solugao exacta x = [1 1]T.

a) Determine cond(A).

b) Considere o sistema A% = b, onde b = [1 +¢ 10767, Obtenha

Hb_ EHOO
100 = 77— ¢ [l =
[1b]]o

[ = Tf|oo

[0

c) Considere ainda o sistema Az = b, onde b = [1 2 x 107%]7. Obtenha

||b_6||oo

|z — Z[|
[0ollc = = e o =
10|co 12|
3.13. Considere a matriz
e 0.00005 1
N 1 1
a) Determine cond;(A).
b) Ao resolver um sistema Ar = b com a matriz A, sabendo-se que o segundo

membro é afectado por um erro cuja norma, em termos relativos, satisfaz |01 < ¢,
determine um majorante da norma correspondente do erro relativo da solucao, ||0, ;-



3.14. Considere a matriz

1 0 a
A= 0 1 0
—a 0 1
a) Verifique que
1 a
e 0 e
A= 0 1 0
a 1
e U e

b) Calcule cond(A) e cond;(A).

c) Para que valores de a € R hd mau condicionamento da matriz? E se considerar
acC?

3.15. Considere a matriz

1 0 1
A=|1 -1 0|,
a 0 3

onde a € R. Suponha que ao resolver o sistema Az = b, com um certo valor de a, obteve
a solugao = (1,1, 1). Supondo que o valor de a estd afectado de um certo erro, de valor
absoluto nao superior a ¢, determine um majorante de ||Azx| ., onde Az é a diferenca
entre a solucao obtida e a que se obteria se fosse conhecido o valor exacto de a.

3.16. Considere um sistema Ax = b em que o segundo membro é dado com um erro
relativo ||0y]|; < 0.1. Sabendo que a matriz é simétrica e que [|Alloo < 7, [|[A7Y1 < 1,
determine um majorante para ||0;||oo-

3.17. Seja A € L™ uma matriz com a forma

1 -1 ... ... =1

o 1 -1 ... -1
A=

0 0 1 -1

0 1

a) Calcule A~
b) Determine cond;(A) e cond,(A).
c) Sejam by e by dois vectores de R" tais que

161 — b2l oo
1611l oo

Sendo x7 e x5 as solugoes dos sistemas Ax = by e Ax = by, respectivamente, determine
um majorante de

< 1075,

||l‘1 - I2||oo

21|



no caso de n = 20. Comente.

3.18. Seja A € L™ uma matriz com a forma

_b a o« . . a—
01 0 0
A:
1
0 0 1|

a) Calcule [|A]« e [|A]]:-

b) Sabendo que a inversa de A é uma matriz idéntica a A mas com valores b’ =
1/b, o' = —a/b, calcule os nimeros de condi¢ao da matriz A com as normas ||. ||, ||.||1 €
com o raio espectral. Comente.

c) Considere o sistema Ax = y. Dado um vector § aproximado de y, com ||y||« = 10,
a menos de 107%, em cada uma das componentes, apresente uma estimativa para um
majorante do erro relativo da solugao .

d) Sejaa=1,b=1,n < al0™, com o < 1. Supondo que A é uma perturbacio da
matriz A por adicao de 1072™ nos seus elementos, determine o mesmo que na alfnea c).

3.19. a) Sendo A, X € L", A nao singular, mostre que
Il — XA| < cond(A) ||I — AX]|.

b) Considere a matriz

1 2 3
A=14 5 6
7 8 89999

e a seguinte aproximacao para a matriz inversa A~!

—10067.2  20099.9 —9952.58
X =1 20132.3 —40198.9 19905.2
—10065.5 20099.3 —9952.58

Calcule I — AX e I — X A. Obtenha uma estimativa para cond;(A).

3.20. A matriz A € L" diz-se estritamente diagonal dominante (por linhas) se

n
laa| > lagl,  Vie{l,...,n}.
i

Mostre que uma matriz estritamente diagonal dominante é nao-singular.

3.21. Seja A € L™ uma matriz triangular inferior, nao singular. Pretende-se resolver um
certo sistema Ax = b, partindo de uma aproximagao inicial arbitraria.



a) Se aplicarmos o método de Gauss-Seidel, podemos garantir que a solugao exacta
¢é obtida com um nimero finito de iteragoes. Justifique e diga quantas.

b) A mesma pergunta, em relacdo ao método de Jacobi.

3.22. Considere o sistema linear Az = b , com

onde ajiase — ajaas # 0.

a) Mostre que os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para qual-
0) 12021

uer aproximacao inicial z(© se e s6 se <1, onde p =
s b

11022
b) Suponha que para ambos os métodos, a convergéncia estd garantida e que existe
o limite
- [le™ V]
¢ = lim ——rr.
o ]

Determine ¢; para cada um dos métodos.

c) Nas condicdes da alinea b), partindo de uma aproximacao inicial arbitraria (),
quantas iteragoes é necessario efectuar (utilizando cada um dos métodos) para obter uma
aproximacao x*), tal que ||e®| < e ?

d) No caso do método de Jacobi, mostre que se a matriz do sistema tiver a diagonal
estritamente dominante, por linhas, se verifica

2+ — gl < 1LHx(sz) — W
— Y

, ~ . , ;. . aiz| [A21
onde z é a solucdo do sistema, z*) é a k-ésima iterada e o = max (u [021] .

BB

Efectue a primeira iteracdo do método de Jacobi, partindo da aproximacao inicial 2(®) =
[2 1]7. Com base na alinea d) determine um majorante do erro do resultado obtido.

e) Considere o sistema

3.23. Considere o sistema linear
1 0 1 7 p
-1 1 0 Ty | =
1 2 =3[ 2

o O

a) Prove que o método de Jacobi converge para a solugdo exacta deste sistema,
qualquer que seja a aproximacao inicial.



b) Mostre que, caso utilizar o método de Gauss-Seidel, a convergéncia depende da
aproximacao inicial. Indique uma aproximacao inicial (diferente da solugao exacta) para a
qual o método é convergente e uma aproximacao inicial para a qual o método ¢é divergente.

3.24. Seja A € L™ uma matriz simétrica e definida positiva.

a) Mostre que o método de Gauss-Seidel converge para a solugao do sistema Az = b,
qualquer que seja z© € R™.

b) Considere o sistema linear Az = b, com

431 1
A=|3 41|, b=1]0
11 2 0

Verifique que embora A seja simétrica e definida positiva, o método de Jacobi nao con-
verge.

c) Mostre que se, além de A € L™ ser simétrica e definida positiva, também a matriz
2D — A, onde D = diag(ay1, ass, ..., an,) € definida positiva, entdo o método de Jacobi
converge para a solucao do sistema Az = b, qualquer que seja (¥ € R™.

3.25. Considere a matriz

3 0 14 cosb
A= 0 4 0
-3 0 10

a) Mostre que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solugao do
sistema Az = b (com b € R® qualquer), dado 2® = [0 — 212 10°]7.

b) Estabelega uma estimativa de erro para o método de Jacobi, efectuando a pri-
meira iteragao com x(¥) = [10° 10° 0]T.

c) Ao fim de quantas iteragdes n é possivel garantir um erro |le, || < 107°.

3.26. Considere as matrizes da forma

a —0 «
A=10 =0 —a |,
=0 «a

onde 0 < 8 < a.
a) Mostre que, qualquer que seja a iterada inicial, o método de Jacobi converge e o
de Gauss-Seidel nao converge para a solucao de um sistema Ax = b.

b) Considere § =1,a=2,eb=1[0 0 0]7. A solugio tinica do sistema Az = b serd
=00 0]



(i) Mostre que se comecar com (¥ = [0 2 1]7 ou outro vector qualquer, ao
fim de trés iteragoes obtemos a solugao exacta pelo método de Jacobi. (Verifique que o
raio espectral da matriz C' associada ao método de Jacobi é 0).

(ii) Mostre que se comecar com z® = [I 2 1]7, aplicando o método de
Gauss-Seidel, obtém 3 = 2 = [0 2 1]7. Verifique que esse vector é um vector préprio
associado ao valor préprio 1 da matriz C' (do método de Gauss-Seidel) e néo é soluc¢ao do
sistema.

3.27. Considere o sistema de equagoes lineares

1 10 1 71 12
1 1 10 T | = | 12
0 1 1 T3 12

a) Reordene as linhas de modo a que matriz do novo sistema tenha a diagonal
estritamente dominante.

b) Aplique o método de Jacobi ao novo sistema e efectue 4 iteragoes. Calcule um
majorante para o erro na 42 iterada. Considere z(®) =[—4 —4 —4]7.

c) Aplique o método de Gauss-Seidel até que ||z — z*~1|| < 1072. Conclua sobre
o erro da iterada x*).

3.28. Considere o sistema

1 10 8 T 28
2 =7 —-10 To | = | —23
10 2 6 T3 34

a) E possivel reordenar as linhas do sistema de modo que os métodos de Jacobi e
Gauss-Seidel sejam convergentes? Justifique.

b) Escreva o sistema na forma iterativa e determine 4 iteradas do método de Gauss-
Seidel com 2 =[1 1 1]7.

3.29. Considere o sistema linear Az = b, onde

0723 1
51 3 0 2
A: s b:
1115 —1
018 3 0

Verifique que este sistema pode ser resolvido por um processo iterativo da forma
2D = B ® 4 ¢ k=0,1,...

Identifique a matriz B e o vector ¢. Se (® = [0 0 0 0]7 estime a norma do erro de z*).



3.30. Pretende-se determinar a solucao do sistema

- on

1 11 1 on

1 2 11 T gn-1
1 1 o 1 Tt 92

11 120 || 2

a) Mostre que os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem para a solugao do
sistema.

b) Estabeleca uma estimativa de erro para o método de Jacobi, assumindo que
e®=[-12" 0 0]7.

c) Comente quanto a rapidez de convergéncia quando n — oc.

3.31. Seja A uma matriz real quadrada, de ordem 2, tal que os seus valores proprios sao

complexos:
)\1’2 = q £ 1b.

Considerando a solucao de um sistema linear com a matriz A, pelo método da iteragao
simples, determine:

a) o intervalo de valores de w, para os quais estd garantida a convergéncia do método;

b) o valor w,, para o qual se obtém, em principio, a maior rapidez de convergéncia,
e o valor correspondente do raio espectral de C(w).

3.32. Considere o sistema linear Ax = b, com

N
|
o O = = w

1
0
)
1
0

= ot = O O

1 0
5 0
0 01,
0 1
0 5

a) Sabendo que os valores préprios de A satisfazem \; € [5—+/3,54+/3],i =1, ...
determine os valores de w para os quais o método iterativo

',

2D = 20— (Ax® —p), k=0,1,...

converge para = qualquer que seja a aproximacao inicial z(©).

b) Seja w = 0.2. Partindo de z(® = [1 0 0 0 0]7, calcule as trés primeiras iteradas
pelo método da alinea a). Estime o erro da iterada 2® na norma || - ||s.
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3.33. Considere o sistema linear Az = b com

2 w 0 1
A=11 2 2w |, b=1|0 1,
01 2 1

onde w € R.

a) Mostre que tanto o método iterativo de Jacobi como o de Gauss-Seidel convergem
para a solucdo deste sistema, qualquer que seja a aproximacao inicial (¥ € R3, se e s6 se
lw| < ‘51. Prove também que o método de Gauss-Seidel converge mais rapidamente, desde
que w # 0. Como é que os dois métodos convergem quando w = 07

b) Sejaw =1 e 2® =[000]7. Calcule as trés primeiras iteradas pelo método de

Gauss-Seidel. Obtenha uma estimativa para o erro ||z — 2®||4.

c) Determine os valores de w para os quais a matriz A é definida positiva.

3.34. O sistema de equacoes lineares,

1 —a
[ ]x:b
—a 1

pode, sob certas condigoes, ser resolvido pelo método iterativo

1 0 L) l—w wa
—wa 1 0 1 —w

a) Para que valores de a 0 método converge se w =17

=%+ wb

, , _ 1 _ 1
b) Serd que o o método converge para a = —5 ¢ w= 37

3.35. a) Mostre que a condi¢ao w € (0,2) é necessaria para que o método das relaxagoes
sucessivas convirja para a solucao do sistema Az = b.

b) Prove que, se A € L™ for simétrica e definida positiva, entao a condigdo w € (0, 2)
é suficiente.

3.36. Seja A € L™ uma matriz nao-singular e seja C' € L™ uma aproximacao de A~!.
Considere o seguinte método iterativo para a resolu¢ao numérica do sistema linear Ax = b,
conhecido por método de correccao residual:

D) = 2®) 4 oy k=0,1,...
T(k):b—ALU(k)7 k:O717
) ¢ R"

a) Mostre que se ||I — CAH < 1, entéo O método converge para T qualquer que Seja
(0) n
z\W e R™,
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b) Seja A(e) = Ao + €B, com

210 0 1 1
Ay=1|121|, B=|-1 0 1]/,
01 2 -1 -1 0

onde 0 < ¢ < 1. Aproxime a solugao do sistema A(e)x = b, com b= [111)T e =10"*
pelo método de correccio residual com um erro inferior a 107°. Tome C' = Aj*, isto é,

1
4 2 4

3.37. Considere o sistema linear

MR

Compare as dez primeiras iteradas dos métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel, partindo da
aproximacao inicial z(® =0

3.38. Considere o sistema linear
0.96326 0.81321 T 0.88824
0.81321 0.68654 To | 0.74988 |

Aplique o método de Gauss-Seidel a este sistema partindo da aproximacao inicial (¥ =
[0.33116 0.70000]7.




