(3 val.)

(2 val.)
(2 val.)

(2 val.)

(3 val.)

(3 val.)

(2 val.)

(3 val.)

Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

Calculo Diferencial e Integral II
Todos os cursos excepto MEBiom, MEFT, LMAC
Teste de Recuperacao - 18 de Junho de 2008 - 9h

Duracao: 90 minutos

Apresente e justifique todos os calculos

Teste 1

1. Calcule ou mostre que nao existe o limite
2
lim 2xy 5
(z,y)—(0,0) T2 + Yy

2. Seja f : R? — R uma funcdo de classe C?, tal que Vf(0,1) = (0,1). Seja ainda
¢ : R? — R dada por p(x,y) = f(y,cosz).

(a) Mostre que (0,0) é um ponto de estacionaridade ou ponto critico de ¢.
(b) Sabendo que a entrada (1,1) da matriz hessiana de f no ponto (0,1) é —2, mostre

—1
que a matriz hessiana de ¢ no ponto (0,0) é [ 0 5]2 }

(c) Classifique o ponto de estacionaridade (0,0) de ¢.

3. Determine uma base para o espago tangente ao cone
C={(z,y,2) ER®: 2? +¢* = 2%}

no ponto (3,4,5).
4. Seja f : R* — R a funcdo definida por f(z,y, z,w) = (x — 2)? + (y — w)?.

(a) Justifique que a equagao f(z,y, z,w) = 2 define w como uma fungao ¢ de (z,y, z),
de classe C'', numa vizinhanca do ponto (1, —1,0,0). Calcule D¢(1,—1,0).

(b) Use o método dos multiplicadores de Lagrange para determinar os pontos das
curvas R = {(z,9) €R?:y =2 —1} e P = {(z,w) € R? : w = 22} mais préximos
entre si. Sugestao: note que a funcéo f calcula o quadrado da distancia entre os
pontos (z,y) e (z,w).

5. Seja f : R™*! — R uma funcao de classe C? tal que a funcio g : R® — R definida por
g(z) = f(x,0) tem um ponto de estacionaridade (ou ponto critico) em x = 0 e a matriz
hessiana, H,(0)(= D?g(0)), de g na origem satisfaz det H,(0) # 0. Mostre que a fungao
gt : R” — R definida por

g1(x) = f(,1)
tem um ponto de estacionaridade numa vizinhanca da origem, para t suficientemente
pequeno.
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Teste 2
1. Considere a regidao V C R? definida por

V={(z,y,2) eR*:a? +4* <1422 220, y>0, 0< 2 < 1}.

(3,5 val.) a) Escreva uma expressdo para o volume de V' da forma
() o)
(3,5 val.) b) Calcule a massa total de V sabendo que a densidade de massa é dada por a(z,y, z) =
14 22
(3 val.) 2. Calcule a carga do fio com a configuragao da linha

2
L={(a,y.2) R :a”+ 5 =1, 2: =y},
sabendo que a densidade de carga é dada por o(z,y,2) = V1 + 422.

3. Considere a superficie
S={(z,y,2) ER®: 2 =4 — 2% — 4 2>0},

orientada com a normal unitédria n, tal que n, > 0. Seja F(x,y, z) = (z,y, —22).

(4 val.) a) Utilize o teorema de Stokes para calcular o fluxo de F através de S no sentido de
n.
(3 val.) b) Calcule o trabalho do campo
—2(y — 1) 2
H = -—L 7 =
($’y7’z) <x2+(y_1)2 +Z7$2+(y_1)2’$>?

ao longo do bordo de S, percorrido no sentido anti-horario relativamente ao ponto
(0,1,10). Diga, justificando, se H é um campo gradiente no seu dominio.

(3 val.) 4. Use o Teorema de Green para obter uma férmula para a drea de um pentagono cujos
vértices sao P; = (x;,y;), 1 = 1,--- ,5, ligadas por arestas P P», P, P3, etc.



