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Calculo Diferencial e Integral 11
Ficha de trabalho 5

(Teorema de Fubini. Regra de Leibniz. Mudanga de Varidveis de Integracdo)

1. Calcule o integral da fungdo indicada no rectangulo {(z,y) € R?: :0<x <1, 0 <y <2}

(@) flz,y) =2y
(b) f(z,y) = ysen(zy).

2. Invertendo a ordem de integrac3o, calcule
1 .3 2
jo (j?)y e’ dx) dy.
fo (o " ysenw da) dy.
3. Calcule a drea da seguinte regido
D={(z,y) ER*:0< 2 <y<2—2a?}

usando um integral iterado da forma [( [ dxz)dy. Calcule ainda (usando a ordem de integragdo
que entender) as coordenadas do centro de massa, e os momentos de inércia em torno dos eixos
Oz, Oy e da origem de uma placa com a forma descrita por D admitindo que a densidade de
massa é constante igual a 1.

4. Inverta a ordem de integracao dos seguintes integrais duplos
) [1 ([ e @ y)dy) da
fl ( 2; z? f(x,y)dy) dz.
O Iy (/"5 Flay)dy) da.
(d) fﬁ (fsserfz,w\ /(@ y)dy) da.
(fbeny (z,y) daz) dy.
f_ ( RAC y)dy) de+ [1) (fjl%f ,y) dy) dz.
5. Calcule [, f com

(a) f(z,y,2) = m e V o sélido limitado pelos planos coordenados e o plano x+y+z =
1.

(b) f(x,y,2) = xyz e V o sélido limitado pelos planos 2 =1, 2 =0, y=1y=0,2=0eo0
paraboléide z = 22 + 2.

6. Considere a regido
V={(zx,y,2) ER®:24y+2:<1;24+y—22<1;2>0; y>0}
Calcule o volume de V' na forma:
a) [ da) dy) dz.
b) [ ([ ([ dz) dy) da

7. Calcule o volume e as coordenadas do centrdide do sélido limitado pela superficie z = 22 — 32,
o plano zy e os planos z =1 e z = 3.



8. Escreva expressdes para o volume de V' na ordem indicada.

(@) V={(z,y,2) eR*: >0,y >0,2+y < 1,0 < z < z+y} nasordens [ ([ ([ dy) dz) dz
e [ ([ ([ dx)dy)d-.

(b) V o sdlido do problema 5(b) nas ordens [ ([ ([ dz)dz)dye [ ([ ([ dz)dy) d=.

() V =A(z,y,2) € R® : 22 +y> < 1; 22+ 22 < 1} nas ordens [ ([ ([dy)dz)dz e
J(J ([ dz) dy) da.

(d) V = {(z,y,2) € R®: 2 + y*> < 1,2% — y?> < z < 1} nas ordens [ ([ ([ dz)dy)dz e
J ([ dy) d2) d.

() V=A(z,y2) eR*: £ <y<a; 0<z<az;x<1}nasordens [ ([ ([dz)dy)dr,

[T ([ de) d)dy e (] o) dy) d-.

9. Escreva o integral ffs f(z,y)dzdy em coordenadas polares considerando as seguintes regides

(@) S={(z,y) € R?: 22 + 9% <2,y < |z|}.

(b) S={(z,y) e R?: 1 <2?+y*> <4,z >0}

(c) S={(z,y) eER*: 2 >0,y >0,z +y < 1}.

(d) S ={(z,y) e R?: |z| < 1,22 <y <1}

(€) S={(z,y) eR2:0<z<1,—z<y<1—a?}.
(f) S={(z,y) eR*: 0< 2 < 1,0 <y <%}

10. Utilizando coordenadas polares (possivelmente modificadas), calcule

) [2, (f W :cQ_yZdy) dz.
®) L (1 mrbedy) da.

() Jy (S @ +—y2)dy) da.
(d) [ [gcos((z—1)*+ (y — 1)*)dady com S = {(z,y) e R*: (x —1)* + (y — 1)* < 2}.
(e) A drea da regido A = {(z,y) € R? : 2% + y <1;y>|z|}

11. Considere a transformacdo de coordenadas definida por

r=u-+wv, y:U—uQ.

(a) Sendo T o tridngulo com vértices (0,0),(2,0) e (0,2) no plano uwv, determine a imagem
de T no plano xy pela transformacdo de coordenadas.

(b) Sendo S o conjunto determinado na alinea anterior, calcule [ [ mdxdy.

12. Considere o conjunto
D={(z,y) eR*:x+y<1;0<y<a},

e seja f : D — R definida por f(z,y) = e —(z+y)* (22 — y?). Calcule fo utilizando uma
transformac3o de coordenadas apropriada. Justifique cuidadosamente.

13. Escreva expressbes em coordenadas cilindricas e esféricas para o integral [ [ fv f(z,y, 2)dzdydz
para as seguintes regides V.

@) V={(z,y,2) eR3: 2?2 + 3> < 1,2 >0,0< 2 < 1}.

(b) V ={(z,y,2) e R3: /a2 + 92 < z < /1 — 22 —y2}.



() V={(r,y,2) eR®: 0<y<z,2>0,1<a?+y?+22<2}.
14. Considere a regido
U={(z,y,2) eR¥:1<a? +y* +2°<4; 2> <2’ +y*; >0,y >0},
com densidade de massa dada por a(xz,y,2) = 22 + y2.

a) Escreva expressdes para a massa de U utilizando coordenadas esféricas e coordenadas cilindricas.
b) Calcule o momento de inércia de U relativamente ao eixo Oz.
15. Considere a regido
V={(z,y,2) eR®: 2% +3y> <1; 22 +3y? < 2 <3 — 2% — 3%},
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com densidade de massa dada por a(x,y,z) = z°.

a) Calcule a massa total de V.

b) Calcule a coordenada z do centro de massa de V.
16. Calcule o volume da regido B C R? definida pelas condicSes

0<z<4-222+9?), se 0<z?2+4+9y2<1
0<2z<3—(22+79?), se 1<z?2+4+y?<3.

17. Considere o sélido
S={(z,y,2) ER®: 1 <2’ +22<4;0<y< (@’ +29)7; 2>0,2 >0},
com densidade de massa dada por a(z,y, z) = xyz. Calcule a massa total de S.

18. Calcule o volume de cada uma das regides
a) A={(z,y,2) eR*: 0<y<1—-(Va2+22-1)2;2>0; 2 >0}
b) B={(x,y,2) eR3: (Va2 +y?2 —4)2+22<1;y>0}.

19. (a) Calcule F’(0) onde F' é a fungdo definida pela expressdo F(t f et dx.
(b

) Escreva uma expressdo integral para as derivadas parciais da fun(;ao definida por

1 u
F(z,y) = / (/ arctan(zu + y2v) dv) du.
0 0

(c) Escreva uma expressdo para a derivada da fun¢do G: R — R definida por

G(z) = / log (1 + €™) dt.
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20. Sendo f: R? — R uma funcio de classe C'!', ache uma expressio para a derivada da funcdo

z) = /fL’ ftz,t* + %) dt

21. Sendo V; = {(x,y,2) e R®: 1 <22 +y? + 22 <t} e F: [1,+0o[—~ R a fungdo definida por

t(w +y +z )
/// ————dxdydz,
v, (22 4+ 9?2+ z2)

calcule F'(t).



