GEOMETRIA DIFERENCIAL — OUTONO DE 2003

Ficha 7
Entregar até ao dia do Exame (23 de Janeiro de 2004)

1. Considere uma sucessao exacta curta de fibrados vectoriais
0 3 n—2=¢ 0

Mostre que esta sucessao exacta curta cinde-se, i.e., existe um monomor-
fismo de fibrados vectoriais ® : 8 — n tal que ¥ o & =id,.

2. Se & = (m, B, M) é um fibrado vectorial orientavel e M é uma variedade
orientavel, mostre que E é uma variedade orientavel.

3. Seja & um fibrado vectorial e {gns} um cociclo definido por uma trivial-
izagdo {¢,} de . Mostre que as seguintes afirmagdes sao equivalentes:

(a) & é orientavel;
(b) Existe um cociclo equivalente a { g,z } em que as fungoes de transigao
tomam valores em GL™(r);

(c) Existe um cociclo equivalente a {g,5} em que as fungoes de transicao
tomam valores em SO(r).

4. Sejam E; — M e E; — M fibrados vectoriais orientados sobre uma
variedade M compacta, orientada e conexa. Considere a soma de Whit-
ney deste fibrados vectoriais e as projeccoes:

E,® E,

Nesta soma considere as somas das orientagoes. Mostre que:
(a) As classes de Thom de E;, Fy e Ey @ E5 estao relacionadas por:
Upop, = mUg, A T3UgR,.
(b) As classes de Euler de E;, FEy e Ey @ E5 estao relacionadas por:
X(E1 @ E») = x(E1) Ux(E2).
(VSFF)



5. Seja M uma variedade que admite uma boa cobertura com k abertos, e
¢ um fibrado vectorial de rank r sobre M. Mostre que ¢ admite n = rk
secgoes globais si, ..., s,, que geram [,, para todo o p € M.

6. Seja M uma variedade compacta de dimensao d. Pode-se mostrar que:

(a) Se p1,...,pny € M entao existe um aberto U C M, difeomorfo a
bola {z € R4 : ||z|| < 1}, tal que py,...,p, € U.

(b) Se ¢ : S¥! — SS9 possui grau zero, entdo é homotdpica a

aplicagao constante.

Utilize estes factos para demonstrar que, se x(M) = 0, entdo existe um
campo vectorial em M que nao se anula.

7. Seja G um grupo de Lie conexo com &lgebra de Lie g. Mostre que
existe uma tunica conexao V em T'G, que é invariante por translacoes
a esquerda e & direita, e pela inversio g — g~'. Mostre, ainda, que V
satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Para todos os campos invariantes a esquerda X,Y € g:

1
VxY = 5[X.Y].

(b) A torcao de V é nula e a sua curvatura é dada por:

RIX,Y) 7 = i[[X,Y],Z], VX.Y. Z € X(G).

(c¢) A exponencial de V na identidade exp, coincide com a exponencial
exp:g— G.

(d) O transporte paralelo ao longo da curva ¢(t) = exp(tX), X € g, é
dado por:

Tt(V) = dLeXp(%X) . dRexp(%X) -V, Vv € TeG.

(e) As geodésicas sao as translagoes dos subgrupos a 1 parametro.
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