GEOMETRIA DIFERENCIAL — OUTONO DE 2003

Ficha 4
Entregar na Aula de 11 de Novembro de 2003

1. SL(2,C) designa o grupo das matrizes 2 x 2 complexas de determinante
1. Mostre que:

(a) SL(2,C) é 1-conexo.

(SUGESTAO: Recorrendo a decomposigao polar, mostre que SL(2, C)
se retrai em SU(2) = S3.)

(b) Todo o homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : sl(2) — gl(n) integra-
se num tnico homomorfismo de grupos de Lie ® : SL(2) — GL(n).
(SuGEsTAO: Considere a complexifica¢ao ¢° : sl(2,C) — gl(n,C)
de ¢ e utilize o exercicio anterior.)

2. Seja G um grupo de Lie compacto. Mostre que exp : g — G é sobre-
jectiva.

3. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos de Lie, com G conexo.
Mostre que se o nicleo de ® é discreto entao esta contido no centro de
G. Conclua que o grupo fundamental de um grupo de Lie é um grupo
abeliano.

4. Seja G um grupo de Lie compacto. Mostre que exp : g — G é sobre-
jectiva.

5. Seja V um espago vectorial de dimensdo d. Designe por Si(V') o con-
junto dos k-referenciais de V:

Se(V) ={(vy,...,Vvg): 08 vq,...,V, sao independentes}.

Mostre que Sy (V') possui uma estrutura de variedade diferencidvel ho-
mogénea de dimensao dk. A Si(V') chama-se variedade de Stiefel
dos k-referenciais de V.

6. Seja U : G x M — M uma acgao diferencidvel, e ¢ : g — X(M) a acgao
infinitesimal associada. Se G, é o subgrupo de isotropia de p, mostre
que a sua algebra de Lie é a subdlgebra de isotropia:

g = {X € g:9(X), =0},



