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INTRODUGAO

As aplicagBes twist que preservam a &rea so usadas como modelo
para uma grande variedade de problemas fisicos. Elas representam sis-
temas hamiltonianos de dois graus de liberdade e mostram-se Gteis na
descricfo de fendmenos da fisica da matéria condensada e da electrodi-
nfmica dos plasmas. Estas aplicagdes exibem solugBes - Orbitas - que
dependem sensivelmente das condigBes iniciais e da sua n8o linearidade.
Estas solucgBes podem ser peribddicas, quase-periddicas ou cadticas. Quan-
do as 6rbitas sFo quase~periddicas e ocupam superficies unidimensionais
invariantes, estas superficies sZo conhecidas por toros de Kolmogorov-
~Arnold-Moser (KAM), que sfo caracterizadas por um nUmero de rotagfo ir-
racional. Estes toros estratificam o espago das fases e limitam as oOr-
bitas cadticas existentes entre eles., Pelo teorema de KAM sabe-se que
os toros de KAM subsistem a pequenas perturbac¢Bes mas desaparecem quando
o pardmetro de perturbacfo atinge certo valor critico dependente do nl-
mero de rotagfo. Im seu lugar surgem conjuntos de Cantor, designados

por cantoros. O objectivo desta monografia é o estudo destes cantoros.

A dinBmica das aplicagBes twist nos cantoros é equivalente & di-

. . 1 . .
nAmica dos homeomorfismos em S~. DPor este motivo exple-se no capitulo I

a teoria dos homeomorfismos em Sl. No segundo capitulo demonstra-se a
existéncia de cantoros para as aplicagBes twist que preservam a 4rea e
algumas das suas propriedades. Esta exposi¢8o tem como base [11-1],

Wo capitulo seguinte o exponente de Lyapunov dos cantoros hiperbdélicos

& relacionado com o decrescimento exponencial dos gap's. Por fim, estu-
dam-se as propriedades méitricas dos cantoros definindo novos conceitos,
o de subdimensZo e o de medida logaritmica fractal, para caracterizar

conjuntos de dimensZo de Hausdorff nula, e relaciona-se esta 4ltima com

o exponente de Lyapunov.



T. HOMEOMORFISMOS EM st

. 1
I.1l. Homeomorfismos em S que preservam a ordem

Podemos identificar Sl como um subconjunto de R2 do seguin-
te modo:

Sl :{(X,y) € ]Rz : X2 + :\]"2 = 1}

Defina-se agora a projeccfo candnica m : R— S1

m(t) = (cos 2m $ , sen 21 1)

Com base nesta projecgfo vamos definir uma orientac¢do em Slz
diremos que, Yy € S1 estd entre x e 3z € S1 — Simbolicamente xoyoz -
sse existirem to, tl’ ﬁz ¢ R tais que ﬂ(to) = X, ﬂ(tl) =¥, ﬂ(tz) =z
<1

e to <% < to+-1.

1 2

Note-se que X 0y ¢z <=2z X 0y <=y ¥z X € dJue as
relages x oy az e z oy o x sfo incompativeis.

Um homeomorfismo ¢ de Sl preserva a ordem Sse X o ¥y @ Z =~
=>o(x) o o(y) o 9(z) VY X,¥.2 € st,

Note-se que, se ¢ & um homeomorfismo que preserva a ordem e ¥

estd entre x e sz, entdo wn(x) o @n(y) o @n(z) ¥neZ.

Agora e no resto da monografia utilizou-se a seguinte notagfo:

P = QO PO sss OF (o n veges composto) ; n =0

¢ = identidade

17 -l -1 -

@ =@ 0@ 0 ses O @"1 (o n vezes composto) ; n =0

onde © ~ é o homeomorfismo inverso de @ .
Definiremos na seguinte proposicdo o que se entende por levanta-

. 1
mento de um homeomorfismo em S,



- - - 1
T.l.1l. ProposigZo: ¢ & um homeomorfismo de S gue preserva a ordenm
sse existe um levantamento £ : R— R de ¢ que satisfaz as seguintes

propriedades:

a) mof =@or
P) f & uma fungHo continua estritamente crescente

¢) f(t+1) =1+ £(%)

dem. Dado ¢ defina-se T do seguinte modo:

£(0) & definido por ©(1,0) = m(£(0)) e £(0) € [0,1[, dado

0 <t < tl <1 temos por definigBo m(0) o m(t) o ﬂ(tl) e como

¢ preserva a ordem P(m(0)) « ¢(m(t)) « @(ﬂ(tl)), 0 que signifi-

ca gue existenm eo, Gt, th e R tais que:

ﬂ(go) = @(m(0)), ﬂ(et) = o(m(t)), ﬂ(etl) = @(m(t)) com

60 < et < etl <1+ 90, Temos ainda a liberdade de pdr Go = £(0)

e podemos defimir £(t) = 6., donde £(0) <2(t) <£(t") <1+2(0) @
Ficamos entZo com f(t) definida para 1t ¢ [0,1[, uma fungHo es-
tritamente crescente. Para definir f em R basta pdr

(%) = int(t) + £(t), onde t =t + int(t), t € [0,1[ e int(%) € Z.

Falta apenas verificar que T é continua:

Vs 0 l4tl] <€ => || 9 o M%) - © o m(EDI <7

(llell designa a norma em F@) => || mo £(%) - To f(ﬁl)ﬂ <1

mas Vg 3psg ¢ I m(@) -m(®ll <M=>3,, lo —B-ml <5 ,

Por outro lado ltwtll <1 =>]f() - f(tl)l <1, porque dado

0 < tht <1 entdo % < tl < t+1 e f(%) < f(tl) < £(%+1) = £(%)+ 1,
Portanto temos: 0 < f(tl) - (%) <1 (se tl > 1) e

m -0 < f(ﬁl) - f(t) <m+ 8§, logo m apenas pode ser igual a O

ou a 1. Se suposermos por absurdo que m = 1, vem 1:—6‘<f(t1) -

. 1 . 1
- P X4 2 < -
£f(3) < 1. Seja entdo tn tal gque tn < tn+1 7, lim tn 4

n —>oco



Lim  £(b) + 1-6 < f(eh) <1+ £(5) <1+ Llim £(3)
n T o4ee n > 4o o

mas 6 >0 é arbitririo, donde lim f(tn) + 1 <1+ 1lim f(t),
n " 40 n —> 400 o

o que é absurdo., Logo m = 0 e portanto V5>O 31>E>0 : [t-%li <eg==

—> lr(t) - 2D <.

Provemos agora a condigfo reciproca:

dedo x € S ent¥o x = ﬂ(tx) para certo t_ € [0,1[ , entdo

o(x) = ﬂ(f(tx)) estd bem definido, e

9x) = §y) <=> m(£(8,)) = m(E()) => F 5 T8I =F(t ) +m

mas  t_, ty € [0,1[, donde supondo, sem perca de generalidade, que
< E< < i
tX ty, temos Ty ty txi-l o que dadas as propriedades b)
. . < < o s~
e c¢) dimplica £(t) f(ty) £(+,) + 1, donde lf(ty) £l <1
o que juntamente com resulta em @(x) =0(y) <=> ‘tx =

:’Ey@>x:y @ .

Por outro lado temos %%30 E%>O | x-y |l <& => ame{o,l,ml}ltx"ty+ml

entfo, pela continuidade de f temos Vn>0 3€>O lx -3l <& =>

> If(tx) - f(ty-—m)] < TN e pela continuidade de ™ e por <c) temos:

Voso Feso Il 2 II<e => I m(£(t)) - m(z(e, ~m) <3

==> || m(£(t)) - n(f(ty))” <6
=> || o(x) - (Il <8 ®

(:) e (:) garantem que ¢ ¢é um homeomorfismo de st (note-~se, como

£

é 6bvio, que o é sobrejectiva).

Falta ainda provar que ¢ preserva a ordem:

Xy oz ==> Eto’tl’tz e R ¢ () = %, m(t) =9, m(t,) = =z

Aty < < B, <t + 1 escolha-se t, € [0,1[, entfo t = t s



t. = t, +m t, =, + m,, onde m, m, ¢ {0,-1} por e):

1’

f(%y) = f(tl) + m f(tz) = f(tz) + m e por b): f(tO) < f(tl) <

1? 2
< f(t2) < f(t0)+ 1 e portanto ﬂ(f(tx)) o ﬂ(f(ty)) = ﬂ(f(tl)) o ﬂ(f(tz)) =

= m(f(t,)) ou seja @(x) « o(y) o 9(z)

[

I.1.2, Proposig¢Zo: Dois levantamentos f e g de um homeomorfismo ¢

de S que preserve a ordem, diferem apenas por uma constante inteira.

dems Tof=®wom, TTog=@omn donde Mmof="mog¢g e portanto

Bme:Z :f=g+m porque £ e g sHo continuas.

]

Note-se que se f é um levantamento de ¢ ent3o f+m tambénm

,
0O e Vmez P

I.1.3, ProposicZo: Se £ ¢é um levantamento de ¢ entdo £ 4 um le-

vantamento de @n #nez .

dem. para n =0 é trivial;

s

para n > 0 por inducHo temos:

0T ==>1T 0 fn+1 = qp+1 om

1

mo £ = @n O TM==>e¢ 01T 0 £ = ¢n+1

n . n+
£ é continua estritamente crescente entfo f também o é

£4e1) = 1+ £28) => £ 1) = £(1ee(8)) = 1+ 22700

para n < 0 reduz-se ao caso n >0 sSe provamos que f”l é unm

levantamento de @"1:

1 1 -1

O ="moTf
1

Tof=@om=>mT=g@omoif =>¢

se T & estritamente crescente e continua f7 também o é

f(E+1) = £(8) + 1 =>1t+1 = f"l(f(t)i-l) == f'l(t)+-1::f'l(t+1)

[



I.2., NGmero de rotagio

Neste pardgrafo definiremos nlmero de rotagdo de um levantamento
e mostraremos a sua existéncia e algumas das suas propriedades.

0 seguinte teorema é devido a Poincaré (em 1885), existindo di-
versas demonstracg®es dests resultado, A gue analisaremos aqui encontra-

~-se na refer8neia [I-1].

I.2,1. Teorema: Seja £ ¢ R— R um levantamenio de um homeomorfismo

que preserve a ordem. EntZo,

(%) - x
n

v(x) = 1lim
n T 4R

existe e é independente de x € R,
A este limite v chamamos nfmero de rotacHo do levantamento £,
. R k . k
dem. a) Fixando k ¢ Z, seja Mk =max (£ (x)-%); e m, = min (£ (%) -x)

xeR xeR
vamos demonstrar que Mk - mk < 1.

Temos fk(x+1) = fk(x) + 1, donde fkw id é uma funcHo periéb-

dica de periodo 1. Consequentemente existe e R tais que

o I
0<x -y <1 e )ex =m e fy) -y =M
= X = Iy ’ ) = K =1y I/ =V = T o

Como fk & crescente tem-se fk(yk) = fk(xk) donde
M o+ y. = fk(y ) -~y + ¥y, = fk(x ) = + X
RS k k" Ik s N

e portanto Mk - = X, = ¥y < 1,

b) Vamos provar que fk(y) -y - 1< fk(x) -x < fk(y)_ v+ 1 b& yeR
?

de facto, fk(y)-_y—l = Mk—l < I =< fk(x)-x = Mk < 1+mk:S

ka(y) -y+1



c)

Pondoem b) y=0 e x= fk(a"l)(O) obtemos :
50y -1 < £59¢0) - 5Dy < 5oy + 1,

somando em j de 1l an, (n>0), vem

o . .
n(£5(0) - 1) < z 30y - £8U-Y (0)) < n(g®(0) + 1),
J=

dividindo por kn obténm-se

££00) 1) £50) 1

ko k] kn k k]

da mesma forma somando em j de 0 a (n-l), (n >0), ob-

tem~sSe
22500y - 1) < - 270y < n(e®(0y + 1)

e dividinde por kn

o) 1 . £ . £5(0) .1
k lel ~nk k Ik]
donde
kn k
£210) £50) 1
i kn =k ‘ = Tl Yic,nez

Temos entfo

. k k k k
£20) o) | o | £ £ |, |20y £7(0)
n k n kn kn k
1 1
+
Inl Ix]
£7(0)
ou seja, ———i 4 uma sucess3o de Cauchy e portanto existe
n
n
1im L9 _ yo).
n > 9

—

Retomando novamente a expressfo b) com y =0 vem

£500) -1 < £5(x) - x < £5(0) + 1



o que dividindo por k, wvenm:

S0 1 fSwex _ £, 1
k k] k k 3
%) -x
mostrando gque — converge para v(0) independentemente de x,

conforme gqueriamos provar.

L

T+2,2, Proposig¢Zo: O0s nfimeros de rotagfo de dois levantamentos de um

mesmo homeomorfismo, diferem apenas pela adigZo de um nimero inteiro.

dem., Sejam £ e g os levantamentos, entdo pela proposig¢fo I,1.2., te-

mos HMGZ :f=g+M. Ent3o, por indugZo, £ = gn + nM

n k4 n
1im L (X=X qip g (x)+nil-x lim B X=X oy

n = 400 n n > 400 n n = 40 n

\)f’—:
= vg + M []

Chamaremos nGmero de rotac¢fo de um homeomorfismo ¢ que preserva
a ordem ao nGmero de rotagfo de um levantamento de @ mbédulo 1, i.e.,

se v. & o nfmero de rotacfo de um levantamento f de ¢ entfo o nl-

T
mero de rotagdio v(¢) de ¢ ¢é a parte ndo inteira de V.: v(m)::vf
(Onde \’f = Vf + int Vf 9 \)f € [O’l[, il’l’t \)f € Z)a

Esta definic%o é, pelas proposig¢¥es I.1l.2, e I.2,2,, indepen-
dente do levantamento de @ que se considere.

Dados dois homeomorfismos ¢ e ¥ de Sl, diz-se que @ é
conjugado a ¥ sse existe um homeomorfismo H de S1 tal gque

¥Y=Hovo H—l, Esta conjugacBo diz~-se que preserva a ordem sse 0 ho-

meomorfismo H preservar a ordefis

I.2.,3, Teorema: Sejam ¢ e Y dols homeomorfismos de S1 gue pre-—

servam a ordem. Se ¢ & conjugado a ¥ preservando a ordem, entio



+8n nfimeros de rotagHo iguais, i.e. v(p) = v(¥),

dem. Seja f um levantamento de ¢ e h um levantamento de I tal

que h(0) ¢ [0,1] (onmde H & a conjugagdo: ¥ =H o 9o H"l), e

seja g=hof o h'le Entfo g é um levantamento de VY :

-1 1

Yom=HowoH om=Hogomo nl-Homof oh”

I}

mTohotf o oo g

il

g é, como é claro, estritamente crescente e continua

g(t+1) = h o £ o R™(t+1) = h o £~ (4)+1) = h(f o h™I(E)+1) =

hof oh l(#)+1 = g(t)+l

1}

Por outro lado x ¢ [0,1] => In(x) -x| <2 porque

0=<h(0) Sh(x) <h(0)+1 e portanto el € xS h(x)~x<2-% <2,
mas h - id & periddica de perfiodo 1, donde |h(x)-x| <2 VeeR 2
entZo |h o % o h"l(O) -f% o h"l(O)] < 2 ou seja,

l620) - % o n™H(0)] <2 Y oy donde
n N, =L
v - 1im B9 _ qj, E<b7(0)) = v,
& n- e n n = 40 n

Concluimos pois que V() = v(¥).

O]

Dado um homeomorfismo ¢ de Sl, diremos que ¢ +tem um ponto

1 tal que wN(x) = X

PP + .
peribdico de periodo N € Z sse existe x ¢85
T.2.4, Teorema: Seja ¢ um homeomorfismo de S1 que preserva a ordem.

EntZo, ¢ +tem nlmero de rotagfo racional sse ¢ tem pontos periddicos.

dem. Supondo que ¢ tem um ponto periddico x de periodo N, seja

t ¢ R tal que w(t) = x e £ um levantamento de ¢. EntZo

o met) = 1o £7(4) —> (k) = m o £(8), donde Fy, T ()=t I,



Ig 20 5a

-9 -

por indugHo temos an(t) =t +nM (porgue fN(t+nM) = fN(t)+AnM)

e poritanto

n nlN
v, = lim I g B g, BT g,
n-q40 M n - 40 nli n— 40 DN N
Por outro lado se partirmos de v(p) = -%— (0 <M=0N primos en-

tre si), se f £O0r ainda um levantamento de ¢, € sSe suposermos
por absurdo que ¢ nZo tem pontos periddicos, entdo fN(t) At + M
Y+t ¢ R (caso contréario se fN(to) = to+M entZo @N(n(tc)) =

= ﬂ(fN(to)) = ﬁ(to), ou seja ﬂ(to) era ponto periddico de ).

Donde, por continuidade,

N N
() -t > M (ou £(t)-t <M vteR

mas, a4 peribddica de periodo 1, logo:

N4y ot = Mea  (ou £(E) -t =MU-a) VY

3a> teR

0
. i KN -

ent3o, para k > 0 por indugdo () =t =k (M+a) (ou

eKVgy _p <k —a)) (de facto £0(t) = k(Mra) + & => e DNy >

= fNCk(M+a)-+t) Z Mt+a+k(M+a)+t) portanto

KN, kN .
) s b, Mra Cou ) ot M- )
kN kN n kN kN N
- M+a « MN-2a / .
donde Ve = T (ou Ve 5 ) o que é uma contradigao.

O

Proposic¢Bo: Seja £ : R— R um levantamento de um homeomor ~

fismo de Sl; e seja Vv o seu nGmero de rotagdo. EntZo:

dem.

AV >Sme—>1tt) -t >n

1’1\)<mm>fn(t) - % <m

(semelhante & dem. de I.2.%4)
nY>nm==>v > ~§~s==> (%) -t £ m (pois caso contrédrio, teria-se

Vo= —%~J. Suponha-se por absurdo que fn(%o),-to < m. Pela con-
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tinuidade e periocidade de fn‘wid, existe a >0 tal que

fn('b) -t = m-a V’i;GJIR' Ent3o, por inducHo, vem (para k > 0)
fkn(t) =+4++k(m~a), donde v 52—3%524- o que é uma contradigfo

m
COM V > rem
n

U

I.3, Homeomorfismos intransitivos

Sendo um dos objectivos desta monografia o estudo de conjuntos
de Cantor invariantes em Sl, e sabendo que estes aparecem somente no
estudo dos homeomorfismos de ntmero de rotagfo irracional, deilxaremos
de lado, no que se segue, a classe de homeomoriismos em S1 que tem
nlmero de rotagfo racional.

Veremos em seguida que apenas alguns homeomorfismos em Sl, de
nlimero de rotagBo irracional —— os homeomoriismos intransitivos - apre-
senta conjuntos de Cantor invariantes.

Vamos definir primeiro o gque entendemos por conjuntos de Cantor,

Chamaremos conjunto de Cantor a gqualquer conjunto C (num espago
topolégico)nfo vazio, perfeito (fechado e sem pontos isolados) e total-

mente desconexo (o que enm Sl significa que n¥o contem abertos).

I.%.1, Teorema: Seja ¢ um homeomorfismo de S1 com nlmero de rota-
¢Ho irracional (v(p) ¢R\Q@. Dado x ¢ st seja

P(x) = {pontos de acumulagHo de {@n(x)}nez}. Ent3o:

i) P & independente de x
ii) 0 conjunto P é ¢ invariante i.e. o(P) =P
1

iii) P ou é S~ ou é um conjunto de Cantor.

Para a demonstracgfo deste teorema precisaremos do seguinte lema!

I.%3.2, Lema: Seja ¢ nas condig¢Oes do teorema. Dados x € S1 e k,f¢e”Z

com k #£ £, seja A o intervalo de Sl, A= [mk(x), @e(x)]. EntZo
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toda a 6rbita de ¢ passa por A.

Antes de demonstramos este lema convém esclarecer o que se enten-
de por intervalo de st ¢ por érbita de o

Dados X, y © Sl, o intervalo [x,y]| designa os pontos de st
que est¥o entre x e y (seguindo a defini¢Bo dada no pardgrafo Is1),
ises, [Xyy] = {z ¢ st ixozay Vz=x Viz=y},

Dado x € st oo conjunto {@n(x)}nez é uma 6rbita de ¢ que

passa por X

dem., (do lema I.,3.2.)

(Q—k)(A) £

L . m .
Note~se primeiro que o intervalo @ e contiguo a

@(m_1>(8-k)<A), QPm(e.k)(m _ [qpammk+k(x>, CPma,.mkque(x)]

de facto,

&mdjwdﬁ(m Zﬂﬁwqwﬁ%ﬂ%xb &ﬁd&ﬂﬁ

e . Ent3o ou existe
um nimero finito de intervalos qp(g”k)(A)
que cobrem st ou os extremos dos inter- @itg)
(8-k) ?
valos @m T/ (A) convergem, quando m —>+co0 ¥%$:? Y(a)

para um certo ponto y € Sl. Neste Gltimo

caso y seria um ponto peribddico de

- -K . -K)+k
(e )(y) = @(3 ) ( 1im $m(e )+ (x) =

n > oo
w1 g b

= lim @ngl’(e'k>‘“(x) =y o0 gue contra-

m 4o
diz o facto de v(9) ¢ (R\0Q), segundo o teorema I.2.4.., Portanto

9

mm(@—k)(A) que cobre si,

—m"(2-k)

existe um nGmero finito de inbtervalos

1 (k)
Donde, dado z € S Hm*ez iz € mm (A), ou seja @ (z)e

Concluimos ent¥o que gualquer drbita de ¢ passa por A,

U

dem. (do teorema I.3.1)

CPn(k)

i) Seja v € P(x), entlo Bn(k)'Q o0 tal que (x) =¥

quando k = 4o, Suponhamos que, D (1) o ¢ () o FUFD

(wn(k)(x) tende para y por valores & esquerda de ¥).
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1

Seja x'e S ent3o, pelo lema I.%.2.

qﬁ(k)(x'>'9 y com k — + o, Logo, temos y € P(x') e

P(x) §é independente de X.

ii) Se y ¢ P entdo o@(y) = o( lim @n(k>(x)) = lim qﬁ(k)+1(x)€ P
k — 400 k — 400

iii) P & claramente fechado e ndo vazio.
P n%o tem pontos isolados, porque se x € P temos por i)
que 3 tal que x = 1lim qp(k)(x), mas por 1ii)
n(k) s
K) k= 4
mn( (x) ¢ P Vkemj' Logo P é um conjunto perfeito.
Se P contém um aberto A £ ¥, entdo por i) e 1i) temos

Y ¢t A= [@k(x), me(x)] c AP ent3o pelo lema,

xest %ng
as imagens de A por ¢ cobren Sl. Como P é ¢ inva-
riante, temos P = Sl.
Caso contrdrio P nZo contém abertos e portanto é um conjun—
to de Cantor,
]
Este teorema diz-nos apenas da possibilidade de existirem con-
juntos de Cantor invariantes por homeomorfismos de S1 com nGmero de
rotaglo irracional. Wo pardgrafo I.5. construiremos explicitamente um
homeomorfismo com um conjunto de Cantor invariante.

Se P = Sl

dizemos que o homeomorfismo é transitivo, caso con-
trério dizemos que é& intransitivo.

Tndicaremos ainda dois teoremas que nZo sZo necessarios para a
exposic¢Zo que se segue, mas que nos dZo uma melhor compreensfo sobre a
din8mica dos homeomorfismos de S1 que preservam a ordem e sobre a pos-—

sibilidade de exist®ncia de conjuntos de Cantor invariantes., Uma demons-

tracio destes teoremas pode ser encontrada, por exemplo, nas referéncias

[1-2] e [I-3].
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I.3.%. Teorema: Seja ¢ um homeomorfismo de Sl com nimero de rota-
¢io v € R\NQ@ e P como em I.%:1.. EntZo QIP (¢ restringido a P)
é semiconjugado a uma rotagfo v, sendo a semiconjugac¢Zio no méximo de
2 para 1 (i.e. existe uma aplicaglo H continua e sobrejectiva em S1
tal que H o @ = Rv o H,; onde Rv é uma rotagfo '"'Rv om=TmTor, e
rv(t) = t+V —, sendo a imagem inversa por H de um ponto de st um
conjunto com um médximo de dois elementos). Esta semiconjugacdo preserva

a ordem e extende-se a uma semiconjugagdo em todo S1 gue golapsa 0s

fechos dos intervalos no complementar de P.
I.%.4, Corolédrio: Se ¢ & transitivo, entHo é conjugado a uma rotagZo.

. . 1 .
1.3.5. Teorema: Se ¢ & um difeomorfismo de S~ com derivada conti-
nua e de variac¢fo limitada, e o nlmero de rotagfo de ¢ é irracional,

entio © ¢é transitivo,

I.4s Construcfo de conjuntos de Cantor em S1

A construcBo que iremos fager neste parédgrafo, baseia-se no fac-
to de os homeomorfismos intransitivos serem semiconjugados a uma rotagdo
irracional (teorema I.3.3) e segue de perto o exposto na refer@ncia [1-3].
Vamos construir primeiro um conjunto de Cantor de medida nula em S1 e
em seguida outro de medida n¥o nula, Por fim, construiremos um conjunto
de Cantor de medida nula e com um nOmero finito de familias de gap's.

No parédgrafo I.5. construiremos, com base nestes conjuntos, homeomorfis-

mos intransitivos.

Seja {Bn} uma sequdncia somével de nlmeros reais positivos:
ne

YA

en>o vnez e Z en:L<+OO
nez

Para construir um conjunto de Cantor K de medida nula ponha~

-5 L = 1.
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Seja no resto deste capitulo: v & [0,1]\Q.
Vamos considerar a fungdo h : R— R definida por:

2

h(t) = ink(t) + T & - —
) (t) 22 b 5

Onde, aqui e no resto da monografia, ; e int(x) sf8o defini-

dos por: X = X + int x V&GR, X e [0,1[ e int(x) € Z, i.e. int(x)

- - s 2 - -
é a parte inteira de x e x ¢ a parte n¥o inteira de x {caracte-
pristica de %).

Defina~se ¢, = m(h{nv)), bn = m(h(nv) - Bn) inGZ; e 08 inter-
1 0 . .
valos de 87 I = [bn, cn]. Sendo I = ]bn, cn[ o interior de I ,
gseja K = Sl‘\ U I; .
nez
Iremos provar gque K é um conjunto de Contor de medida nula.

Para tal, vamos analisar algumas propriedades da fungdo h.

T.4,1, ProposigZo: A fungdo h definida acima & estritamente crescen~
te, continua & direita e descontinua 2 esquerda nos pontos da forma
nv+n (n,m € 7), valendo Bn as respectivas descontinuidades. A fun-

¢Zo h verifica ainda a seguinte igualdade: h(t+1) = h(t)+1 VtSR

2

dem. h & estritamente crescente porgue, dado & >0  h(t +8) -h(t) =

= int(t +8) ~int(t) + , Z 2 - Z ﬁn: Se int(t +8)-int(t) =0

Y n E) &
nv = t+d nv St
- N\

ent3c t + g =t +6 e h(t+8)-h(t)=_ % 2 >0, Se

”

f<v<teb
int(t + 8)~int(t) = 1, entBo h(t+08)-h(t) = 11-20 - En =
nez

:1+80-—L=€o>0-

n é continua ¥ direita porque: V,,p 1im . . Z, ¢ =0,
5 0 t<nv=t+d
jé que lim - min{ln]:n e Z A% <nv< %1-6} =+ ® V%eR s, © POor-
§ >0
que int(t) ¢é continua & direita.

Analisando a conbtinuidade & esquerda, repare-se ques
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» Ss¢ % ¥ Z +temos

v Tk - . I & = z .
£>9>0 <3t ° n\)S(t-&)n t-0 < nv =1t n
e
Bk se t = kv
lim_ , =, g =
5§ >0 t-8<mv=t . .
se b #£ kv VKQZ
e 86 1+t € Z ‘temos
Y PX £ - TA & =2 - p¥ 2
> »~ - ~ -
160 v <1t=0 % v = (%) n ° =18 7
e
lim B - 2 'e ::8 -L::‘B -1
6~>o+(° ny < 1-6 ) ° °

Note-se ainda, que int(t) sbé é descontinua quando t € Z, e que

neste caso int(t) - int(t ~3)

1l

1 V1>6>0 concluimos ento:

8k se t = kv

VtGR 61i?0+ h(t) - h(t -0) =
0 se t £ kv VKGZ
Por Gltimo
30
n(t+l) = int(t+1) + , T AN & -
v < (b+1) 2
8o
= int(t) + 1 + z:ﬁ,gn._
nv =t 2

h(t) + 1

1l

O

Desta proposi¢Bo torna-se evidente que 0 conjunto K definido
acima, nfo é mais do que a projecgdo em sl do contradominio de h

unifio com os pontos bn’ le€s 2
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K = m(a([0,1[> U (U D)
neZ

e gue os intervalos In € S1 nfo se¢ sobrepBen.

I.4,2, Proposig¢Zio: K é um conjunto de Cantor, com medida de Lebesgue

em Sl nula.,

dem. U I° & aberto logo K = stN U Ig é fechad.o.,
neZ ne’Z

Vamos agora ver que todos os pontos de K sfo pontos de acumula-

¢Zo. Seja x ¢ K, entdo ou

a) x = m(h(t)) para certo t & [0,1] ou

b)) x = bi para certo 1 ¢ Z .

No caso a), seja n(k) uma sucess@o de nGmeros inteiros tais
que (n(k).v) tende para t por valores & direita de t. EntZo,
N
pela proposigBo T.4.1., 1im  m(h(n(k),v)) = m(h(t)) e por-
K~ o A

tanto x = m(h(t)) & ponto de acumulagfo de K (ﬂ(h(n(k).v))zcn

No caso b), seja n(k) wuma sucessZ@o de nOmeros inteiros tal que
/\ A A

(n(k).v) converge para 1.V, por valores 3 esquerda de iv. En-

t83o pela ﬁrcposigﬁo I.4.1s temos que,
\ ~

k1im m(h(n(k).v)) = m(h(iv) - ei) = bi ’

> 400

e portanto, como TToh(n(kLV):an K, b é ponto de acumulacgio

de K.

Concluimos que K & um conjunto perfeito.

Supondo, por absurdo, que K contém um aberto A nd3o vazio, en-
30 existe um intervalo = Jo,B[ €A CK. Mas j4 vimos que a
brbita {c } ne7 & densa em K, portanto akez 'ﬂ(h(kv))w.c A,
Entfo E%>0,
é absurdo, porque ﬂ(h(gs)ﬂ-é) e Ik e KN Ik = ¢.

tal que & < ek e ﬁ(h(kv) -8) e ACTACK o0 que
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EntZo X & um conjunto perfeito que n¥o contém abertos, logo K
é um conjunto de Cantor.

Falta apenas verificar que K tem medida nula, o que é imediato:
designando por u a medida de Lebesgue em S1 temos:?

p(K) = u(Sl) -u( U Ii) =1 - L £ =1-L=0
ne/z nez

Ll

Proposicio: Uma fungfo g:R— R continua & direita, estrita-

mente crescente, e tal que:

a) g(t+1l) = g(t) + 1

b)  T(g(mv)) = ¢

n ?

difere da fungB0 h por uma constante inteira.

dems,

Dado t € [0,1[, existe uma sucessZo de nGmeros inteiros n(k)
tal que (n(k)v) converge para t por valores superiores a t.

Ent3o

i

VAN
m(g(t)) = lim m(g(n(k).v)) 1im Co(k) =

k = 40 k > 4e0

lim ﬂ(h(ﬁf;;?h)) = m(h(t)).
k = 400

1l

Temos PoOis que, VtSR Em ez * g(t) = m, + h(t)., Falta-nos entdo
%

ver, que m, n¥o depende de t. Seja 0=1% < gL o< 1, ent3o

i

g(t) = my + h(t) < g(t') =my, + h(t') < g(t+1) = g(t) + 1 =

m, + 1+ h(t) ,

donde m, + () < Wy + h(t') <1 + m, + n(t), e

1 = h(t'-1)-h(t') <h(E) - b(t') <m, -m <h(E)-h(E') + 1 <1,

portanto m., = m, Ou seja, m, é constante em t € [0,1[.

Il

Mas ni-mtﬁ—h(t) = ntg(t) = g(d+n) = mt+n+~h(t+n) =m0 + h(t)+n,

donde m, = m Y Concluimos que m, é independente de t,

t+n 'neZ’ i

ioeo Bmez VtelR M g(t) —_— m‘*‘h(t)a

]



- 18 -

Construiremos em seguida, e de modo andlogo, um conjunto de
Contor K+ de medida n%o nula. Para tal, considere-se agora que
¥ £ =1L, com L n3o necessariamente igual a 1, e a fungdo hy,:R—->R

nez
definida por:

1 2 8o
h () = int () + - t+ ., Z .8 - )
* L+L v <+t ™ 2
Defina-se c = m(h, (nv)) b = m(h, (V) Bn ))
- °n T Y ? "o T + T 1+ L nez
e os intervalos de S 17 = (b7, ¢7]. Sendo 1= Jo_, ¢ [ o inte-
n n’ “n n n’ "n
rior de I seja kT =si\ u 19,
n n
neZ

To4.4s ProposicBo: A funcio h+ definida acima é estritamente cres-—

cente, continua & direita e descontinua & esquerda nos pontos da forma
£

nv+m (n,m ¢ 7Z), valendo as respectivas descontinuidades. A

fungdo h+ verifica ainda a seguinte igualdade: h+(t+1)=:h+(t)+l VtSR'

dem. Andloga 2 da proposigHo I.4. 1.

U

I.4+5, Proposic3o: K & um conjunto de Cantor, com medida de Lebesgue

1
1+L

em S1 igual a

dem. Andloga & da proposigHo I.4.2.

Relativamente & medida de K+ temos:
n L 1

4
+ 1 +0
K )=u(3")~- U I =1~ 2 = 1 = =
p(E) = (57 u(ngz e ) nez L1+ L 1+L 1+L

Também existe, como & 6bvio, uma proposicHo andloga & I.4.3 para
a fungdo h .

Iremos agora construlr KN um conjunto de Cantor de medida nula,
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e com N familias de gap's do seguinie modo: Seja, para cada J=1lj...,N,

uma sequéncia {Bga)} de nlmeros reais tais que:

nez

(3 .
8.) ‘Bn > 0 Vnez 3 - l,cca,N
py oz o83 oo G = Lyess,l
nez n d
W
C) 2 L. =1
j=1 9

Sejam ej (j = LyosesN)y, N mnlmeros reais que satisfazem a eo =0 e

i# i => Gj - Gj, £V +m Vﬁ,mGZ’ Ent3o0, vamos considerar a fun-

¢3o hN :R—~ R definida por:

: 5 _ %
(t) = int(t) + = z Lol o2
E =1 (nﬁffés)st “ 2

berinase of3) = mm(w+0), (I = mnCawvee) -2,

os intervalos de ST Iég) = [bia), cga)], Sendo I&J)O o interior

de Igé) seja
N (3o

1
=S"\N(U (U I ))
g j=1 nez "

I.4,6, Proposic¢Bo: A fungdo hN definida acima é estritamente crescen-

te, continua & direita e descontinua 2 esquerda nos pontos da forma

nv + m + ej (nym € Z, J = Lyess,N), valendo an) as respectivas
descontinuidades., A funcZo hN verifica ainda a seguinte igualdade:

hN(t+1) = hN(t) + 1.

dem., Andloga & de I.%4. 1.

0

1.4,7, Proposig8o: KN é um conjunto de Cantor, com medida de Lebesgue

em S1 nula.

dem. Andloga & de I.4.2,
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T.5. Construc3o de homeomorfismos intransitivos

Com base nos conjuntos de Cantor K, K* e KN construidos no

pardgrafo precedente vamos construlr homeomorf ismos em S1 que tém

4

Ky, K e KN’ respectivamente, como conjuntos invariantes.

oy
£ ’ :
0 En 2n+1
. ¥
) \‘ 1
' \
\ '
\ 3 t
\ \ '
\ \ !
\ \ '
\
\‘ “ '
'
\ \
L
N
0 nv (a+1)v

I.5.1, ProposicZfo: Existe um homeomorfismo ¢ de S1 gue preserva a
ordem, com ufimero de rotagfio Vv, e que deixa invariante o conjunto de

Cantor X (com K e v definidos no pardgrafo anterior).

dem. Define-se f :R— R do seguinte modo:

Seja K © R o levantamento de K:

K = {'i} e R 2 TT('&) = K}
e seja B={t ¢eR: EneZ s (t) = bn}
s Se t € K \B ent&o (%) = h(h"l(t) + V)

-]
. set eB e mH)= bn ent3o f(t) = h(h (t+2n) +\))~—Bn+]
, set € R\X entHo m(t) € ]bﬂ, cn[ para certo n € Z
e portanto E‘ho,tleR tais que % <t < 'bl <1+t e
TT('ﬁo)z bn, ﬂ('hl) = c,
ent3o (%) = f(to+ 6('@1-“&0)) = f(to) + e(f(tl) -f(‘to))
t - %

tl'to

[¢]

onde 8 = e J0,1[
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Vamos provar ques

a) £(t+1) = £()+1

b) £ & continua em R

¢) T & estritamente crescente
d.) Vf:\)

e) f(ﬁ) = IE

o que, pela proposi¢Zo I.l.l., prova a existéneia do homeomorfis-

mo .

a)

b)

Comecemos por provar que h'l(t+1) = h"l(t)+1 V%eﬁ‘\B
B(t+1) = h(t)+1 => t+1 = W™ (u(t)+1), mas se & ¢ K\B

entSo 3 % = n(t), donde h™H(t™+1 = n (1% 1).

teR *
Se t € E‘\B temos

fF(t+1l) = h(h"l(t+1)+v) = h(h”l(t)+1+v) = f($)+1 .

Se t €B com m(t) = bn vem t + en e K\B e ﬂ(t+1)::bn,

donde
-1 -1
f(t+1)=h(h (t+1+8n)+v)—en+1=:h(h (t+8n)+1+v)~€n+1::f(t)+1 .

Se t e R\K e t ¢ [to,tlj, com t0<t1< trl e ﬂ(to)zbn;

m(t,) = ¢, entdo t+l € [t +1, t,+1], donde
f(t+l)::f(to+1+9(t1~$0))::f(ﬁo+l)+9(f(t1)~f(%o)) = 1+£(t),

A funcgZo h"l(t) & continua em K\B porque é a inversa de

uma fun¢o crescente continua 3 direita.

Considerando que f(t) = h(h"l(t)+ v) se t e E‘\B, e que h
sé & descontinua 2 esquerda nos pontos da forma (nv+ m) (n,meZ).
E ainda que se h"l(tk) converge, quando k —> + o, para nv+n
por valores 3 esquerda entZo ﬂ(tk) converge para ﬂ(h(nv+m)—£n)=t
por valores 2 esquerda. Podemos demonstrar a continuidade de £

em i mostrando gue:
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i) Se x ®x € B com x <% e X ¢ K\B entdo
n n n

f(xn) - £(x)

ii) Se xn-éx com X ¢ B entio f(xn)'éf(x)

No caso 1), seja k € Z tal que m(x) = bk’ ento h"]'(:scn)-‘> kv+

e h"'l(xn) < kv+m para cerbo m & Z. Portanto,

. . -
lim f(xn): lim h(n (xn) +v) = h((k+1)v +mn) - 2k+1 =
n "4 n o4

= h(h"l(x+ ek) +v) -8 = £(x)

k+1l
id - € o= »
No caso ii), se x, —x com X, B, entdo ﬂ(xn) bk(n)
Se k(n) & constante a partir de certa ordem ndo resta nada
para demonstrar; caso contrdrio k(n) > e Ilim (x +# d=x
no g0 B k(n)
(porque ek(n) - 0 visto que I En < +00 e _Zn > (0) mas

nel

x * ek(n) € K\B e ent8o

R . -1
Jm £Go)= Um (TGl ) + V) - Gernyen) =

= lim f£(x +4£ ) = (%) .
h = 00 n “k(n)

Portanto provamos que £ é coantinua em K.

¥ evidente que f também é continua em cada intervalo [to,tl],

< g — e »
com t0<'b 1+to e ﬂ(’to) bn, ﬂ(tl) ¢, para certo n € Z

1
Seja t_ ¢ R\K tal que t —t ¢ C2(R\K), onde Ce(R\K) &
o fecho de R\K. Ent3o ou ‘i:n estd a partir de certa ordem
dentro de um intervalo do tipo [to,’clj (com TF(‘E:O) =D 3

ﬂ('!;l) = cn) ou ’hn ~ 4 ¢ K., Para este Gltimo caso, seja

t]z(n) tal que
n(s ) ¢ [W(tg(n)), n(t§(n> + 8 oy)] = [oeny s Cpenyl-
Tem-se |k(n)| = + o quando n = + «, £(t) e

0
f(tk(n)> ¢ [bk(n)-t-l’ ck(n)-}-l]’ e
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d)

c)
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le(e )=£(8) | = lf(tn>~f<t§(n>>l + lf(tl‘;(n))-—f(m <

0
= 8emyel * lf(tk(n)) -],
donde lim :E‘(V‘bn) = f(fb), porqgue tz(n) e t € E e
n > o
10‘k(m)+1 ~ 0.

Concluimos ent3o, que £ & continua em CE(R \K).
Mas se f & continua em K e em CE(R \K), & fhcil de dedu-

zir que f & continua em R.

f &, claramente, estritamente crescente em IR\E e em K\B.

Donde por continuidade 4 estritamente crescente em R:

e Se 3 <t%', com % €I-§'\B e %' e [to,tl], entZo

£(t) < (%) = £(sh).

. Se t<t', com t €[t ,b] e '€ K \B, ent3o existe

e — ]
{en}nQN tal que n(en) = Cy(n)? 0, 7ty 6 < t', 9n+1 <8,

e portanto f£(t) = (%)) = f(en) < £(%')-

1
. Se t<+%', com t ¢ [to,’clj e t' e [t],t}], ento existe ]

tal que T(B) = ¢ e t, <6< ’t.:), donde

k 1
(L) = f(tl) <f£(0) < f('t:)) = £(t').

Para t © K\B tem-se f(t) =hogo h"l, com g(t) =t+v .

Podemos entH¥o fazer uma demonstraglo andloga 2 demonstragdo
de I.2,% (com t’o ¢ K\B em vez do ponto 0), para concluir
que

n

g {1:0) ‘bo+n\2

v, = 1lim = Llim
i n
n "> 4o n ~> 4o

Que £(K) = I-{-, & bem claro da construgHo de £ e portanto

tem-se

QP(K) =K
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Com as notagdes da Gltima demonstrag3o, é evidente que a apli-

cagdo H definida por

Homt) =moh™t(t) se t ¢€K\B

H(hn) = (V)

semiconjuga ¢ com uma rotag¥o Vv (confirmando o teorema I.3.3.).
I.5.2. ProposigBo: Existem homeomorfismos . © Py de S1 que pre-
servam a ordem, com ulmero de rotagdio v, e que deixam invariantes o0s
conjuntos de Cantor k¥ e KN (com K+, KN e v definidos no pard-

grafo L., ).

dem. Andloga 3 demonstragdo de I,5.l1., substituindo respectivamente h

‘ +
por h+ e hN’ K por K e KN.

[

Compreende-se agora a designacfo "familia de gap's" que utili-
zémos no parégrafo I.4, Concretizando, diremos que In é um gap de um
conjunto de Cantor K se é um intervalo fechado tal que 3 (In NK) = 2.

Dado um conjunto de Cantor K &« S1

e um homeomorfismo ¢ tal que o(K)=K,
diremos que 0S gap's In e I£ pertencem & mesma familia sse

3k€Z : @k(In) = Ig. Geralmente ordenam-se os gap's de uma familia de

modo que @(In) = In+1 VﬁeZ‘
n+l en+1 1
I.5.3, Proposicfo: Se lim =1 e > ¥ , entdo
f) 3 neZ
n " e n n

o

existe um difeomorfismo ¢ de Sl, que preserva a ordem, que tem nlmero
de rotagio v e que deixa invariante o conjunto de Cantor K (com En,

K e v definidos no pardgrafo I.4).

dem. Vamos definir f como na demonstragio de I.5.1., com a seguinte

alteracgfo:
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Sendo to e t. tals que 'E;0<’s <to+1, ﬂ(’to) :”bn e

1 1
ﬂ('&;l) =c ent¥o defina-se f em ]’to,tl[, pelas seguintes

propriedades:
£ & diferencidvel enm [tc,tl], com derivada f' dada por

(b, =-%) (B=-t))

! —
£'(8) =1+ k 7z @
n
onde
6
k, = ) (Bppp-2p)
n
Note~se que integrando @ a constante de integracfo é defini-

. . | \
da por f(to) (que jé estéd definido: f(to)" h(h (to+ En) +v) ~8n+1,

Precisamos, no entanto, de verificar que esta definigfo é auto con~

sistente, i.e., que f(‘cl) _-f(to) = 2 se ty-t =28, Mas

n+l 1
t k T+t 3 4
L e _ 7 1 0 2 L
E(b)-ECE ) = [, £ (8)at = [+ > (=t 8, b - 3 .
0 2 t
n o
ko (bprt) (ti-’ci) +2 52
= 'tl—-'to + "‘B*é“ ( 5 - tl toctl—to)v— -vg- + --3-—-)
n
En 3 3 2 .3
= ’tln'bo + 5 ('tl--B tO tl +3 tl to -to) =
6 2
n
k
_ n 3 _ _
= by F e L=ty el ~8n = fna
6 2
n
Note-se ainda que ou If'(t) =1 ou
kn 'i;o—i-‘tl 'to—i-tl kn
t = - -t = 1 + >0
1) =1+ 2(t1 2)( 5 o) m
2
P n
(dado gque pkl o L ) .
«En 3

A demonstracdo da existincia do homeomorfismo ¢, é andloga a

de I.5+1s Falta, entfo ver que I € Cl.



- 26 -

Da condigZo imposta aos en’ tenmos :

2
lin k=6 ( lim B O
n e n o4 n
o que implica que f'(%), definida por (:) no fecho de R\K
pode ser prolongada por continuidade a K pela fungdo F'(%):
F'(4) = £1(4) se t € fecho (R\K), F'(4) =1 se t €K,
Mas

1
Jofrpat = ¢ o8 =1=1£(1) -£(0) ,
0 nez ° ,

-)f,

donde f Fr{$)dt = £(%) - £(0), Jé que f£(%) & estritamente cres-
o

cente. Primitivando F'(%) com a condig¢gZo F(O0) = £(0) obtemos

* *
F(%) = F(0) + ] Fr(t)at = £(0) + [ £'(8)dt = £(x) Vo
' 0 o

E portanto a fungHo f£(*) acima definida tem derivada continua.

O
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IT. EXISTENCIA DE CANTOROS

II.1, Aplicag¢®es twist que preservam a drea em Slx R

Neste pardgrafo definiremos alguns conceitos e notagfes que uti-
lisaremos no resto desta monografia.
T: IRa - IR2 é uma aplicac¥o twist que preserva a 4rea sse satis-

fagz as seguintes condigles:

1) T é um difeomorfismo de classe Cl

t
2) g;c =K >0 (condigBo de twist)
%) ax! ay' _ _ox ¥y 1 o da 4
5% 3y 37 I preservagfo da area)

onde T(x,y) = (x',y").

?
A condigfo de twist poderia ser substituida por —-—%—-}5—-—— =K <0
¥
% o que acontece com a aplicagfio inversa de Tz
_ox'
1
dy' d9x' oy' 3y' 9Ox' oy

dx 3y  ©ox 9y

Defina-se T 3 - stxR por T (x,y) = (M(x), y), com
definida como em I.1l., e R 2 IR2 - [% por R(x,y) = (x-1,¥).
Diremos que F s Slx R — Slx R & uma aplicag¢8o twist que pre-

serva a 4rea no cilindro sse existe um levantamento T: IRZ - R que sa-

tisfaz as seguintes propriedades:

* * *
1) T om =1 ofT
2) ToR=RoT

3) T é uma aplicagZo twist que preserva a 4drea

i.e. ‘I‘*: Slx R - Slx R & uma aplicagZo twist que preserva a 4rea sse
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tem um levantamento twist que preserva a drea.

Note-se que dado um difeomorfismo T em RZ nas condigdes acima
referidas, ent8o o difeomorfismo T* en Sl X R fica univocamente de-
terminado. Mas, dada T*, uma aplicacfo twist que preserva a &rea em
Sl X R, corresponden~lhe vhrios levantamentos T. Em pariticular, se T

n

e T' sH levantamentos de T, entdo T =R o T' para certo n ¢ Z.

Sejam ™= F?.» R e My i RZ'* R as projecgles ﬂl(x,y) = x
e ﬂ2(x,y) =¥

Se para certo z ¢ F? existir o limite:

ﬂl(Tn(Z))-ﬂl(z)

n

viz) = 1lim

ent3o v(z) designa-se por nGmero de rotagfio de z para aplicagdo de T.
Note-se que substituindo 2z por Tk(z) o limite v(z) mantém-se

inalterado, Podemos, portanto, falar de nimero de rotagdo da 6rbita

{Tk(z) }k&‘Z ]

Note~se ainda que dado 5 e S1 xR, e z tal que ﬂ*(z) = z*,
A
entdo v(z) mod 1 (= v(z)) é independente do levantamento T de T,
Podemos, portanto, falar de nimero de rotagdo de uma oérbita {T*k(z*)}kez

de T*, com o significado de v(z) mod 1.

* Ve
Uma 6rbita {T k(z*}kez diz-se quase-peribdica, se tiver nlmero
de rotagBo irracional e se fOr recorrente (Sk : lim T*k(n)(z*)sz
(n) 74 " o w
Diz-se que T CiSl x R & uma circunferdncia rotaciondl invariante
por T* se I' & topologicamente equivalente a uma circunferéncia homo-~

topicamente n¥o trivial, i.e. T "d4 a volta'" ao cilindro, e T*(F) =T,

TI.2., FuncBo geradora e estados estaciondrios

Vamos, com base em algumas proposicBes, continuar a definir con-

ceitos e notagBes que ser8o fGteis no desenvolvimento desta monografia.



- 29 -

II.2,1. Proposic3o: Seja T : IR'2 - I'R2 uma aplicacdo twist que preser-

va a Area. BEntHo existe uma funcio de classe C2 g R2 - R tal que:

= = gy (x,x")
v'= g5(x,y")

____]_-____ < ot '
onde T(x,y) = (x',y') e K & a constante de twist de T.

dem. Seja G(¥,¥y's x,x') = I(x,7) - (x',¥") = (T;(x,7), To(x,3)) — (x',9")

e note-se que

‘aTl 7 aTl
det] — Oj=w == -K <0 por twist
ey 3y
3T2
-1
. 8¥ i

entfo, pelo teorema da fungHo implicita existem fungles E: KR‘?' - R
e M=« R2 - R de classe C1 e tais que T(x, E(x,x')) -~ (x",N(x,x"'))=

tendo ainda que

an (BTE (awl)_l 31, BTE)_

dx oy 3y ox  ox
:"(3’.?1 )L (’c‘ml 3T2 ”GTE aTl):m('BTl )”1:-3,;
8y 0 x oy dx Oy oy 9 x!

Seja

x! X
g(x,x') = | M(0,8)at - [ &(t,x")dt .
[¢] 0

gi(x,X’)f——T gi (x,x") = = E(x,x")
) X 3
gh(x,x') = —5—%—,— (x,x") = N(0,x") - jo 3 i, (t,x")dt =
x
= 'ﬂ(o,x‘)-l-f %—-T—L (t,x')dt = N(x,x")
o X
1 ag aTl - or
ng:_W:”(ay)lz’% dado que 3§ZK>O

O
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A fungBo g definida acima, did-se o nome de fungBo geradora de T,

II.2.2, ProposigZo: Seja g @ Rz-9 R uma func3o de classe 02 e com

_.-}-.S ggg < 0 para certa constante K > 0., EBEnt80 g gera uma apli-

X
cagdo T : IRE""> R2 twist que preserva a area.

0 define implicitamente x' em fung8o de x e Yy,

d.em., y-fgi(x,x’)

ja que ggz < 0., Seja entfo o(x,y) tal que y4—gi(x,a(x,y))::0

gﬂ
com do T o 11 e X} =—-:l'--. Defina~se T:IR2—>(R2 por

1 1"
9x f12 3y 12

T(x,y) = ((x,7), gé(x,a(x,y))) = (x',y'"). Entfo a matriz jacobia-

na de T é dada por
— i " " "

i i1 1 11 11 31
g1, —(85, 8]1/870) - 855/8]p

donde
o x! 9x' oy ox' dy'
= - 1/g". = K -
oy /€15 ° 3x By 9y 9x
1 11 11 1]
_ fufe o, P11f22
= — ) =
(g’iz) (g'lg) |
O

Note-~se que se g e é s3o TungBes geradoras de T, entdo

g = é + ¢, para certa constante ¢ real. Reciprocamente se g € fun-

o

¢3o geradora de T, g=g+a tambémo é V...

£

Diremos que x & um estado se fOr uma sequéncia bi-infinita

X = {Xi e R:1 ¢ Z} e %om é um segmento se Tor uma subsequdncia fi-

. - i)
nits x = 4%, eR:n&1i=n
nit { i i

Vamos definir acgio de um segmento X.n Por
n=1
V) = F 8(xy, x5,

i=m
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onde g ¢é uma funcgBo geradora para uma dada aplicagBo T +twist que pre-
serva a 4rea.
Un segmento o diz-se estaclondrio em relagBo a determinada

aplicag8o T, se a acglo wmn £8r estaciondria para variagBes com os

awﬁn
extremos x e x fixos, i.€. ———(x ) =0 V¥V _. .
pic} n o x. ~mn m<i<n
i
Um estado x diz estaciondrio se todas as suas sub-sequdncias

finitas forem segmentos estaciondrios.

I1.2.%. ProposicBo: Seja T uma aplicag¢fo twist que preserva a drea

e g uma fungfo geradora de T. EntZHo se {(xi,yi): m<1i=n} & seg-
~ g . s < - ~

mento de uma Orbita de T (i.e. T(xi,yi) = (Xi+1’ yi+1), m<1i<n),

temos que o correspondente segmento x = {xi: m=i<n} tem acclo

estaciondria.
dom.  gh(x; 30 *¥y) =¥y = -~ 81(%s X)) Vpcgop o domde
awm
——— ! ! . .
3%, gp(xy 0 %) + 81(xy0 %5,00 =0 Yooy

O

IT.2.4, Proposicdo: Suponha~-se que L. tem ac¢o estaciondria rela-
tivamente a T, com funcio geradora g, Seja v; = _gi(x., X.
=i = g! rm=i s 4
m=i<n e y = g2(xn~l, x ). Entdo, {(xi,yi) m<i=n} éunm

segmento de 4rbita de T.

dem, Por IL.2,2. T(x,y) = (a(x,y), gé(x, a(x,¥)). Por estacionaridade

il

temos gé(xi_l, Xi) e da definig8o de s

-81(x; 0 X59) Vp<i<g
vem ¥, + ga(xi, Xi+1) =0 V@;g i <q © portanto X = a(xi, yi).

Ent8o para m=1 <n temos:

4
(5,10 81Xy 70 %550))

(Xn, yﬂ) i=n-1

:(X:.-;ﬁ ;\f;;,~;> S
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II.2.5, Proposicio: Se u e v sHo estados estaclondrios entHo

1) un = Vn A U.n+1 = Vn+1 e E = Y_
2) E_# v A u, =y p— (un“1 - vn—1> (un+l"vn+1) <0
dems Recordado que T e T'l s8o twist em direcgGes opostas
ax' - ox _ .
—_— = - K < 0), . =ght(u, .
( . K>0 e 3 K <0) Seja Vs g2<u1-l’u1) e

—_— 1
Z; = g2<vi—1’vi) ent8o (ui,yi) e (vi,zi) s%0, por II1.2.4., as
drbitas de T correspondentes a u e v respectivamente, o0 que

prova 1), Portanto a condigZo de twist implica que
e < >
yn < %n > un+1 vn+1 A un--l Vn-l
> — <
yn % > un-+l >‘Vn+1 A un—l Vn-1

0 que prova 2),

O

IT.2.6, ProposicHo: Seja T uma aplicacBo twist que preserva a 4rea

em S1 xR e g: F?'* R a sua fun¢Ho geradora. Ent8o

SCGR | g(x+l, x'+1) - g(x,x') = ¢ V(x,x’)e F?

Esta constante ¢ designa-se por invariante de Calabi.

dems Seja T um levantamento de p* ent80 T o R" = r" o T, com

R(x,y) = (x-1,y). Como g(x,x') & uma funcfo geradora de T

é(x,x') = g(x+l, x'+1) também o é, De facto, de T(x+l,y) =

= (1,0) + T(x,y) = (1,0) + (x',y') vem ¥y = - gi(x,x‘) = ugi(x+1,x'+1
e y' = gé(x,x’) = gé(x+l, x'+1). Mas duas fungles geradoras de uma

mesma aplicagdo T, diferem apenas por uma constante aditiva:

1l

E(x")
N(x)

1}

gl (x,x') = g'(x,x') ==> g(x,x') - g(x,x")
1 1

1l

gh(x,x') = gh(x,x') => g(x,x") - g(x,x")

e portanto E&(x') = TM(x) = constante.
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No resto desta monografia analarisaremos apenas a classe de apli-
cagBes twist que preservam a Area com invariante de Calabi nulo. Por-

tanto daquli em diante teremos sempre

g(x,x') —g(x+1, x'+1) = 0 Voo 1yep2

I1.3. Conjuntos mondtonos

Iremos definir o conceito de conjuntos monbétonos, com o objec—
tivo de aplicar a teoria dos homeomorfismos em Sl, exposta no capitu~-
lo I A&s aplicacgBes twist que preservam a 4rea em ‘Slx{R.

Seja T :Rz'* R2 um levantamento de um difeomorfismo twist em
Slle, R:F? - F? a translaccBo R(x,y) = {(x-1,y) e m F?-* R a
projecgdo T (x,¥) = x.

Um subconjunto M de F? diz-se monbdtono relativamente a T

se satisfagz as seguintes propriedades:

1) m£4¢
2) T = U
3) RQM) = M

4) VZ,Z‘EM Trl(z) <Tr1(z?) == Trl(T(z)) < ﬂl(T(zv))’

Note-se que se M ¢é mondétono entdo ﬂl(z) < ﬂl(z') implica

11 \ 1
que T (T7(z)) <m(T7(2")) Yoz s Y, rene

Note-se ainda que ™ restringido a M ¢é uma aplicagdo injec-

tiva. De facto se tal nfo acontecesse teriamos ﬂ1(z) = ﬂl(z') e z# szt
entfo por twist viria ﬂl(Tul(z)) # ﬂl(T"l(z')), o que contradiz a mo-
notonia de M., Temos pois que Ty é invertivel em conjuntos monétonos.

Um estado estaciondrio wu diz-se mondtono sse:

U_+r <u_ +Pp=>1Uu + r <u
s q s

Vr,s,p,q e 7 +1 q+1-+p
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% evidente da definic¥o, que u é um estado estaciondrio mond-
tono sse a correspondente dérbita de T e todas as suas iteradas por R

formam um conjunto mondtono.

TT.%,1. Lema: Se M & um conjunto mondtono ent3o o seu fecho CEe(M)

tambén o é.

dem. A verificagfo das condigBes 1) 2) e 3) & trivial.

Seja z, z' ¢ C8(M), entHo como M é mondtono e T & continua,

vems

m(z) < ma) =>m(T(@) S m(TE")) V.

ne
Mas se ﬂl(T(z)) = ﬂl(T(z')), entfo por II.2.5 vem que

'ﬂ'l(Te(Z)) >ﬁl(T2(z')) o que contradiz . Logo

M (z) < m(z") =>m(T(z)) < m (T(z'))
1 1 1 1

O

1T.%,2., Lema: O limite de estados estaciondrios monétonos é ainda um
estado estaciondrio monbdtono, i.e., se u(n) sHo estados mondtonos e

1im u(n). = u., entZ3o0 u & mondtono.
n — 40 * * -

dem, Andloga & de II.3.1

IT.3.%. Teorema: Seja T um levantamento de uma aplicag8o twist em
Sl><R, M um conjunto mondtono relativamente a T e f :TT]_(M)--> ﬂl(M)
dado por f = m oo T o ﬁzl, onde ﬂzl é a aplicagfo inversa de m

em M, EntSo, f pode ser prolongado a um homeomorfismo f:R—> R que

. 1
é um levantamento de um homeomorfismo ¢ que preserva a ordem em S7.

dem, Por IT.%.1l. o fecho C&(M) de M & monbdtono e f pode ser pro-

1ongado por continuidade a C€(l), pelo que podemos supor dque M
é fechado. Ent3o R‘\ﬂl(M) é uma unifo de intervalos abertos di-

juntos. Prolongue-se linearmente £, em cada um desses interva-
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los, i.e. se [to,tl] N ﬂl(M) = {to,tl}, entHo
t ~%
£(t) = £(8 ) + —— )

Se t € ﬂl(M) entdo ﬂzl(t+1) = (t+1,y) = (1,0) + ﬂzl(t), POr—

O

CICH I ICN A

que se (t+l,y) € M +também (t,y) € M. E portanto:

|

f(3+1) =1, 0o T o WIl(t+1) = ﬂi o T(t+1,y) = ﬂl((l,O) + T(t,y)) =

1

i

1-+n1 oT o ﬂzl(t) =f(t) + 1.

Se t e[t ,t] e [t ,t,] Nm(O) = {t ,t;} temos:

[tg+1s t+1] N1 = {t _+1, t +1} e
ﬁ-to
£(6+1) =£(b +1) + _gz:g_ (£(3,+1) - £(t +1)) =
b=t
=f(t ) + 1+ (£t - £(2)) = £(8) +1

1
Se t € ﬂl(M) e 1! e ﬂ1(M) vem,

t <t =>m, oT o ﬁ{l(t) <m

L 0T o n{l(t*> <> £(t) < £(t")

1
ese tem@ e t'e ]t ,t.[, com [t % ] 0w () ={t st}
e t <t' entfdo If(t) = f(ﬁo) < ().

Portanto f(t+1) = 1+f(t) V¥ e f é estritamente crescente

teR
em R, logo, pela proposicfo I.l.1l., f é um levantamento de um
. 1
homeomorfismo ¢ em S gue preserva a orden.
Este teorema permite-nos identificar a dinfmica nos conjuntos
1 . . .
monbdtonos em S XR com a dinfmica dos homeomorfismos que preservam a

1 - o s . . ' .
ordem em S, SHo entfo imediatos os seguintes corolédrios, correspon-

dentes ao teorema T.2.1, e & proposig8o I.2,5., respectivamente.

To3s4, Corolédrio: Se M ¢é mondtono entHo toda a drbita em M tem nl-



mero de rotagfo constante:

n/(Tn(x) - T (%)
qepiv= lin -t 1 V.en

Podemos pois, falar de nfmero de rotagfo de um conjunto M mo-

nbétono: vw(l).

IT.3.5, Coroldrio: Se M & mondtono relativamente a T e v € o nl-

mero de rotacgdo de M entfo tem-se:

V&GM

nY >n=—>% ~X -n
7 0

nyYy<m=—>>%x -X <n
n 0 in,mez

onde X, = ﬂl(Tn(x)).

J4 vimos que o conjunto dos estados mondtonos é fechado (lema II,3.2
agora iremos mostrar, na seguinte proposi¢Zo, que o nfimero de rotagio de

um estado monbétono é uma fungZo continua neste conjunto.

I1.%.6, Proposig¢Bo: Seja g(n) uma sucessfo de estados mondtonos com
lim u(n)i = u;. Ent%o se V(Eﬁn)) £8r o nlmero de rotagH8o do estado
n —> 4%
u(n), temos que lim v(u(n)) existe e é igual a v(w, o nGmero
n =4
de rotagd de u.

Demonstraremos primeiro o seguinte lema:

I1,%.7. Lema: Sejam u e v estados mondtonos, e suponha-se que para

certo L e N e 8§ >0 ten-se lui - vil =8 ¥ Ent8o

0=i=L"

lv(uw) - vl =2 _._@_1_%_.@__

dem. por II.3.5. vem gue int(i.v(gg) = Uy~ < int(i.v(g}) + 1 e por-

tanto -1 <in’t(i.\)(g)).-i.v(y_) = ui—uo,.iv(y_) < int(iv(g))niv(g_) +1=1
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donde [ui - - iv(w)| =1 e analogamente para v. Logo:
—_—T, - - -1 - =2 =
lui v, (uo VO) ilv(w V(X})l 2 =>
— - - = i -
lu, vil tlu -v l+2=21 v(w) - v(wl

=>2(5+1) = Llv(w) -v(v)]

O
dem, (de I1I1.3%.6.) Dado € >0 seja L € N tal que seja L > 2. e
£
i 1
6 % — W e Pomp———— ]
N N tal que =n N >lul u@Qil< 5 VOSiSL E por
II.3%.7., temos lv(}g_)-. \)(ll_(n))l =2(1l+ —%—-)/L = _.?:.. < €.
O
1I.3.8., Proposigdo: Seja u(n) wuma sucessZo de estados monbdtonos tal
que v = lim v(u(n)) existe. Entfo pode construir-se um estado mo-
n — 40
notono u tal que lim u(nk)i = U, e v(g) = V.
k — qo0
dem, Ponha-se 0 = u(n)o < 1. Aproveitando a demonstragdo de IIL.3.,7.

08 Con

I1.3.9

¢cdo m

temos lu(n)o - u(n)ll <1+ v(u(n)) vneN ent3o u(n)l é limi-

tado e portanto existe uma subsucessdo convergente:
im (u(n ) 5, u(n).) = (u_, v ).
Kk = 0 k7o k1 o’ "1 .
. V4 - — € -t
Podemos assim gerar u atraves de (uo,ul) .ui..ﬂl(T (uo, gl(uo,ul)))

. . i
e k;iégmu(nk)i::kli@%xﬂl(T (u(nk)o, "gi(u(nk)o’ u(nk)l)) = u;

donde, por 1I1,3,6, vem lim v(gﬁnk)) = v(w.
k — 400 D
Vamos agora provar uma importante propriedade de Lipschitz para

juntos mondtonos. Para tal necessitaremos do seguinte lema:

. Lema: Se M & um conjunto mondtono e T, (R - R é a projec-—

Z(X,y) = vy, entdo HZ(M) é um conjunto limitado.
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. o e 3 1 ? — — et .
dem. HEscolha-se (Xo,yo) M e seja (xO, yo) T(xo,y) e K lxo xol+1

o
Seja X ={(x,x') ¢ R : lx-—xol <1A lxx'] £K}; X & compacto

logo gi(x,x') é limitada em X, donde:
1 1y <
lgl(x,x M<e V(X,X,>€X

Se (x,y)¢M, ponha-se (x',y') = T(x,y) e escolha-se m € Z tal
que X SExen = x,+1. Como M é monbétono temos x(‘)thme;ah 1,

K. Portanto (x~m, x'-m) € X

il

ent¥o Ix' —m—(x-m)] =< lxo-xél + 1
e lyl = lgi(x,x')] :lgi(x—m, xt-m)| S c.
O
I1.%.,10., Teorema: Seja T uma aplicagBo twist que preserva a drea e M

um conjunto mondtono. FEntHo existe uma constante K1 tal que

lﬂz(z -z = Kllﬂl(z -2)]| VzageM

dem. Queremos mostrar que se (X,¥), (§,§) € M ent3o Iy-—fﬂ = Kllx-—}U .

Ponha-se T(x,y) = (T;(x,¥), T,(x,5)) e T"l(x,y) = (Tzl(xay), Tgl(xa:

Por II.%.9., seja ¢ >0 tal que M SR x [, c] = A.
AT art
Seja B = max ———=— (x,y) D= max ——— (x,¥7)
(x,y)en 9% (x,y)ed 8%
arT
K Pela condigfo de twist K > 0.

. 1
= inf (x,y) -
(x,y) R 9
Suponha-se, sem perca de generalidade, que x < x.

No caso y > 37 temos:

0<Ky-y = [

por outro lado

X aT
1
j 0x

X

(t,7)dt < B(x - %)

T (F,y) - T(x,5) = B(x - x)
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mas por monotonia de M temos Tl(x,y) = T1(§, 5} e portanto
Ky -y) = B(E..x).

No caso y < § temos:

0 <K(Fy-y) <-] (x,t)dt

= Tgl(xay) - Tzl(x,w

por oubro lado

x an _ _
X

7l v - 17N, ) S D(x-x)

mas por monotonia de M temos T"i (x,y) = T;1(§, y) e portanto
K(y-y) < D(x-x).

D B .
Ponha-se agora Kl = max(~E~ ’ —E—J para obter:

ly—§]£Kﬁx~§]

IT.4. Estados minimais

J& vimos que as Orbitas de uma aplicag8o twist que preserva a
drea podem ser identificadas com estados estaciondrios da acgdo. Vamos
agora estudar 4rbitas que correspondem a estados que minimizam a acgfo
(em certo sentido que definiremos seguidamente). A partir destas brbi-
tas construiremos no pardgrafo II.6 conjuntos de Cantor invariantes em

1
S™ xR - os cantoros.
Unm segmento x = {x.:m=3i=n} & minimal se W _(x ) ¢
“mn i m,n ~mn

um minimo (global) para variacgGes com 08 extremos X, e X fixos.

Un estado {x; :1 ¢ Z} & minimal se todo o segmento {x; im=i=n}

é minimal.



Note~se que um segmento é minimal, entfo qualquer subsegmento
também é minimal.

Todo o segmento ou estado minimal é estacionédrio e, portanto,
corresponde a um segmento de Orbita ou a uma 6rbita completa respecti-

vamentes

TI.%4» 1, Proposicio: Para todo o b, d ¢ R e my ne¢ Z, com m<n-l,
existe um segmento minimal X = {xi :m=<i=n} com X, = b e x = d.
Para a demonstracfo desta proposigfio necessitaremos dos seguin-

tes lemas:

IT.4.2. Lema: Voo 1yepd e F8(¥sx') Ze + lx-x'] .

dem. Seja ¥ = - g'l(x,x‘), podemos entfo pdr x'=x'(x,y) = ﬂl(T(x,y)),
donde Jx-x'l = lx-x"(x,] = lx+1-x"(x+1, y)I, porque
™(x+1,y) = (1,0) + T(x,y). E assim se conclue que x -x'(x,) !
estd definida no espago quociente R/ Z x R. Como R/Z x [~1,1]
é compacto, temos que |x-x'| & limitado em

{(X,X‘) : igi(x,x')l = 1} = G. Portanto,

-
%)>O jx -x'] =D V(X,X'DGG

EntZo em {(x,x') : Jx -x'| =D} temos ]gg_(x,x')l = |yl = 1.

Vamos mostrar:

v

a) x'-x2D=>y =1

b) x'exSDH=>y=~1

il

Temos (x',y') T(x,y) e seja (xé, yé) = T(x,y+8) com & >0,
entfo pela condigdo de twist vem xé > x' e portanto

xp - X >x' ex =D =>|y+6] =21. Como & é arbitrario, con-
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cluimos que y = 1. A afirmagZo b) prova-se de manelra andloga
com & < Q.
Por outro lado, como g(x+1, x'+ 1) = g(x,x') e g & continua,

conclue-se que:

3 i oglx,x') = A

AeR V(x,x')e{(x,x') : lx-x'] =D}

Portanto, temos:
x' ~D

x'—-x 2D => g(x' =D,x") - g(x,x') = f ga(s,x’)dsﬁx—x‘ +D
X

== g(K,x') 2 A ~D + Ix' - x]

X
x' - x <D ==> g(x,x') ~g(x' +D,x'") = f gi(s,x')QSZX-x’ -D
x'+D
==> g(x,x') 2 A-D + |x'-x|

Portanto g(x,x') 2 A-D + |x'-xl Yix x‘)e:fRZ
3
O
IT.4.%3, Lema: Va,b,d.eiR o conjunto

-t 1
Aa: {_}_c_ e R* : Wmn(x) S a,x. = b,x_ = d}

é compacto.

demn. Wmn é uma fungo continua, logo o conjunto em causa é fechado.

n-1
> >
Por II.4.2. a ”"Wmn(}f-) Z2(n~mc + .2 ‘Xi"’xi-l-ll’ donde
1=
-~ — 2 — — S—. - o - 2
a~(n -m)e lxi Xi+1l e le xii (n-m) (a-(n-mc)

Logo ]xil <(n-m (a-(un-mc) + Jb] para n <=i<m e portanto

A é compacto.

O

deme (de II.Q“ 1:)

LA Rn—m-l - R é continua, A é compacto (por II,4.3) e ndo
vazio se a fbr suficientemente grande, logo Wmn tem um minimo

em A e portanto em -l

O
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Vamos em seguida definir o crugamento de segmentos e provar uma

versfo restrita do lema fundamental de Aubry.
Diremos que dois segmentos u e v cruzam-se, Se U, -V,
—mn -1 i i

tem um zero ou mwuda de sinal quando i varia entre m e n.

ITo4e4s Teorema: Dado m<n-1, sejam u e v dois segmentos
~n ~§un
minimais para W com u_ #£ v .
mn m m

EntSo u e v cruzam-se no mAximo uma vez.
~mn —mn

dem., Supondo, por absurdo, que II.4.4. é falso entHo existem k,L¢€Z

com m=k <¢g=<n, tals que um dos seguintes trés casos se ve-

rifica:
)
1) u.k;é Vies Up=T,
(o =7y o (g g =Vyepq) <0
(o =v3)e (g =Vypp) >0 >< kel
. k
1 = k"*‘l,;eo ,‘B”’l u v
u v 2

2) (uye-vydeCuy, g =7 q) <0 2 -1

(u.l8 - ve). (ug-_l -—vg_l) <0

k+1

(ug 7)oy, g =Vy,q) >0

i:k‘!'l,oco ,'e-"l

X

o
<

%) ukgévk, Uy =V,

v = U

k+1 7 Tk+l

(uy =v3) (o =Vp) >0

i: k+2,ao Fl "e'-'l

k+1

X

o
<3

Iremos ver que qualquer dos casos leva a
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Note-se que u e v s3Ho ainda segmentos minimais quando restrin-

gidos a [k,2] N Z, com woe U fixos e v,oe v fixos res-—

2
pectivamente.
Ponha -se Uy < v, © defina-se os segmentos u' e v' por
u! = min(u. ,v, 5 v! = max(u, ,v. i=k,.
(w,0v) 5 v} (v, 5v;) PPN
entdo

e ponha-se

AW = Wke(.‘i” + Wke(y_’) - Wke(}_l_) - Wke(y)

s caso 1)

AW::g(uk,vk+1)+ g(vk,uk+1)-g(uk,uk+l)-g(vk,vk+1)

'k Ve Ykl
= @, ) -ei G, pag=[ [ gl(E.man &g
"k Ye kel

mas <0 e >0 donde AW < O

11
&1z (v =) Qg q =V, q)

e portanto ou Wke(gf) < Wk8(2) ou Wke(z') < Wkg(y), o gue
contradiz a hipdtese de u e v serem minimais,.

. caso 2) de modo andlogo
M= gQuyyvy 1)+ 8Vt ) - e(u 0D = 8(vyv,q) +eluy_;,vp) +

+8(vy_1aup) = 8(uy_qaup) =8(vy 447p)

e kel V-1 e

=S encmanas [ [ ef,(8,Man ag
U.k vk+l U.e’_l V_E

<0

_ : ' Y _
. caso 3) Vem AW = 0 ou seja WKECE ) + WKE(E',.,WRE(Y)-+WKQCE)

Temos por 1I.2.5. que uk::ué e W= u£+1 implica que u'= U,



como tal n¥o se verifica concluimos que  u' nZo é estaciondrio
e portanto n¥o é minimal. Analogamente conclue-se que v' n3o
& minimal o que contradiz AW = 0.

O

II.5. Estados minimais periddicos

Iremos provar neste pardgrafo a existéncia de estados minimals
periddicos de qualquer ntmero de rotagio racional. Para tal vamos defi-

nir para cada (p,q) € Zx[Nl os seguintes conjuntos:

= > H =
5.9 {x RrE Xnpq = FntF \fnsz}
e a acgio W : X - R dada por:
s p/q ° “p,q por
g~-1
Wp/q(xouu,xq_l) = ii g(x; 0%, 1) (xqs x,*tP)
Note-se que se U e X & um estado estaciondrio, entZo u tem
Psd Xy x kP -
nGmero de rotagdo igual a p/q & lim 9 - 1lim = 2,
k = 40 Ed k - 400 kq a

II.5.1. Teorema: Seja T : fR2 - RZ um levantamento de uma aplicagfo

. 1 .
. : =
twist de S~ x R, EntZo YoeZ,qeN. ? Jex Wp/q(g) Wp/q(y_) YV, ex )
I = Pp.q ,.q

i.e., existe sempre um minimo de W em X .
p/a Psq

dem. (semelhante & de II.4.3%)

)

identifica X com R Seja RY : X - X definida por
Ped b.q Psd

* *
R(x)). = x.+1. Entdo W o R =W
(R4 i p/a /9

é uma fungZo em Xp q/R* e portanto podemos tomar X € [0,1],
#

A aplicacdo de Xp 4 em RY definida por X - (XO,,,. WX
, =

g-1

, 0 que significa que

W
/4

*
Vamos ver que o conjunto A_ = {x € X R W x) < a é com—
4 ! o= {205, p/q'® }

pacto, garantindo-nos a existéncia do estado minimo u referido
g-1
7 = = -
no teorema. Por IIl.4.2, vem a = Wp/q(_}g_) = qc + .Z lxi X. 11 VXSA

i+
1==0 or



- 45 -

donde qa-qc) = lxcnxil e lxii =< gq(g-ge) + 1, Logo Aa é

limitado. Como Wp/q é continua Aa é fechado e portanto compacto.

Note~se que se x minimiza W entBo minimiza W e W
4 z “8& Tp/q 0,9 1,049,

I1T.5,2, Teorema: Se u € X e minimiza W entd3o0 u é um estado
- Paq p/q -

?

monbtono,

d.etis

II.5.3. Proposig8o: Se u € X

ent3o

dems

— c _ )
Defina-se os estados zﬁm,n) Xp,q por zﬁm,n)i Usim + n

Ent3o se u nfo £8r um estado monodotono existem m,n € Z tais
que v(m,n) e u s3o estados distintos e gque se cruzam em
[0,a] N Z. Ponha-se sem perca de generalidade v(m,n)o > u -
EntZ3o, por periocidade vem:

u v(m,n)
v(m,n)q > uq e portanto q

v(myn) e u crugam-se pelo
menos duas vezes., Mas u e
v(m,n) minimizam W o
- 0,4

que contradiz IT.4.4.

O

minimiza W ara cerkto k > 1
kp,kq 28 Wgpfiq PHRE

u e X s
- Ds

tu ¢ X e u mnminimiza
- jerye -

W . Entf3o u u_ seja u_. > u_ + ocaso u_<u_ +
kp/kq g # Ug Py seja u, >u +p g Ut P

Suponha-se, por absurdo, que Buexk
- P,kq

demonstra-se analogamente). Seja v definido por vi::ui+q-—p,

.+ Mas
2kq

g s > **9 * - e - 4
vo uq P uo, entdo vkq > ukq e por II.4.4 itemos vl > ul Vlez

Ent8o u e v minimizam W e portanto W
L 4 g kp/kq © P °
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ond.e ukq v(k_l)qi'p u(knl)q + P v(k-E)q + 2p > u(kﬂz)qf+2p

e por indugfo concluimos u > U, + kp, o que contradlz u € X .-
— ﬂ’. ,

O

TL.5.4, Corolédrio: u minimiza W <=—> u nwinimiza W .
2 - p/a - z kp/kq Ve =1

dem. Por II.5.1. du € X v € tais e u inimi W
u p,q ? L ka/kq ais qu u minimiza o/4
e v winimiza W s Por IT.5.3. v € X entBo0
- %% Tkp/kaq 23 psa’ O

= <
(w =k Wp/q(E) k Wp q(z) donde

kW = ey g (0 = Wiy g /

W u) = W v e W, u) = W v
P /q(—-) p/q(~—) Kp/kq(-> kp/kq(——)
O
II.5.5. Coroldrio: u minimiza Wp/q =>1u 4 um estado minimal.
dem. u minimiza W =2 1 wininiza W or II.5.4.
»/a kp/kq k=1 P 2
— inimi
u minimiza Wo,kq
==> 1 mininiza Wn,n+kq Ynel
—=> u é um estado mininmal
]

11.6., Eshtados minimais quase-peribdicos

Neste pardgrafo vamos provar o Teorema de Aubry-Mather: para to-
do v irracional existe uma ecircunferéncia rotacional invarianie ou um
conjunto de Cantor invariante, Ao contrédrio do que acontecia na teoria
dos homeomorfismos de Sl, a exist8ncia de conjuntos de Cantor invarian-
tes para unma aplicac3o twist que preserva a drea em S1><R, nA0 COorres-—
ponde a um caso patolbégico; existen conjuntos de cantor invariantes
para aplicagBes analiticas.

Existem dois processos distintos de demonstrar este teorema.

Um, devido a Mather [II~3], que se baseia na minimizacdo de um funcional

num conjunto de fungBes descontinuas utilizando a métrica de Hausdorff.



- 47 -

Outro, de Aubry [II-2], que analisaremos neste pardgrafo. A equivalén-

cia entre as duas demonstrages encontra-se em [II-4].

TT.6.1, Teorema: Y v € R\Q existe um estado minimal mondtono com

nfmero de rotagdo v.

demle Por ITe5ele, LIeHs2, e II.5.5. existem estados minimais monbdto-

nos de nimero de rotagZo —%m ¢ @. EntZo, sejanm

e @ tais

n
que linm — v e R\Q. Por II.%.8 concluimos a existén-
n oo n

cia de um estado mondtono de nfmero de rotag@o v. E pelo seguin-

te lema, este estado & também minimal.

O

1I.6.2. Lema: Seja Eﬂk) uma sucessSo de estados minimals, tal que

u(k)i'é uy quando k — + ., Ent3o u & unm estado minimal.

dems Seja myn € Z com m < n-l. Queremos ver que sSe v::{vi: n<=i=n}

é um segmento qualquer com v =u € V, = U ent3o
> 3 = -
Wmn(z) = Wmn(gg. Seja &(k) = <?§§: lu(k)i ui] e
n=i=n
V(k)i w
v, m<i<n
i

Como g ¢ C1 existe ¢ >0 e N € N tais que:

}g(u(k)i’ U.(k) ) - g(ui,ui+1)l < c S(k) VKZN V <

i+l n<i<n
donde ]Wmn(gﬁk)) - Wmn(g)l < ¢ (n-m) e(k) VKEEN
e i (v()) -w (<2 ec el Yo<y -

Entdo:
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W () = (w) = (k) - (u(k)) + [w (ul) - (W] -

- [Wp ( ()Y =T, ()]

Portanto ¥ ten-se

k=N

W () = (W) > W (v()) - W (k) - e e(k) (n-m+2)

Mas Wmn(y_(k)) - Wmn(g(k)) ) Vke{N e 1:il—j;am’100 e(k) =

- >
logo Wmn(y_) Wmn(y._) =

. . . . . *
M\) de estados minimais recorrentes, cuja imagem M\) en

O

IT.6.3. Teorema de Aubry-Mather: V Vv € RN\Q , existe um conjunto mo-
Sl x R
4 uma circunferdncia rotacional invariante ou um conjunto de Cantor in-

variante. Tendo-se ainda que qualquer Orbita em M:: é densa en M\T.

dem, Seja u um estado minimal mondtono com nGmero de rotagdo Vv € R\G

(ver II.6,1.). Seja B, = {B=qv+DP3; Psq ¢ Z} e defina-se

\}'Ber u(B)n = um_q-P se B=agv+p.

Por TI,%.5 temos: B > B' =>qv-p > 'V -p' => (g -q')v >p~-p'

== U - U '
n+qg n+qg

—>u(p), > u(p'),

>p~-p'

Defina~se agora W":R->R e h :R—> R por:

n'(8) = inf u(B) n7(8) = sup u(B)
> 0 0
[

B B < ©
B BGB\)

e os estados }_1_+(oz) e 9_'(0:), para cada o ¢ R, por:

+ = inf u(B) =h (nv +a) (@) su u(B)
u (o:)I1 BlI>l y u(B) nv + o @) = ] <P n
B € B, B eB,

de facto temos por exemplo:

= hn(l'l\) + O
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inf  u(B)._ = inf U =P = inf U -p
B> o % p,gez p,q € Z 4
B e B, av-p > o (g=n)v=p > o
= inf u(qv -p) =  inf w(B) = n (v + @)
pyq € Z B >nv +
gv-p > nv +o B e B,

. + o . 2 -
Repare-se ainda que u (o) e u (o) s% o limite de uma sequéncia

de estado minimais mondtonos (un winimal mondtono ==> un+q—p minimal

mondtono). Temos ent3o por II,3%.2, I1.3.6 e II.6.2 que Ef(a)
e Ef(a) s¥o minimais mondtonos de nfimero de rotagdo V.

+ + +
Defina-se ainda: y"(a)n - gi(u‘(a}n, (o) )

il

n+l

+ + + +
y () =y =~ g1 (w7 (), (o +V))
+ + + + +
e M= {(uXaw),, y(@D ) :aeR ne Z} = {(a(w), y(a)) :a ¢ R}

Ponha~se M =M. UM e M*  a imagem em st xR de M .
v v Vv v v

Iremos provar (na padg. 51 e seguintes) que:

i) H, é invariante por T e R, e
ol h T *
T(h™(8), ¥ (8)) = (W (8+w), ¥ (8+Vv))
ii) Mv é um conjunto fechado
iii) N é um conjunto mondtono
iv) Toda a brbita em Mj é densa e recorrents em Mj
V) Mj & ou uma circunfer@ncia rotacional invariante ou

um conjunto de Cantor invariante.

+
Primeiro contudo, vamos analisar as propriedades das fungdes h

nos seguintes lemas.
*
TT.6.4, Lema: 1) h (0) sHo estritamente crescentes
+ +
2) h(8+1) =h(6) +1
3) h¥ & continua ¥ direita

4) n~ é continua & esquerda

5) h7(0) < h'(8)
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dems 1) Se 0 <8' entfo, por densidade de Bv em R, existenm

Y e y' € Bv tals que:
B <y <y!' <0O'

J4 provamos que u(B)O é estritamente crescente em B ,

entSo temos

nt0) = inf  u(B) < uly) <uly')_ = inf u(B)_ = hb'(8")
B > 9 [¢] o] Q B > e, (o]
B e B B ¢ B

E analogamente para h .

2) n'(6+1)= inf u(p) = inf u(prl) = inf uq—(p—l)=1+h+(8)

B>0+1 B>0 p,9¢”Z
5er Ber gV ~p>0
3) Seja Gn > 0 e lim Gn =0
n > 40
h+(9) = inf u(B)O = lim u(Bk)o , para certa sucessZo
B>¢0 k = 40
B e Bv

eshritamente decrescente Bk € Bv’ Ent3o existem duas sub-

sucessles Bk e Bj tais que Bk 0= Bj . Donde por 1)
n n

n
n n

temos u(B,_ ) = h+(6n) = u(B; ), portanto
n n

nt(e) = 1im  n¥(e ) =uT(8), logo lim nt(e ) = n'(8)
n n
n " R n "> 40

4) dem. andloga & de 3).

5) B <6 <B' =>ulB), < u(B'), e portanto

L(6) = sup w(B) =< inf u(B)_ = h'(8)
B<«<® 0 B >6 °
B e Bv B e Bv

+ +
[1.6.5. Tema: 0.\ 8 —>h(0,)\VE'(8) A y(8;) =y (8)
+ +
8,70 =>1(6;)/07(8) Ay (8;) =y (8

(onde, ?or exemplo, ©.% 8 significa que 6., > 6 A 1lim 6. = 8)
i ? i 55 g0 *
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Ya oy 6 < @' =>n'(8) <h(8'). De facto, dado O < @'
6,0'eR

20 < 1< oot o) = 'y £n”
EﬁaB'GBv 0 B<B e', ent3o h (9) u(B)o < u(p )O h™({e").
Supond.o Si\,e, ent3o como h* & continua 3 direita, temos
n*(6,)\h*(6), mas n*(e,) =n7(6;) > n"(9), donde h"(ei)\,h+(e).

+ +

Da mesma maneira h"(ei+-v)‘yh%(8+-v) e como y (8) é uma funcgdo

+ + +
continua de h (8) e h (8 +v) temos y""(ei)“9 y+(e).

Se ei,”e, a demonstracdo é andloga.

]
(de IT.6.%, - continuagdo)
i) Dado 0 ¢ R seja B_ ¢ B, tal que h'(8) = lim u(B) =
n v n’o
n = 4o
= lim uq i onde 4, vV -p, = Bn > 0. Entfo, dada a

n e n
continuidade & direita de v’ e a continuidade de T e gi,

temos:

+ +
T(h (8), y (8)) = 1lim T(u, -p ,~-gj(u  ~-p , U -0.))
n o~ 4o qn o 1 qn o Cln—x—l o
= Llim (u -P 3 ...g‘(u -P 2 U -p )))
n > 0 n+1 o 1 qn+1 n qn+.2 n

1l

Lim  (u(B,+ V), —gi(u(5n+ V) s u(Bn+2 V)o))
n T 400

(h+(6-+v), y+(e-+v})

i

Do mesmo modo conclue-se T(h™(8), y (8))=(h™(8+v), v (0 +v)).
Logo T(Mv) = Mv .

Temos ainda, por 2) de IL,6.4., que

* l fal *
R(L(O), v (8)) = (W (6-1), y (8)) e :
ol ol t ol ol
y (6-1) = - gi(h (6~1), h (8-1+Vv)) = -gi(h (8)~1, h (6+v)-
ol ¥
= -gi(h (8), h (B+v)).
Portanto R(Mv) = Mv'
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ii) Seja X, e M\) com lim X. =X= (x,y). Ent3o
i~

o)
X, = (hd(ei), v (91)) com O € {+, -}. Considerando sub-

sucessdes analisaremos 0s seguintes ¢asos:i

a) hc(ei)&x e b) hc(ei)/’x

No primeiro caso temos, por 1) e 2) de 1T1,6.4., dque 0 con-
junto {o : () >x}, é n¥o vazio e limitado inferiormen-
te. Seja © = inf{w : h'(a) > x}, enmt¥o L' (0) Zx e

Oi\, 9. De facto, supondo que t2l nZo era verdadeiro exis-
tiria 6! e uma subsucessZo in = 300 (gquando n — + ),

tal que ei - g, e Gi > 0' > 6 (note-se que o caso 6&'> ei
n n n
n30 é possivel por IL.6.,5.); donde h+(9') = 1lim h+(6. ) =
n " e ln

= x=h7(0') >n'(8) o que é contrério A definigHo de ©.

En‘hﬁo, por IIQ605Q

lim (1080, 3°(8;)) = ey, vy (e
i - 400

Para o caso b) o raciocinio a fazer é andlogo, concluindo-se

que  lim  (17(8.), y7(8;)) = (@ (&), y7(8)).

i = 40

1l

iii) Comecemos por notar que M: e M;' s8o conjuntos mondtonos,
uma vez gue ht s¥o estritamente crescentes. E por IT.3.l.,
também sS850 mondtonos os seus fechos CE(M:) e CZ(M;).
Portanto se provarmos que CB(M:) = CB(M;') = M\)’ provamos
que M & mondtono: Dado (h'(8), y (o)) e MZ ent8o existe
0% 0 tal que: (nT(8,), ¥7(8;)) = (87(8), 7T(8)), e por-
tamto MY C Ce(M), o que implica M < CE(MD. Por ii)

temos CB(M\'D c CZ(M\))

I

M\), donde Mv = CE(M;). Do mesmo

modo se mostra que M\) = CQ(M:).
. . + + +
iv) Seja x ¢ Mv ) X = (h"()y v (@)), entlo dado y ¢ M\J temos

y = (7 (0), y°(8)) para certo 9 € R e O € {+, -} Esco-
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lha-se mj, nj € 7 +tal que (9+ njm-mj)\oz gquando J > + oo,
EntZo por II.6.5 temos (h"""(e +nj.v) - mj) \h+(oz) e

C + . s nj mj
vy (O+n..v-m.) >y (), i.e. lim T Y R Y(y) = %.
Com um argumento andlogo, mostra-se que dado ﬁ' € M; ; ©Xis-
n., m,
te mé, n& € Z tais que lim T J R 3(2) = x', e portanto
J = e
qualquer 6rbita em M: é densa em Mj.

Para mostrar a recorr@necia, basta pdr y = x no raciocinio

anterior,

. * .
Como coroldrio temos que Mﬁ nZo tem pontos isolados.

v) Por II.3.,3 existe um homeomorfismo f :R—>R que é um le-

vantamento de um homeomorfismo ¢ :Sl-~9 Sl gue preserva a

1

ordem e tal que f =T, o T o 1, (onde mw, & o inverso

1 1 1
de m em Mv). EntH3o o nGmero de rotagZo de £ & v
(34 que qualquer brbita de Mv tem nimero de rotagfo v)
e podemos aplicar o teorema I,3.,1l. para conclulrmos que Mj
ou é uma circunferdneia rotacional invariante ou é um conjun~-
to0 de Cantor,
O

Quando o conjunto Mi, definido acima é um conjunto de Cantor

designamo~lo por cantoro.

1I1,6.6. Proposic8o: Se nt & continua ento M. & uma circunferdncia
v

rotacional invariante conjugada a uma rotagdo Vv por nt o= n".

+ o -
dems S h é continua entio o seu contradominio & R, portanto

ﬂl(Mu) =R. E por II.6.3, i) +temos:

1 pal 1 * ol ¥
T o ﬂl oh = ﬂX oh o rv ou seja foh =h o rv 3
onde r, = R—~ R é definido por rv(+) =t+v e I= m oo T o ﬂzl.
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Para ver que nt = n”, seja 9 €¢€R e 6. talque lim 6.=8
. i
i = 40

e ei <0, Ent%o

h™(8) por II.6.5

il

1im  h'(8.)
i = 400 *
= h+(9) por continuidade

O

IL.6.7, ProposicZio: Se b nfo é continua emto Mv é semiconjugado

a uma rotagdo V.

+
dem., Como h~ s3Ho estritamente crescentes entBo sfo continuas, excep-

tuando um possivel conjunto numerével de saltos.
Se h+(9) = h"(0), seja Gi tal que 1lim 6, =0 e 0O, <9,
i 40 T *
ent8o0 1lim h+(ei) =h"(9) = h+(9), por I1I.6.5., Conclue-se que
i a0
nt & continua & esquerda em ©, e portanto:

+
n7(8) = nt(0) <—=> b~ continua em 6 .

+
Logo 1h7(8) £ n'(8) nos pontos de descontinuidade de L™,

Seja entdo
n~H(x) = inf{e : hT(O) > x} = sup{6 : L7(O) < =x} .
Pelo qgue foi dito h"l(x) é continua mas nfo é injectiva e com

as notagBes das Gltimas demonstragBes temos:

Dado t ¢ m(H), vem = nte) ou t=1nT(8) e
+

1 1 L= 1 1
r,, © R (1) =0 +v=h""oh (8+v) =hT" of oh (8)=h""of(t

Concluimos ent3o que |, é semiconjugado & rotagdo r .
v

O

Note~se que com ligeiras modificagBes nas demonstracBes de II.6.3,
II1,6.6 e II.6,7 podemos demonstrar o teorema I.3,% e corolério I.%.4..
Basta na dem., de II.6,3, identificar o o estado u com O levantamanto
1 1

de uma 6rbita de @ :S” — ST, ignorar as segundas coordenadas e identi-

ficar T com um levantamento de @ e Mj com P,
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+
TI.6.8, ProposicHo: As descontinuidades de b~ aparecem em Orbitas:

VoeR n*(0) = n7(8) <=>h (8+V) = hT(0+V)

e portanto h+(9) >h7T(0) <> n(0+v) >h7(0+V)

dem, h (9) = nt () <=> u"(e)O = u+(6)o e por 1I.6.4., 5) temos
u_(e)wliﬁ u+(9)~1. Se u'(@)_l < u+(6}_1 entdo por II.2,5 ven
u"(6)1k> u+(9)1 o que contradiz IL.6.4. 5). Portanto
v + Ll + -
u (6)_1 = u (9)_1 e por IL.,2.5, u (6)n = U (6)Il ﬁﬁez , ou seja

h+(6+-nv) = b (0+ nv).

]
Esta Gltima proposigZo permite provar que Mj é um conjunto de
+
Cantor, quando h~ ¢é descontinua, sem utilizar a teoria dos homeomorfis—
+

mos de Sl: se h tem uma descontinuidade em © ent3o também tem

em O+ nv+in jﬂ Estes pontos sfo densos em R, logo existe un

,meZ’
gap entre quaisquer dois pontos de Mj, e portanto a projecgio de Mf
em S1 %0 contém abertos (e dado que esta projecgZo é invertivel enm
Mj , concluimos que Mﬁ ¢ totalmente desconexo). Como jé provamos
que Mj 4 fechado e n3o tem pontos isolados, temos que Mj é um con~-
junto de Cantor,

0 teorema II.6,% apenas afirma a possibilidade de Ms ser um
conjunto de Cantor. Na proposicdo seguinte vamos ver, através de um

exemplo, gque Mj pode ser um conjunto de Cantor mesmo que a aplicagdo T

seja a analitica.

11.6.9., Proposigdo: Seja T: RE'* RZ a aplicacf@o definida por

T(x,y) = (Xx+7 - sen 2M X, Y - sen 2m x), com k € R, Quan-

do k > 2 todos os Mj (v ¢ R\0G) sZo cantoros.
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A aplicag¥o T dé-se o nome de aplicagfio standard e tem como

2
?
(X'z ) + K cos 2T X

(Eﬂ)2

Seja u um estado minimal e considere-se 0 segmento

L= {un el = n = 1}. A segunda derivada da acgdo, com res-
<3
peito Uy fixando 05 exirewmos u_y Uy é dada por:
82w11
o3 = 2.k ¢cos 21T u
dus °
0
2}2w11
se k>2 e u = 0 vem —--~§—l—~ <0, o que é contradi-
auO

tério com o Tacto de u ser minimal. Portanto para k >2 nZo

existem érbitas minimais que intersectem a recta x = O. EntZo
* 3 -~ - - -

Mﬁ nfo pode ser uma circunferdncia rotacional invariante. Con-

s *
cluimos que M/ é um cantoro.
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TIT. EXPONENTE DE LYAPUNOV E HIPERBOLICIDADE DOS CANTOROS

III.1l. Cantoros hiperbdlicos

Estudos recentes [III»]_] mostram que existem cantoros que s#o
hiperbélicos. Este é um importante facto para o estudo da dinfmica das
aplicac®es twist que preservam a 4drea, numa vizinhanga dum cantoro.
Neste paridgrafo vamos apontar algumas consequéneias da hiperbolicidade
dos cantoros.

Diz-se que um conjunto A C !RZ é hiperbdlico para um difeomor-
fismo T:R2 - IRE se T(A) = A e para todo o x € A existirem subes-—

pagos de Rz, Ei e Ez, de dimensBo unitéria e tais que:

D oy I Sc o vl Voo VYeerS
X

| o™ (x)vll <ec o |l v | v
X))V c o v n=0 VVGE:;

onde ¢ >0 e O0<ua<l

2) pT™(x)v € E° v

¥ .8
‘I‘n(x) neZ VSEX
n u
DT (x)v € E N Vnez \?veEu
T (x) %
. s _s
3) Yerep lim' | <V Vo4 > | =1
X x
£ A 5
|
onde v ¢ E_ e I v |l =1 VxeA
. < 3
Vet o, xlimx* | <v, v ,>l=1
x € A
u u u
onde v ¢ E_ e I v | =1 Vxel\.
onde DT(x) & a matriz jacobiana de ™ no ponto x, Il . || a norma

.o 2 .
euclidiana em R° e <. , » > o seu produto interno.
* . .
Diremos que um cantoro C < st xR ¢ hiperbdlico para

T* : Sl x R Sl xR se o seu levantamenio C & IRZ é um conjunto hiper-
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bbdlico para o levantamento T :IRZ'—> R2 de T
Em [III-2] prova-se o segulnte resultado: Se AC RE é um
conjunto hiperbélico, entZo existe uma constante ¢ > (0 para a qual as

seguintes implicagl8es sZ@o verdadeiras para todo x € A:

D 1T - <e v, b ln 1T - =0
n —> 40

—> | Tx) - l[Scao lx-xll V>,

2) 118w -1l <e Vs A lim [T -1 @Dl =0
n > 40

> || 1) - T = e ol x-x']l Vo>

onde ¢ >0 e 0<ag<1 sHo as constantes da definig8o de conjunto
hiperbélicos
Temos entZo, como aplicagdo trivial deste resultado, a seguinte

proposicdo:

IIf.1ls1ls Proposicdo: Se C* é um cantoro hiperbédlico entZo o tamanho

dos seus gap's decresce exponencialmente em ambos os sentidos do tempo,

Antes de demonstrarmos esta proposig¢do, iremos introduzir algu~
mas notagBes que utilizaremos neste capitulo IIT e que darfo sentido a
proposicZo IIL.l.l.

Se CC& RE é o levantamento dum cantoro = Slle, invarian-—

- 2 - 3 -
te por T:R R~ e se X0 X ¢ ¢ s3o0 tails que ﬂl(xo)<<TH§Xo) )
— =) > >
x € C ==> nl(xo) = ﬂl(x) v ﬂl(x) ﬂ-ﬁl(xo) R

onde ﬂl(x,y) = x, diremos que o segmento de recta
[xo,xoj = {x ez -x) it ¢ [0,1]} é um gap de C com extremos esquer-

. s R . 1
do e direito, x, © Xy respectivamente. A imagem em S™xR de um
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gap[io,xoj de ¢ & um gap de C°, e o seu tamanho é || Xo"go .
Note-se que Se [;0, xo] é um gap de C, ent3o
— n i . n -
[xn,xn] =[T(x), T ()] também 0 é V .. Neste caso, designamos

o conjunto {[En, xnj: n € Z} por uma familia de gap's de Co.

Neste capitulo III vamos utilizar a notag@o:

n n,- 2 - ’ ;
e =T (x) =T (x) ¢ R, onde [xo,xo] é um gap de C

Diremos que os gap's de um cantoro decalem exponencialmente se

existirem constantes 0 <o <1l e ¢ >0 tals que:

e, lIscd lle,l e e lh=collell ¥ .o
II1,1.2, Lema: lim I 2 Il =0.
n e

dem, O levantamento C de um cantoro é um conjunto monbétono; ent3o

- / Pz 1Y
se [Xn,xn] s¥o gap's de C também o s%o [R (xn), R (Xn)] Vpsz s
com R i RE RE definido por R(x,y) = (x-1l,y), e evidentemente

18P ) - B2 = 1w, =5, |l entHo

, n VpeZ i
v E| dom (‘Rl(x‘ ) = (an(-}; )) <m (RFHCX NS (x)
neZ pneZ B o7 T 1 n 1 n’’ T 10’
-
Por definicfo de gap, os intervalos }ﬂl(R n(xn)), ﬂl(Rp(Xn)>[
sHo dijuntos e portanto

T MRP“ ) n(RPn(" NER
1B xp)) - =1

Z m(x ~§)=
n n neZ

né’z 1

e por IL.3%,10 temos:

~ - ..2 = .\2
r lx -x ll= Z L//(ﬂ (x. -x.))" + (m(x_=-x%x)) =
nez n n neZ 1Y n n 2 n n
2 - 2
< - =
= I !/ 1+K11Hﬁxn x) L+Ky
neZ
onde K, & como em 11.3.10. Logo lim || Xn-§n [l = 0.
n > e
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(de IIT.1.1,) Como nlim-wo e, =0, temos que v__ e

tal que n > N => || -Qn |l <e A E_nH <&, Entdo pelo resulta-

do de [III-2] acima referido, existe N tal que

k

I<colle Il e lle, secolle_ll v

n=N=>1 2 -

n+k
com ¢ 20 e 0 <o <1. Ponha-se entio

12 ! lle
0Si=N K. | oSis=N e .|l
0 <k <N-i 1 o<k <N-i =1

e c¢' = max(Dl.c, Dg.c) para obter | en < et o Il En I e
l=cto®lle I v

ITI.1.%. ProposicBo: Um cantoro hiperbdlico C* invariante por T* tem

apenas um nmero finito de familias de gap's (MacKay [ITII~3]).

demnm.,

Supond.o, por absurdo, que C* tem infinitas familias de gap's.
Seja para cada 1 € N, [1?(;, Xé] o gap de maior tamanho de cada
PR R i i -i -~i i n,=i n, i
familia (i €N e £ =x -x , com [Xn,xn]:[’.[‘ (x ), T(x)],
; ; e, |l
. \ = [ . 4
(1 & N. Portanto [ 2 =12 1] e 0<% T =1 Vpez,ieN
: el

Seja i uma subsucessfo de inteiros tal gque existam os limites:

k

i, £
lim R (x ) =x e 1il  —— =V, com q, € Z
k = o0 o 0 k — 40 H glk o Kk

. R . . n
uma sucessHo conveniente de inteiros. Seja v, = DT (xo)vo, onde

DTn(xo) é a matriz jacobiana de T" no ponto X Ent8o

k
2
1im (—~———— v ) =0 . De facto, pela diferenciabilidade
e~ 1l

i i i
de T, enk = DTn(‘xo)Bok + o(|] on ), donde
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i
2 " ) e " ocll £, I
- ¥ = DT (X ) ( - - ) + - ?
i o 1 £ o
ek | ex ek
ik ik
e como I || ¢, <1 tem-se 1lim Il e, | = 0.
k k - 400
Portanto || v =1 Voe7 » © que contradiz a hiperbolicidade
% s u S s u u
de C . De faecto vozyvx+9vx (con VXSEX,VXGEX s
o ) o 0 o 0
v, =1 v;’; =1 e certas constantes reais y e 0) e para
0 0
n=0 vem:
n n s n u
1+l yleod =llv, I+l vl |lor (xo)vxo Il = lel Il pT (xo)vxo l
DT'“(Tn(xO>)v“

Tn(xo)

1 +lyl ¢ ™ = 18] | DTn(.XO) I

I pr (T v

T (*xO)
com
I+ | =1y v" ¢ B” | ? donde
Tn(xo) T(x,) Tn(xc)
¢ & = |l pr Tz v, = | o] , como n §é arbi-
(=) f+lyle &

trério positivo e 0 <a <1, temos © = O. Analogamente, tro-
cando os papéis de s e u, e n com ~-n, concluiriamos que

Y= 0. Donde v_=0; o0 que é absurdo pois || v, | = 1.

I1I.2. Decrescimento exponencial dos gap's e hiperbolicidade

Vimos no pardgrafo precedente que se um cantoro & hiperbdlico
ent8o os gap's decrescem exponencialmente. Agora, iremos ver que a

afirmag8o reciproca também é verdadeira, se a aplicacgZo twist que pre-

serva a drea T fOr de classe 02,
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Utilizaremos as nota¢Bes do pardgrafo precedente:

1

*
s C é o levantamento em ’R2 de um cantoro C S S"xR.,

. C é invariante por T: [Rz - IRZ, aplicagdo twist que
preserva a Ared.
— ‘ _ i
e X9 X s80 exbremos de um gap de C e X, = T (XO),

— i o
=1 (Xo) Vie:Z ‘

= 2
e L. =x., - X, € R &
1 1 1

. DT™(x) & a matriz jacobiana de T° em x

s T :IR2

1 - R, ﬂl(x,.v) =X ; M, : RE - R, ﬂz(x,y) =3

Dada uma sucessfo de pontos x(i) € IRE, diremos ques:
x(i) 7 x mod 1 (i = 4)

sse existe uma sucessZo correspondente de inteiros p; tal que

P.
lim R “(x(1)) = x, onde R: IR2 -> IR2 é definida por R(x,y) = (x=1,¥),
i > 400

al

~

i.es 5 SSe a projecgdo de x(i) em xR converge para a projecgdo de X.

8

IIT.2,1s Lema: Se existem direcgBes E; e Ex para as quals se tem:

Yeps Yyzo DTGV IS Mkl & N or ey 12 e vl
VVQE; Y=o ot vl <e o vl & Dtz v II= —i’-o."'N vl
para certas constantes ¢ » 0 e 0 <o <1, ent3o as direcgles Ei e Ei
estfo univocamente deierminadas.
dem, Seja V}S: e Ei e v}u; e EZ tais que || vi Il = 1l v; | = 1. Vamos

‘ R u
supdr, por absurdo, que existe v' nfo pertencente a EX tal

que V=, HDT"N(X)V' l=e¢ o |l v'i| , e ponha-se v'=y vi%- 0 v;
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para certos v e 6 ¢ R, Donde:

¢ &l v+ 18]y = Il o yvr || + fol ] DT”N(X)VE I

>yl || or Vv || = Iyl o™
X c
e portanto 32 QEN(H vt + le]) = |vl V=0 *
Logo ¥ =0 e v!' =98 v; « Analogamente se suposermos que v
é tal que || DTN(X) v < e QN” v e v'=vy vz + 0 v; conclul-
mos que v = ¥ v,
x O
IIT.2+2. Lemas: 1 ( Bn )y = L >0 onde K. é a constan
& L] * * T 3 P
Vel 1+ o :
te do teorema II.%.10.
2 m. (8 ) 1
dem, T, ( “ n H ) = 1 Zn = = 5 >
L b/r 3
n VASHOSEEICRORY L+(m (2 ) /m (2))
> 1
1 +X

O

IIT.2,3. ProposicZo: Se T ¢ C2 e 0s gap's de C decrescem exponen-

cialmente, entZfo podemos assoclar univocamente a cada ponto x € C vec-

tores vi e v; de RE que satisfazem as seguintes propriedades:
2 {
n v =1 v; =1

2) mG) >0 5 m(vy) >0
35 IorvS Ised ;5 lor v llsco ¥,

com ¢ >0 e 0 <o< 1 independentes do ponto x

2.
i
N o n . .S
4) x; x mod 1 (1n R R — Vo
n e,
n
gin u
5) %, - x mod 1 (jn-*é e R Jpue— - v
n e, |



d.em.

. . .. | :
Pela férmula de Taylor temos: ei—l-N = DT (xi)ei+ ri(N) com
2 2
< —
e, (0 [=c [l e; [I7, Vy,iez ¢ Povawe T e
Dad.o Xi - x mod 1 (in - 4 ) seja uma subsucessdo in' de ln
oo, 2.
1n' s . ln!
tal que —————————  cOnverge e ponha-se : V= lim e
e, | R L L
o | 1 1
n n

Dade x. —x mod 1 (jn"-é - %) seja jn' uma subsucessZo de jn

noog. 2.
Jnt u Jnr
tal que converge 2 ponha-se v, = lin e .
le. |l n' ~ w0 2. |l
Dn Jnv
% bbvio que || vz =l v;; =1 e, pelo lema III.2.2., que
s u
TTl(VX) >0 e ﬁl(v}g > Q.
gim + N % i)
Pela férmula de Taylor temos —————— = DTN(xi )] 4 + 2
H
e, | o’ ey I ey |
n n n

e como os gap's decrescem exponencialmente temos, para in‘ sufi-

cientemente grande e N = 0, que:

Il e. I e, I
1n,+N Sco.fN . i,~N 2}:0"-_1\{
c
le, le, |
n n
N - -
donde || DT (x)vjc l<e & e I| DT N(X)Vi Il = -—é——- o Y=o
Analogamente, tendo em atengfo que jn‘ - ~o, concluimos
Ioyvt 12 o™ o [IDI7(ovy ISe o Yxg

E portanto, pelo lema IIT.2.1l., as direcgOes v;‘z e vi estdo uni-

vocamente definidas, ) 2
i J
Falta apenas ver que as sucessOes -»-—«-«-{lT e 2 |
e, Il e
s30 convergentes: n n
2.
i
. . n s .
Seja v = lim sup * -V s e 1, uma subsucess#o

n oA



2. g.
Lom s Lan
tal que lim H ————— = ’ = Y. Da sucessio
e I e, le, |
n!! nH
2.
lum
pode~se extrair uma subsucessZo convergente ~——————— , Seja
e, |
e n!ﬂ
in"!
vl = lim -—-~—~ﬁ~ . Mas v' satisfaz as mesmas proprieda-
> a2,
| lnm ei
des que vz e assim v' = vi. Logo ¥=0 e lim —— =
nuo g |
2 n
. . dn u
Analogamente concluia~-se dque lim =V, -
n =0 | ¢y I
n
O

I1L.2+4, Proposigfo: As fungBes x v vi e X vi , con vz e v

definidos pela proposicfo III.2.3., sfo fungBes continuas em C.

.. s u
dem, Vamos provar a continuidade de x b Vo (para x ¥ Ve a demonsw

trac¥o é id8ntica substituindo s por u).
Seja xe¢ C e x(k) € C tal que 1in  x(k) = X.
k — 40
Tendo presente que toda a 6rbita C & densa e utilizando as ali-

neas 4) e 5) da proposicHo III.2.3., podemos construir, para ca-

da k, wuma sucessBo de extremos de gap's Xi(k) tal que:

n
2.

1 l(k)n s 1

15500, 5@ =g e ” e, 1 X iTs
i(k)n
Para a sucessfo diagonal temos:
N TS L CR L OREE <g+ =t -x |
ei(k)k s

ent3o lim Xi(k)k =x e por IIL.Z2.3%. lim = v
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2.
i(k) i(k)
s s < s k k s
mas |l Vo=V =1l - o H + w - V(K | =
1(k)k ' i(k)k
2
i(k)
< v5 - k -
s ‘
1(k)k
. s s
e portanto lim v =V _
K — 400 x(k) p:s 0
DTn(x)vs’u S
III.2.5, Proposicg3o: X = ’ ¥ com v e
n S,U ™ (x) neZ x
Il DT (v > |l *
vi definidos na proposicdo III.2;3.
dem. Se Xin.e x mod 1 (in'9 + ) entfo X, .*N'A TN(X) mod. 1.
5 ein s B1n+N
Por I1l.2,%. temos v, = lim e Vo = 1lim
n—e |, |l T(x) w7~ e g
n n
Pela fbérmula de Taylor e porque T € 02 vem:
I ein+N i ein+N ein i)
= DTN(Xi ) + : , conm
e, ey o no e e, |l
n n n n
. hey
Il s oon | <e@ |l e I~ , portanto se Yy = lim
n n n = 4o I Ei Il
n
temos: Y vsn = DTN(X) vz e Il Vsn =l V; Il = 1.
(%) (%)
O
TIT.2.6, Teorema (reciproco da proposig¢Bo III.1.1.): Se T € C2 e 0S

gap!s de

dem. Consequéncia directa das proposigles I11.2,3, ILI.2.%.

e da definicdo de conjunto hiperbdélico

¢ decrescem exponenclialmente, entdo C

é hiperbbdlico,

e 1114205’

(ver IIL,1.).
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I1I.3. Exponente de Lyapunov de cantoros.

Sendo C um canboro invariante para uma aplicag¢Zo twist que
* * . . .
preserva a 4drea T , entdo C suporta uma medida invariante w para

a qual T & ergbdica (i.es W(A) = w(T (A)) V 1¥a) = A => w(A)=

hae”
=1 V w(A) = 0 ; w(C*) = 1). De facto podemos construir esta medida w

explicitamente:

-1, %
0(h) = p(a7HEA) Y, o

onde | € a medida de Lebesgue em Sl, T é a projeccgio de Slx]R enm Sl,
e h"l é a semiconjugacgdo de T* o* & uma rotag8o, definida na demons-
trac8o de ILe667s-

Podemos, portanto, aplicar o teorema de Oseledec (ver [III-4] ou
[III—S]) para concluirmos que existe exponente de Lyapunov num subconjunto
de C de medida w ‘total.

Neste parédgrafo vamos comegar por mostrar que na hipbtese do de~-
crescimento exponencial dos gap's, o exponente de Lyapunov existe em
qualquer ponto do cantoro. Para provarmos este resultado necessitare-

mos do seguinte teoremal

IT1I.3.,1, Teorema: Seja h uma fungdo integréavel no sentido de Riemann

em R, com h(t+1) = h(t) V, e v € R\Q. Ent3o:

T
, N-L 1
lim 4 2 h(v) = [ h(t)dt
N = 40 k=0 0

Uma versdo mais geral deste teorema pode ser encontrada em [III-6]

Nl 1
demnm. lim L sen(2m pkv) = 0 = I sen(2m pt)dt V¥ eN
-0 N k=0 o p
1 Nl fl
lim = ¥ cos(2m pkv) = 0 = cos(2m pt)dt V.

= 1 = p=20
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N-l N-1  iompv(k+l)  il2mpvk
Visto que X MRV _ T g - -2 =
k=0 k=0 T2V 4
i2mpvlN .
= £ = -1 (com i=1V-1) .
Jlampy

0 espago vectorial gerado pelas fungBes sen(2m pt) e cos(2m pt) é
uma Algebra de fungSes reais em R/ Z (espago quociente de R pe-
la relagfBio de equivalénecia & : x 3 y <=> Smez X = m+y) que
separa os pontos e nfo se anula em nenhum. Ent8o, pelo teorema

de Stone-Welerstrass (ver [I11-7]), o seu fecho uniforme é o con-
junto das funcBes continuas peribdicas. B portanto, se f for

continua e f£(t) = £(t+1), vem

-1 1
Hm L1 % £fQGv) = ] f£(t)dt ®
W= 40 N keo o

Ent83o dada uma fun¢fo h inbtegravel & Riemann em R e que veri-

fica h(%+1) = 1 + h(t) VtGIR , e dado € >0, existem fungGes

continuas periddicas de periodo 1 g e £ +tais que:

1
e que f £(t) - g(t)dt <§.

¢)

g(t) = h(8) =(1) Yy qp

i . > ce:
Por , existe JO tal que para N No’ ten-se

1 e g -1 ; b=l ; V-1 1
[ e®)at —S <2 T gxv) == ¥ nkv) == T £(kv) <] r(t)dts
0o 2 N k=0 N k=0 N k=o 0

1 1 1
E pela monotonia do integral: f g(t)dt = f h(t)dt = f £(%)dt .

0 o] [¢]
N1 1 N-1 1 N1 1
1
Tz R - £(1)dE<E 5 hGv)-[ h()at=I = nCow) - g(t)dt
k=0 e} N k-0 o N k=0 0
1 e q N-L 1 1 ]
[ e(t)-f(t)at - =2 % nv)-f B(t)ar=[ £(4) -glt)dt + S
0 2 Ny, 0 e] 2
N-1

I
o
A
|
™

1
n(kv) -/ h(t)dt < ¢
=0 O

nylm
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E portanto
, N-1 1
lim & 2 hkv) = [ a(t)ds
N - 40 N ko 0

0O

Utilizando as notacBes dos pardgrafos precedentes, vamos agora

provar a seguinte proposigZo:

III.%.2. Proposicgdio: Se os gap's dum cantoro C* decrescem exponencial-
mente ¢ se T € C2 ent3o o limite
. 1 n s
- €= lim = log | DT (x)v. Il »
n X
n — o
com vi definido em IIT.2,3%. existe para todo o x € C e é independen—
te de X

€ & o exponente de Lyapunov de c”.

N-1 Il o (v |l
gem = log IIDI(m)vE =% = log X
N N k=o I DTk(X)Vi I
k S
DT (x)v
I =CR (/G €O x
T, DT ) w5l
(pela proposig¥o - X Ngl log |l DT(Tk(x))vS, .
IiIaZnBO) N k=0 TK(X)

Dado x € C entdo

i

Tk(x)z(h+(t0+kv‘), »gi(h+('¥;o+kv}, h+(to+(k+1)v))) H+(‘to+k\)) ou

ih

= (h”(to+kv), -gi(h"(t0+kv), h”(to+(k+1)v))) H"(t0+kv)

com h+, h™ definidas na demonstracfo de II.6.3, e g a fungfo
geradora de T (ver II.2.)s

+
como h~ & continua excepto num conjunto numerével de pontos, é

integrével no sentido de Riemann,
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E pela continuidade das fungBes g, vi, DTM(x), Il . I| e 1log,

vem que

+
log Il DT(ET(£))v™, |l
(%)

é integrédvel no sentido de Riemann. Logo pelo teorema III.3.,1l. vem:

. 1 +
lim % log || DTN(x)vi || = I log || DTCH™(%))v 4 It
N = 400 o H—(%)
note-se que
1 N, .+ s 1 - s
[ tog I pra"())v®, it =) log Il DIET(E))v Il at
) HO(t) 0 H™(t)

O

Concluimos que o exponente de Lyapunov existe em qualquer ponto
do cantoro. Vamos agora relacionar o decrescimento exponencial dos gap's

com o exponente de Lyapunove.

IIT.3.3, Lema: lim || ————— —-v_. |l =0 com as notagBes da pro-
i e |l i

pOSi 9’5,0 IT1.2, 30 .

dems Supondo por absurdo que existe & >0 e uma subsucessio in'* +00

tal que: 2.

1
v - —2  I>5 V
% lle. |l nzo

entfo a sucessBo correspondente de extremos de gap's X5 contém

n
uma subsucessdo convergente:
X. > x mod 1 para certo x e C .
i

2.

tnr s
Logo, pela proposig¢do IIT.2,3,, lim S e, pela

nt = [ 8. |l
1 s
n
proposSicio ILL,2:4. 4 lim v = v, Portanto,
v X. x
n 400 i
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1im |l vi - =0, o quecontradiz a hipétese 6>0.

n' — 0 i

O

IIL.3.4, Teorema: Se T € C e os gap's de C* decrescem exponencial-

mente, entfo o exponente de Lyapunov de C* é dado por:

d.en.

-§= Uln log Il & |l
n - ioo lni n
Comecemos por notar que se ]: B il‘ <1 entSo:
A
g llalice BB <o assli=togliall+ 421 @
Ia ] a

Seja R = max || DT(x) [ (note-se que DI(x) = DT(x+1) e C ¢&

x€C
fechado) entZo |l u ll =t < | pou | =R I ull Veec Vuer2
Pela férmula de Taylor £, . = DT(xi)Ei +r; com Il r; l<e ll e Hz,
Seja 2 >8 > 0.
Pelo lema ITIT.ls2, 4. 11 =21, = e, |l < 8
1q 1 i 4Le R
e por III.3.3 3 rizi,=>|vd - ! Il < L
2 : ey 4 B2
Seja 1 >ma’x(i1, 12) e N>0
e, .| N-1 e, I
%— log — %‘? Z  log kil
i g; I k=0 i 2 Il
N-1 £. T,
- % % log Il DT(x,,,) N e )
k=0 Il €5 11 i Il €.k 1
e, ol 2. I \
como i+k , : i+ k < oR || ei+k I < .%...
e, Il DPCx; ) 85 I

usand.o @ tenmos
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-1 e, |
S T log Il DTCx;,) |- %s = log — = =
k=0 ek | e, i
Nel 2
< %‘I— T logll DT(Xi+k) : itk : o+ %
k=0 ey !
Mas | DT(X3‘_+k) itk =l DT(Xi+k)Vfc. +
1ok H itk
- irk s
+ DL(Xi—l‘k) ( } ei+k H - in_l_k) ”
81+k s
“DT(Xi+k) (T"—""T - VX )l .
2. itk .
e L1k 532{{_..._,,3{‘;13._.,_,,vs H<§..
I DTz, ) v Il [ i i+k 4
i+k
usando novamente @ vem:
1 N-1 s 6 1 N-1 R ei+k
= I log I pr(x, vy - 5 =& T log I 1=, .0 Il
Nl
< 1L T 1o : s 8
== gll DT(x, )V h+ = ©
N k=0 R 2
ent8o de @ e @ sai que Vé >0 Eli tal que para i > io
, , 0
-1 e, . |l
—:-L; T log |l DT(xi+k)v}S{ | -8 = L log — <
N k—o itk N I 81 Il
12 el S
<= T logll DT(x. )V + 8
N keo i+k Xi+k

e por I1I. 2.5:
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LG I s
lim = £ log |l DT(x, )V I| =
¥ w0 N k=o T X
1 N-1 Di‘k(xi)vgs;i
= 1lim = £ log |l DT(Xi+k) Il
¥ w0 N keo | pT%(x,)vE ||
it %,
k+1 s
na o v, |
= lim - = log
W~ e 5 ko Il o7 (xdvy
i
= 1lim = log |l DT (x )vS | = = €
N = 400 X.
Portanto
e, Il
-8 - 8= 1lim sup g'-=-log---—---»——:'l'*—lli-w—--S.-§+6
N=+o N e, |l
1
Mas
|2, o |l
lim sup = log N _ 15w osup = (loglle +Nll~logﬂ e, | =
N+ N e, I w—+e
. i+ N 1
= lim su logll 2. | = 1im su logll 2.
N’*-}-O:E)D N i+ N gi i+N N—e_%,eg i+ N gi i+N
= 1lim sup L logll &y i
N+ x N
Donde =~ & - & = lim sup }- 1ogHQN < -8+ 8
W oo N
e como & & arbitério 1lim sup S Llogll BN | =~§
N—=+®

Com o mesmo argumento podemos concluir que:

.. 1
1im inf = Zlogll &, ll= - §
N+ N N
Logo 1im L 1oglle ll=~-8
80, N N N - ®

N ™ +0
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Note—se que = & = Llim L 1ogll £y |l < 1og @« <0, se os
N —=
gap's decrescem exponencialmente, i.e., || 8 H<e o I e | com

o < 1.

Resumindo este terceiro capitulo temos que: se a aplicacgdo twist

gue preserva a 4rea & de classe 02, entBo & valida a seguinte afirmacfo:

* - -
c é um cantoro hiperbdlico sse os seus gap's decrescem expo-

nenc ialmente segundo 0 exponente de Lyapunov.
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IV. PROPRIEDADES MﬁTRICAS DOS CANTOROS

TV.1l Medidas logaritmicas e subdimensZo

Dada uma fungfo VY : RZ'Q RZ U {+ o} continua & direita, cres-
cente e com Y(0) = 0, e um conjunto A num espago métrico, a ¥ - medida

de Hausdorff de A é:

p,g () = sup inf 5 ¥(dle,))
£ >0 d,{ci).<_ g 1
chi DA
1

onde d(ci) é o difmetro do elemento c; duma ¢ obertura aberta de A,
Uma vez que o efeito de reduzir ¢ é restringir a classe de coberturas
para as quais é calculado o Infimo, o supremo em € pode ser substituido
por lim _ . Prova-se [Iv-1] que ug(A) & uma medida na O - Aalgebra

€ ™0
dos borelianos., Quando ¥(%) = td, 4 >0, referimo-nos a td-medida
de Hausdorff por péd),
Dado um conjunto A num espago métrico, existe um fGnico nGmero

nf%o negativo dH, tal ques

piP )y =0 se  d>dy

(d)(A) = + ® ge d < dH

a este nlmero d; da-se o nome de dimensZo de Hausdorff de A (ver [IV-2])
Em [III-3] prova-se, com base num teorema de Young [IV-3], que

todo o cantoro com exponente de Lyapunov diferente de zero, tem dimensZo

de Hausdorff nula. Implicando, em particular, que a medida de Lebesgue

1 Mgl) é uma medida equi~-

da projec¢Bo do cantoro em S é nula, porque
valente & medida de Lebesgue em st [IV-1].

P¥e-se entBo o problema da caracterizagio metrica dos cantoros,
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visto que a classe dos conjuntos de dimensZo Hausdorff gzero engloba uma
grande diversidade de elementos: desde os conjuntos finitos até aos
cantoros gue s¥o n¥o numerdveis (porque sfo conjuntos perfeitos [III-7]).
Com o objectivo de solucionar este problema,vvamos introdugzir os concei-
tos de medida logarfitmica de Hausdorff e de subdimensBo,

1

Seja ¥ (1) = (
~log %

¥, s >0, se t & ]0,1[, ¥ (0) =0,

Ys(t) =+ se t =1, Ent3o referiremo-nos 2 YS-medida de Hausdorff
¥
por s -medida logaritmica de Hausdorff: pHS,

IV.1l.1l. ProposigHo: Dado um conjunto A num espago métrico, existe um

{inico 5y © [0y + ], tal que:

¥
s > Sy => W S(A) = 0
Ys
s < sy ==> B (A) = +
¥ k4

H
dem. Vamos ver que se pHS (A) = M <+ o ent3o MHS(A) = 0 para todo

s >s', o que prova IV.l.l.-

( 1 )s-s’

Como lim =0, temos que dado &6 >0 e & >0

4 —»oF = logt
1 s-s' )
E HI ¢ < D Y
O<’ho<€ "logt M+ 1 O<t<t0

Seja {ci}i uma cobertura aberta de A, tal due:

3

. Yy <
AcUc, d(ci) =t, 3 ? WS,(d(Ci)) <M+1

i
ent3o
. )
N <

z ¥ _(dle;d) T ¥ ,(d(e;)) <38

i i
donde inf = Ys(d(c.)) <&, Como ® e & sHo arbitrarios

a(c,)Se i *

¥
temos 'pHS(A) =0,
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Ao nfimero SH referido em IVels.1. damos o nome de subdimensio

de Hausdorff.

IV.1.2, ProposigZo: Se a dimensfo de Hausdorff de um conjunto é ndo

nula entZo a sua subdimensfo & + © .

*
Yo, d >0

. S —
E Py (A) = 0.

*
dem, Suponha-se,por absurdo,que 3 : M}({d Ja)y £0 e

*
s 20

*

'i;d'
Como lim e
t - o+ Ys*(’b)
*

d

1
ML AN . i R
tal que — NG 8 v, <t <t Seja {cl} uma cobertura

8
aberta de A, tal queil

=0, dado &6 >0 e € >0, existe O<'b0<e

. < . <
AC U ¢y ; d(ci) to ; Z’ ¥ *(d(ci)) 1

i i s
ar (a™)
entfo I (d(e,))® <8 T ¥ (a(e;)) <b. B, portanto, et 8y <8
i i s
como O & arbitririo vem by >(A) = 0 contrariamente & hipétese.
l

% em geral diffcil ce calecular, quer numericamente quer em teoria,
a subdimensd0 e medida logaritmica de Hausdorff de um conjunto A n3o

trivial. Vamos entfo introduzir a s -medida logaritmica fractal de A:

¥
MFS(A) = lim inf ¥_(e) n,(e)

+
g >0

onde nA(a) e NUf{+=} éo nfmero minimo de bolas abertas de difimetro €

necessirias para cobrir A,

¥
. - s
Apesar da designagdo que demos a By o ndo estamos na presenga
E4
. . . s
de uma medida, a0 contririo do que acontecia com by o A razZo para
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¥
. s R . R
considerarmos Mo é que esta constitue uma aproximaciio da medida loga-

ritmica de Hausdorff fécil de manipular numericamente., Vamos ver na Se-
b4

guinte proposig¢fo que p.FS nfo é, de facto, uma medida.

¥

IV.1l.3. Proposicfo: B

ndo é uma medida exterior.

dem. Seja A:{xefR:x:e"‘n;nGN}

B

= U {e™ = u &

neN neN *

Dado & > 0 suficientemente pedqueno seja n tal que

-l ~(n =~1)
e °(1.-e"1) <e=e © (1—-6"1)

Ent3o o nlmero minimo de bolas abertas de difimetro € necessérias

para cobrir A &

nA(e) =n +m, com m ¢ {1,2}
no-l + oo
(no para cobrir U An e 1 ou 2 para cobrir U An) R
n=0 n=n
n0+ 1 n +2
Donde <n (4) ¥ (e) =
no-log(l-e" ) no—-log(e-l)
vy

e fazendo £ — 0, ven n -0, obtendo-sSe }.LF]'(A) = 1.

Mas n, (e) =1 ¥ >0 LA N pordue os conjuntos A sb6 tém

£ n
n
Yl
um elemento. Logo kg (An) = 0 e
Yl | Y3_
l=u, (U A)> Z (A) =0
F neiN ‘fn neN £ =

Concluindo-se que p.Fl n¥o é uma medida exterior.

O
IV.1l.4s Proposic@o: Dado um conjunto A num espago méirico, existe um

Gnico s € [0, + ] tal que
¥

s > SF == }_LFS(A) 0

1l

£4
S<SF::>H‘FS<A)=+OO

A este nlmero Sp chamaremos subdimensfo fractal de A.



-79 -

dem. (andloga & demonstrag8o de IV, ls1ls)s Vamos ver que se

IV,1.5. Proposigao:

deme.

IV.1l.6. ProposigZo: s, = lim inf

dems

¥, ¥
p,FS (A) = M <+, entio ;.LHS(A) =0 Vs>s’ »
Seja &, uma sucessfo decrescente tal que linm

4 3 -

i = 40
\H ]
qu (A) = .lim nA(ei) ‘i’s, (Ei)’ Dado 8 > 0 seja
i ™ 0

1 s-s!
<
¢ ~log ¢ ) Ve <€i0

¥

g, =0 e

1

i
0

. . s asa <
para 1 2 i, Donde by (A) = 1lim inf nA(e)‘i’S(e) =M

£~ o0
Yfs
é arbitrario, temos gy (A) = 0,

b4 ¥
p.HS(A} = uFS(A) . E, consequentemente s; = s, .

tal que

» Entfo nA(si)“fs(si) <5 nA(si)Ys,(si)

como &

O

F

inf > ¥s(d(ci)} =< inf = ‘i’s(d(ci)) = nA(e) “i‘s(s)

d.(ci)-<— e i : d(ci) =€ 1

log nA(e)

¥ ~log ¥.(g)
€"'>0+ gl

log nA(s)
Porha=-se SD = lim inf : (suponha -se

log(~log €
e - oF g g €)

3 : 0<g<g, =>38D =~

O

0 <gD <+ )

5 log nA(E)

SD-—é

= (w—lOg 8)

5
2 <

2 <
5§>o0 o<81<1‘ 1 2 log(~-log &)

< nA(ﬁ)

nACE)

=> (~-log €)

(<1og €)°P

nA(a

)

Por outro lado,

)

SD b

)

=+° (ge 8§ <8D
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log nA(Si)
E% s e, >0 A linm = SD
i 1 i = 0 log(-log ei)
log nA(ei) 5
V6>o 31 :i>io-.:..> <8+ ~-ANe, <1
) log(~log ei) 2 1
SD + %
= nA(ei) < (~log ei)
o
n,(e.) -
== A 17 < (-log £.) =2
SD+8 i
(~log €.)
i
n
.. A(e)
==> 1 T = 0
wn D16

€20 (-log €)

¥ ¥
Portanto V6>o pFSD'é(A) = 4+ 0 A p,E,SD+6(A) =0 .

Logo pela proposic¢Bo IV.1.4, SD = SF.

Os casos SD = 4+ e SD = 0 demonstram-se de maneira semelhante.
O

IV.2. Subdimensfo dos cantoros

IV.2,1, Teorema: Seja C C S1 um conjunto de Cantor, com gap's de ta-

manho g, satisfazendo:

ii) 1in 1 oz\ / ~log g, = E£0 (x > 0)
n- 4o |nl

EntZ3o a %{- - medida logaritmica fractal é dada por

Y1/01 . ncce) 2
e 0 (C) = 1im e = % ,
€ 70 (-log )
consequentemente a sua subdimensZo fractal é dada por SF = --3—;-— s e a

sua dimensZo de Hausdorff é nula.
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dem,  ii) significa que Ves g5 Fy Inl >N8 =>

« o
—=> c-—lnla(%w)a <g < —inl7(g-8)

Fixando & » O defina-~Se

cln]a (§+6)O!

B = min(B,,1) com B. = min g
- v I lal=nw ™
iy o o
e B=max(B,,1), com B,= mx g C’nl (§~8)
2 Julsnw ®

- o o4 — (o4 o -
e portanto Eelnl (5+8) SgnsB e-—lnl (E-6)~ . (s6 B e B

dependem de 8).

Seja % e ;;.k: os extremos direito e esquerdo do gap 8)* Defi-

g
na-se a origem das coordenadas em Sl, de modo que x, = 20 e
g

- o ——‘ e

x0=1- 5 . Ent 8o g = ¥ - X (k £ 0)»

A demonstragio vai ser dividida em cinco alineas:

a) A distlncia entre quaisquer pontos do conjunto SNz {XK}} | ccC
ki=N

é maior que B exp(-Na(é—x- )% .

Seja x > X, - Ent3o E’K >x, e

K- = X mE PR -X, > g =

C-Iklo‘(§+s)o‘

Il

EREN

o %4
=3 >p o™ (5%0)

b) I necessédrio um minimo de 2N+ 1 intervalos de difmetro

B exp(-NQ(§+ 6)“} para cobrir C.

2%(E+6)%
Por a) cada intervalo de didmetro _}§ e contem no mAXimo

um elemento do conjunto SN cC e S tem 2N+ 1 elementos.

N
n (&)
¢) lim inf c > g
e > O (~log e) /@

o (B

entdo

o o
Seja N tal qus B e'"(ml) (C+8)" ¢ <

B

o o
n (e) = n (B BTy > 5 41 por b). Portanto
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nc(e) 2 N+1

~(+1)% <€+a>°‘)1/o:

1/
(~log €) (-log B o

2 N+1
((N-l-l)a (E+6)Y ~ log ?_B_)l/a

2 N+ 1

2

guando € ™ 0, N = ¢ ® e ->
(aw1)® (5+6)%10g B)/®

nCCS) 5

E+6

donde lim _ inf : = . Mas & & arbi-

+
g =0 (-log 8)1/& E+6

trério.

d) A medida de Lebesgue de Sl retirando os 2N+1 primeiros
gap's de C & menor que 2 BK Nl'a exp(—Na(g—é)a), para
certo K > 0,

Dado que g‘n::l e que a medida de st o6 1 temos
neZ

N o], +$00
1- % g = Z g+ Z g =
n=mN LS NP K k=N+1 k

-1l o o o - o o
< TS g FlElfEe®, T 5 FlElE-)

k=m0 k=N+1

_ 4o o o
<25 z o KI(ED

k=N+1

— (04 o
<23 g pt¥ ¢ (6-8) com K >0

Esta Gltima desigualdade pode ver-se por:

o
(1-05)1\1"0{ e--N 7\._0[ Noz-l Nl—oz

-1 1

N = 400 ('.i..-oz)N"'Og -0

-~ A
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+00 o o
-t A - N A
: <
donde 3K>o jN e dt <X N e Y=o
n (&)
e) lim sup ¢ < 2

[Tl

e - of (~log E)UQ

De d) concluimos que podemos cobrir C com 20+ 1 intervalos de

— (64 o
difmetro 28 K Wi ¥ oM (5-8)7,

Seja € > 0 (suficientemente pequeno) e N tal que

—

o o _ o o
o 5t oM (B9 <o <2 §ro1t® D (5-0)

entfo
= 1o  -N¥(E-5)®
nc(s)Snc(ZBKN e Y= 2N+1
e
n,(€) - 2 N+1
(~log E)l/a _ o o
(—Log(2BR(-1) =¥ o~(T-D (-7, 1/e
< 2 N+ 1
(—Log(2BE-1)L™) + (-D¥ (55
quando € >0, N7+ x ¢ portanto
2 N+ 1 L 2
(Log(2RE(I-1 ™% + (m-1)® (5-5)HY® 58
nc(a) 2
Logo lim Sup T = e & & arbitririo.
g >0 (-—10g 8) /Ol §—-5
De ¢) e e) sai, imediatamente, O resultado pretendido.
O

1

IV.2.2, Corolério: Seja ¢¥ cs*xR um cantoro hiperbblico para a

aplicacgdo twist e que preserva a 4drea T*. Entdo C* tem subdimensZo

fractal s; = 1. E a sua l-medida logaritmica fractal é

¥

i % 20
M-F(C)—

g 2




onde N é o nlmero de familias de gap's de c* e E & o seu expoente

de Lyapunove

dem. Seja {[gi, x;] :n € Z} uma familia de gap's para cada i,

(i = O,acc ,N);

Ent3o, pelo teorema IIT.3.4.,, lim 1 logl| x;-—gz | = ~&
n =~ o |nl

e pelo teorema IL,3,10, temos:

1 I, - i-i
- & = 1lim log = lim log ﬂl(xn-xn) =
n = 40 |n] 2 n= 40 |n
- 1+X -
L
< 72 1 i =i
< 1im —— logll x - % || = €
n— 40 |n
donde - = lim log (xi-Ei) .
n - 40 |n 7o o
Seja & (- E) k=1l,..,03n€¢Z
nll + (k1) 1v"n n ’ o
lim L log BN 4kl = 1im EY . E 1ogﬂ1(x §i)
n = 0 |nN + k=11 - n — 40 ol + k1] Inl

=5

N

e portanto  lim log g, = -%m , ou seja a condig¥o 1i)

n -~ 100 In
do teorems ITVe2,1 & satisfeita com ao=1 e com § substituido

g

QL v
P N

A condicBo i) de IV.2.1, também é verificada, em consequéneia de
¢t Sl><R ter projeccZio em S1 com medida de Lebesgue (em Sl)

nula (porque & # 0, [III-3]).
EntZ0 o teorema IV,2.l. indica-nos que a projecgfo de C* em S1

tem subdimensfo fractal Sp = 1 e 1-medida logaritmica fractal
yl 2N
igual a pp~ = aranlt Mas, em virtude do teorema II.3,10., & fa-

1

- s s o *
cil de verificar que o mesmo acontece para o préprio cantoro C CS™xI

O
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