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Resumo

Neste projecto é feita uma digressao pelo espago das fungoes reais continuas de K, C(K)-
com K um espaco topoldgico compacto e Hausdorff. Por um lado, explora-se o cardcter uni-
versal dos espagos C(K), no sentido em que todo o espago normado X é isométrico a um
subespago de C(K), para um dado espaco compacto e Hausdorff K que depende de X. Por
outro lado, vamos perceber como € que a topologia de um espaco compacto e Hausdorff K, de-

termina completamente C'(K) enquanto espago normado, enquanto algebra e ainda enquanto

reticulado.
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1 Prodlogo

No primeiro capitulo serao tecidos alguns comentérios sobre espagos sequenciais. Neste con-
texto, serd brevemente introduzido o conceito de rede, ferramenta que nos serd muito util na
demonstragao de alguns resultados. Dado um espago normado X, sera ainda introduzida uma
topologia muito natural no seu dual X*, a chamada topologia fraca*. No segundo capitulo,
serd abordado o caracter universal do espago C([0, 1]), culminando no impressionante Teorema
de Banach-Mazur. Surpreendentemente, pelo nosso caminho até este resultado iremos tirar
partido de um conjunto especial - o conjunto de Cantor. Por seu turno, no terceiro capitulo,
abordamos o Teorema de Banach-Stone. Este resultado profundo que relaciona espagos com-
pactos e Hausdorff K e L com os seus espagos C(K) e C(L), serd apresentado em duas versoes
ligeiramente diferentes que coincidem também com duas perspectivas de natureza distinta.
A primeira, de cardcter mais topoldgico e a segunda, mais algébrico. Notaremos no entanto
que a segunda perspectiva é de certa forma mais abrangente. Serd ainda exposta a versao
do teorema cuja autoria historicamente se atribui a S.Banach. Por fim, no iltimo capitulo
estudamos o espago C'(K) do ponto de vista das propriedades de ordem. O objectivo é esta-
belecer o T.Kaplansky que garante que K e L sao homeomorfos se e s6 se C(K) e C(L) sao
isomorfos enquanto reticulados. Assim, K enquanto espaco topoldgico, determina as proprie-
dades de ordem em C(K) e vice-versa. Neste capitulo surgira ainda o T.Gelfand-Kolmogorov,
estabelecendo que a topologia de K determina ainda C'(K) enquanto &dlgebra (e vice-versa).
Na verdade, veremos que o T.Banach-Mazur, o T.Kaplansky e o T.Gelfand-Kolmogorov sao

corolarios de um resultado mais geral.



2 Espacos Sequenciais e Redes. Topologia Fraca*

Definicao 1 (Continuidade Sequencial) Dados dois espagos topoldgicos XY e uma fungao

f:X =Y, diz-se que f é sequencialmente continua se (v, — x) = (f(zn) = f(x)).

Note-se que é imediato que se f é continua, entao f serd sequencialmente continua. De facto,
seja V € Nf(x)l e note-se que por continuidade de f, temos que f~!(V) € N,. Entdo, se
r, — m, existe p € N tal que para n > p temos que z, € f~}(V). Assim, para n > p

verificamos que f(z,) € V e concluimos que f(z,) — f(x).

No entanto, é crucial observar que o reciproco pode ser falso. Na verdade, podemos precisar
exactamente quando é que num espago topoldgico os conceitos de continuidade e de conti-
nuidade sequencial coincidem. Note-se que esta observacao assume uma importancia fulcral
na medida em que, por exemplo, quando quisermos provar que uma aplicagao é continua,
em geral nao o podemos fazer provando que f é sequencialmente continua. Esta observacao
usualmente passa despercebida em espagos bem comportados ou pequenos - num sentido que
j& vamos tornar mais preciso - como os espagos com base de vizinhangas contavel (dos quais
todos os espagos métricos constituem um exemplo), onde as duas formas de continuidade s@o

equivalentes.

Apresenta-se em seguida, talvez um dos exemplos mais simples em que f é sequencialmente
continua mas que nao é continua. Seja X; o conjunto dos niimeros reais R, com a topologia
de complemento contavel, i.e. um subconjunto de X; é aberto se e s6 se o seu complementar
em X7 é um subconjunto contavel. Considere-se ainda X5, o conjunto dos ntimeros reais com
a topologia constituida pela interseccao dos abertos da topologia de complemento contavel e
dos abertos da topologia usual em R. Considere-se a aplicacao identidade f entre X; e Xo.
Observe-se agora que quer tem X1, quer em Xo, as sucessoes convergentes sao exactamente as
sucessoes eventualmente constantes : considerando z, — z, basta tomar U = {R \ z,,} U {z}
como vizinhanca de x. Assim é imediato concluir que f é sequencialmente continua. No
entanto, f nao é continua, uma vez que a pré-imagem de |0, 1[ por f, nado é um aberto em X,

pois o seu complementar nao é contavel.

Definicao 2 (Conjunto Sequencialmente Aberto) Dado um espago topolégico X e A C X, diz-

se que A € sequencialmente aberto se dada sucessio convergente (x,) C X \ A, entdo x, — x

!Denotamos o conjunto das vizinhancas abertas de um ponto z € X, com X espaco topoldgico, por N,.



com x ¢ A.

E imediato que os abertos U C X sao sequencialmente abertos : dada sucessio (xn) C X\U
convergente para x, se x € U existe V € N, tal que V C U. Mas assim, existe ordem p tal que
se n > p temos que z, € V, o que contraria o facto de que (z,,) C X \ U. Quando num espagco
topoldgico X os conjuntos sequencialmente abertos sao abertos, diz-se que X é um espago

sequencial. Nao é dificil mostrar que :

Teorema 3 Sejam X,Y espacos topologicos e f: X — Y. Entdo, X € um espago sequencial

se e s6 se (f sequencialmente continua = f continua).

Ou seja, é exactamente nos espacos sequenciais que podemos concluir que uma aplicagao é
continua apenas verificando que é sequencialmente continua. Como foi referido anteriormente,
os espagos topoldgicos com base de vizinhangas contével, sdo espacos sequenciais. De facto,
seja U C X um conjunto sequencialmente aberto de X e suponha-se, por contradicao, que U
nao é aberto. Assim, existe € U tal que em particular, B, N X \ U # 0, com {B; } ey uma
base de vizinhangas contdvel de x. Escolhendo z, € B, N X \ U, temos uma sucessao em
X \ U que converge para z € U e portanto, U nao é sequencialmente aberto. Em particular,
todo o espaco métrico é um espaco sequencial. Por fim, vale a pena notar que existem espagcos

sequenciais sem base de vizinhangas contével.

Como nem sempre iremos trabalhar com espacos sequenciais, torna-se 1til expandir o con-

ceito de sucessao. Com esta motivagao, introduz-se o conceito de rede :

Definigdo 4 (Rede) Seja D um conjunto dirigido® e X um espago topolégico. Uma rede em

X € uma aplicacdo f: D — X.

Dizemos que uma rede (z4)qep em X converge para x € X se dado U € N, existe a € D tal que
se 3 > «, entao g € U. Talvez um dos exemplos mais utéis para nés de um conjunto dirigido,
é precisamente o conjunto IV, das vizinhancas abertas de um ponto x € X, estabelecendo para

UV eN, queU<Vseesése VCU.

Apés um breve momento de reflexdo, é possivel interpretar intuitivamente as redes como

sucessoes especiais, que por serem indexadas em conjuntos potencialmente nao contaveis, nos

2Recorde-se que D é um conjunto dirigido se existir em D uma relacdo bindria reflexiva e transitiva para a qual,

dados dois elementos de D, existe um majorante.



permitem chegar mais proximo dos pontos do que usando sucessoes usuais € que por serem
indexadas em conjuntos potencialmente apenas parcialmente ordenados, nos permitem chegar
por mais direcgoes aos pontos do que usando sucessdes usuais. Esta forma pouco precisa de
interpretar as redes, destaca no entanto um dos principais motivos pelos quais sao introduzidas
: onde as sucessoes falham por serem demasiado pequenas e demasiado limitadas em espagos
nao sequenciais, as redes asseguram que resultados verdadeiros com sucessoes em espacgos
sequenciais, permanecem verdadeiros com redes em espagos que podem nao ser sequenciais.
Ora é com isto em mente que provaremos a equivaléncia entre continuidade e a versao analoga
de continuidade sequencial (mas com redes), independentemente do espago topoldgico em cause

ser sequencial ou nao.

Lema 5 Seja X um espaco topolégico. Um subconjunto U C X € aberto se e so se qualquer

rede convergente (xq)agep C X \ U, € tal que xqg — x, com x ¢ U.

Prova: Se por um lado U é aberto, é evidente que, como no caso das sucessoes, se (24)gep C
X \ U é rede convergente, entao o limite nao pode pertencer a U. Por outro lado, suponha-se
que U nao é aberto. Entao, existe z € U tal que YV € N, se tem que VN X \U # (). Defina-se
entdo a rede (zv)yen, tal que zy € VN X \ U. Concluimos que se trata de uma rede em

X \ U mas que converge para = € U. |

Teorema 6 Sejam X,Y espacos topologicos e f: X — Y uma aplicacdo. Entao, f € continua

se e so se (vqg — ) = (f(zq) — f(z)), onde (xq)dgep € uma rede qualquer em X.

Prova: Suponha-se, por contradicao, que f nao é continua. Entao, existe um aberto U C Y
tal que f~1(U) ndo é aberto de X. Assim, pelo lema anterior, existe uma rede (r4)qep C
X\ fYU) tal que 24 — x, com x € f~Y(U). Mas, por hipétese, f(xq) — f(z) o que é
impossivel uma vez que f(x) € U, f(zq) ¢ U e U é aberto. Na outra diregao, a prova é

absolutamente analoga ao caso das sucessoes, que foi exibida no inicio do texto. |

Para terminar o capitulo, definimos uma topologia muito natural no dual X* do espacgo
normado X e estudamos alguns resultados interessantes que advém da mesma. Uma forma
de definir uma topologia é dar uma sub-base para a mesma e é exactamente isso que fazemos.
Considerem-se as aplicagoes ®, : X* — R tal que ®,(f) = f(x). Define-se a topologia fraca*
em X* como sendo a topologia gerada pela sub-base constituida pelos conjuntos da forma

{®1(U)}, onde U C R sdo abertos. Rapidamente nos apercebemos que se trata da topologia



que X* herda enquanto subespaco de RX, com a topologia produto. Assim sendo, a topologia
fraca® é a topologia mais fraca em X™* que torna as aplicagoes ®, continuas. Deve ainda ser
claro que os conjuntos {f € X* : |(f* —a*)(x;)| < €,7 € {i1,...,in}} para € > 0 sdo bases de

vizinhanca de z* € X* nesta topologia.

Recorde-se que a topologia produto permite-nos domar o infinito, no sentido em que por
exemplo transporta resultados sobre compacidade e continuidade de contextos finitos para

3. Como a topologia fraca* é induzida pela topologia produto (em R¥)

contextos infinitos
sera de esperar que esta nos forneca o contexto ideal para estudarmos propriedades como a

compacidade. Tal serd concretizado ainda neste capitulo com o Teorema de Banach-Alaoglu.

Lema 7 Seja X* com a topologia fraca*. Entao, f, — [ se e sé se fn(x) — f(x), para todo

reX.

Prova: Por um lado, seja U € Ny(,). Como f, — f, em particular tomando o 1(U), temos
que existe p tal que se n > p entdo f, € ®,1(U), i.e. fu(xr) € U. Para provar a outra
direcdo, tome-se para qualquer € > 0 e quaisquer {i1,...,i,}, o conjunto By(e) = {g* € X* :
lg(xi) — f(zi)| < €,i € {i1,...yin}t}. SeVr € X : fp(x) — f(z), entdo em particular para
qualquer i € {iy,...,i,} temos que f,(x;) — f(x;) e portanto, existe p; tal que para n > p;
temos que | fp(z;) — f(zi)| < e. Tomando p = max{p;}, concluimos que para n > p se tem que

fn € By(e). |
Lema 8 Seja X* na topologia fraca®™. Entdo X* é um espago Hausdorff.

Prova: Sejam f1 # fo em X*. Entao existe z € X tal que fi(z) # f2(z) e como R é Hausdorff,
sejam U € Ny, (,) e V € Ny, disjuntos. Assim, ®;1(U) € Ny, e ®,1(V) € Ny, sio disjuntos
e X* é Hausdorf. |

Teorema 9 (Teorema de Banach-Alaoglu) Seja X* na topologia fraca®. Entdo, Bx~ = {f €

X*:||fl] £ 1} € um conjunto compacto.

Prova: Defina-se K, = {\ € R: |A| < ||z|[}, um conjunto compacto de R. Seja K = [[,cx Da
na topologia produto, ainda compacto pelo Teorema de Tychonoff. Defina-se agora ¥ : Bx+ —
D tal que VU (f) = (f(x))zex- Note-se que ¥ estd bem definido pois |f(x)| < ||f]|||x]|, com

||fl| =1 e portanto ¥(f) € D. Note-se ainda que ¥ é obviamente injectiva. Além disso, ¥ é

3 Apenas a titulo exemplificativo recorde-se o Teorema de Tychonoff.



continua pois dada rede f, — f na topologia fraca*, vimos que f,(z) — f(x) para todo z € X.
Mas isto é a convergéncia na topologia produto em D e como tal, U(f,) — ¥(f). De forma
muito andloga, verificamos que a inversa de W é continua, ja que (fo(2))zex — (f(2))zex se
e s6 se fo(x) — f(x), pois D estd na topologia produto. Mas isto é o mesmo que f, — f na
topologia fraca*. Concluimos que ¥ é um homeomorfismo de Bx+ em D e como D é compacto,
resta-nos provar que W(Bx~) é um conjunto fechado de D. Ora, seja (fn(7))zex) — g. Como
D esta na topologia produto, ¢ = (limy, f,(z))zcx. Assim, tome-se f : X — R tal que

x + limy, f(z). Torna-se claro que ¥(f) =g e que ||f|| < 1. [ |

Observe-se que o Teorema de Tychonoff foi fundamental na prova do Teorema de Banach-
Alaoglu. Nao deixa de ser bastante interessante que na verdade, sob certas condi¢Ges no
Teorema de Tychonoff, os resultados sdo equivalentes. Esta equivaléncia torna-se ainda mais
profunda se nos lembrarmos da relagdo entre o Axioma da Escolha e o Teorema de Tychonoff.
A préoxima parte do capitulo, serd dedicada a relacao entre o Teorema de Tychonoff e o Teorema
de Banach-Alaoglu, ndo sendo portanto essencial para o resto da leitura - ndo obstante, estas
questoes assumem sempre um caracter irresistivel e portanto certamente que o leitor nao

resistird a tentacao de adiar por uns momentos o proximo capitulo!

Note-se que na prova do Teorema de Banach-Alaoglu, como cada conjunto D, é Hausdorff,
enquanto subespaco de R, apenas foi necessaria uma instancia do Teorema de Tychonoff :
dada colecao de espacos topoldgicos Hausdorff {X}aea, entdo [, c4 Xo ¢ ainda compacto
na topologia produto. E exactamente esta versio mais fraca do Teorema de Tychonoff que
é equivalente ao Teorema de Banach-Alaoglu. Poderemos portanto concluir no final deste
capitulo que o Teorema de Banach-Alaoglu é mais fraco que o Axioma da Escolha, uma vez
que se sabe que esta versao fraca do Teorema de Tychonoff é estritamente mais fraca que o

Axioma da Escolha.

Lema 10 Seja A um conjunto de indices. Entdo, o Teorema de Banach-Alaoglu implica que

o cubo [0,1]4 € compacto.

Prova: Seja K = [0,1]4 = {f : A — [0,1]}, com a topologia produto. Dado a € A, seja
7o+ K — [0,1] tal que m,(f) = f(a) € [0,1]. Seja X C C(K) o espago vectorial gerado pela
base {7s}aca. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu, sabemos que Bx- é compacto na topologia
fraca®*. O objectivo é mergulhar K em Bx» enquanto imagem fechada, permitindo assim

concluir o pretendido.



Defina-se i : K — Bx=-, tal que i(f) : X — R é a aplicagao tal que i(f)(p) = p(f), com
p € X. E evidente que i é injectiva ja que se f1 # fa, entdo existe a € A tal que fi(a) # fa(a) e
deste modo, i(f1)(7g) # i(f2)(m,). Por outro lado, ¢ é continua pois se f, — f concluimos que
i(fa) — f, uma vez que para qualquer p € X verificamos que i(f,)(p) — i(f)(p). De facto,
p(fa) — p(f), pois dada a topologia produto em K, se f, — f é porque fq(a) — f(a), para
todo a € A. Assim, como p = YI" | ¢;7g,, temos que p(fo) = D iy ¢ia, (fa) = Yoy Cifalai).
Ora, p(f) = >.1 cif(a;) e portanto, Y " | cifalai) — > i cif(a;). Além disso, ¢ é uma
aplicagao aberta : seja U C K um aberto e vamos provar que i(U) é aberto em i(K) C Bx».
Como K estd munido com a topologia produto podemos assumir que U é um elemento da

-1
aj

base e portanto da forma U = N7_;m,~(A;), com A; C [0,1] um conjunto aberto. Note-se
que i(U) = i(K) N{¢ € Bx~ : mq;(¢) € Aj,5 € {1,...,n}}. Como o segundo conjunto da
intersecao é um aberto na topologia fraca*, por ser intersecao finita de abertos, concluimos
que i(U) = i(K)NV, com V aberto um By~. Para concluir a prova, resta-nos mostrar que i(K)
é fechado em Bx+. Mas para o efeito basta notar que i(K) = Ngea{¢p € X* : m,(¢) € [0,1]} e

que portanto se trata de uma intersecao de conjuntos fechados de Bxx. |

Lema 11 Seja K um espaco topoldgico compacto e Hausdorff. Entao, existe um conjunto de

indices A tal que K ¢ homeomorfo a subespaco fechado de [0,1]4.

Prova: Como K é compacto e Hausdorff, é um espaco topolégico normal. Dado aberto
U, C K tal que z € U,, pela regularidade de K - pois se K é normal, é regular -um aberto
Ug tal que x € Ug C U,. Assim, pelo Lema de Urysohn? existe f3,e) + K — [0,1] tal que
f(Us) = {1} e que f(X \ U,) = {0}. Seja A = {(«, ) : Uy C Ug}, com Uy, Ugs abertos de K.
Defina-se agora i : K — [0,1]4 tal que x — (f4(x))aca. Vamos verificar que i : K — i(K) é
de facto um homeomorfismo. Por um lado, é claro que i € injectiva : se x1 # x5 como X é
Hausdorff existem V; € N, e Vo € N,, disjuntos. Assim, existe a € A tal que fy(z1) =1e
fa(x2) = 0 (e vice-versa também). O facto de que i é continua é uma mera consequéncia de
[0, 1]A estar na topologia produto e cada f, ser continua pelo Lema de Urysohn. Resta-nos
provar que i é uma aplicagdo aberta: seja U C K aberto. A ver que ¢(U) é ainda aberto, i.e.
dado y € i(U) existe W € N, tal que W € i(U). Ora, seja y = i(xg) e pela regularidade de K,
existe a € A tal que fu(79) = 1 e que fo(X\U) = {0}. Tome-se W = 7, 1(]0,1])Ni(K), aberto

de i(K). Verificamos que y € W, uma vez que m,(y) = fo(xg) =1 e ainda que W C i(U), pois

4Seja X um espaco topoldgico normal e Fy,F, fechados disjuntos. Entdo, o Lema de Urysohn garante a existéncia

de uma funcdo continua f: K — [0,1] tal que f(F1) = {1} e f(F») = {0}.



se z € W, entao existe = € K tal que z = f(z) e que fo(z) > 0. Consequentemente, z € U. B

Teorema 12 O Teorema de Banach-Alaoglu implica o Teorema de Tychonoff para espagos

compactos e Hausdorff.

Prova: E util comegar com uma observagao simples : sejam {X,}aca €spagos topolégicos e
Co C Xqconjuntos fechados e defina-se C' =[], 4 Ca. Notando que C' = Naeamy H(Cy), con-
cluimos que C' ¢é fechado de [ c 4 Xa- Seja entao { K, }aca uma familia de espagos compactos
e Hausdorff. Pelo lema anterior, sabemos K, < [0,1]4® para um certo conjunto de fndices
Aq. Seja K = [[,c4[0,1]4* e note-se que K ~ [0,1]Y2€44=_ Ora, como [0, 1] é Hausdorff
e K, é compacto, entdo K, é fechado de [0, 1] e assim sendo, K é fechado de [0, 1]Yacada,
pela observacao feita no inicio da prova. Por fim, vimos pelo pentltimo lema que o Teorema
de Banach-Alaoglu implica que [0, 1]9»€44« ¢ compacto e daqui conlcuimos que K é compacto.

3 O Teorema de Banach-Mazur

Neste capitulo provamos o Teorema de Banach-Mazur que diz que qualquer espaco normado X
separavel, pode ser mergulhado isometricamente em C|0, 1]. E inequivocamente um resultado
profundo e poderoso, que reduz o estudo de um espago normado separavel qualquer, ao estudo
de um espaco de fungoes continuas num intervalo compacto de R. Comecamos com um lema
que é consequéncia do Teorema de Banach-Alaoglu, que serd posteriormente refinado por um
intermedidrio talvez algo surpreendente - o Conjunto de Cantor - até culminar no aguardado

Teorema de Banach-Mazur.

Lema 13 Seja X um espa¢o normado. Entdo, existe uma isometria entre X e C(K), para

K compacto e Hausdorff.

Prova: Basta tomar K = Bx», compacto pelo Teorema de Banach-Alaoglu e Hausdorff
pela topologia fraca*. Considere-se ® : X — C(K) tal que x — ®,, com &, : K — R
tal que ®,(f) = f(x). Note-se que por definigao da topologia fraca*, de facto ®, € C(K).
Além disso, @, é claramente linear e temos que ® é uma isometria, uma vez que ||®(z)|| =
sup| =1/ ()]} = [[=[], onde a ltima igualdade é uma consequéncia do Teorema de Hanh-

Banach. [ |

Lema 14 Seja X um espago normado e separdvel. Entao, Bx+ € metrizdvel.



Prova: Seja {z,} um subconjunto denso e contavel de X. Assim, para z*,y* € Bx~, defina-
se d(z*,y*) =307, W Como {z,} é denso, d define uma métrica. E evidente que
d(z*,y*) > 0 e que d é simétrica. Nao é dificil provar a desigualdade triangular e por fim,
d(z*,y* = 0 se e s6 se £* = y* e aqui tiramos partido da separabilidade de X. De facto, se
d(z*,y*) = 0, é porque |(z* — y*)(zy,)| = 0 para todo n € N. Assim, dado z € X qualquer,
como {x,} é denso, existe z,, — z e portanto, z*(z) = lim, z*(x,) = lim, y*(x,) = y*(z).

Assim, z* = y*. Resta provar que a topologia induzida por d coincide com a topologia fraca™.

O objectivo serd provar que a aplicacao identidade ¢d entre Bx+ com a topologia fraca* e By«
com a topologia induzida por d, é na verdade um homeomorfismo. Dada a compacidade do
primeiro espaco topolégico pelo Teorema de Banach-Alaoglu e dado o facto de que o segundo
espaco é Hausdorff, por ser métrico, resta apenas provar que id é continua®. Observe-se que

M
d(z*,y") < max |[(z" —y")(z,)] g —1 + 2 OOE —1
' = Zn<M " on on’
n=1 n=M+1

uma vez que ||[z* — y*|| < 2. Assim, concluimos que d(z*,y*) < maxj<np<p |(z* — y*)(z,)| +
2-M+1 " Egcolha-se M tal que 2~ M+ < 5. Recorde-se que os conjuntos da forma Nfciz'“ =
{y* € X*: |(y*—a")(x;)| < €,i € {i1,..., ik} } s20 uma base de vizinhancas de x*. Para concluir

que id é de facto continua, note-se que N;:;’"M N Bx+« C{y* € Bx~ : d(z*,y*) < €}. [ |

Corolario 15 Dado X espaco mormado e separdvel, entao existe uma isometria entre X e

C(K), com K compacto e metrizdvel.

Prova: Trata-se de uma consequéncia imediata dos dois lemas anteriores. |

O préximo resultado é um caso muito particular do Lema 11. Um espago metrizavel é

6 e por isso mesmo,

Hausdorff, no entanto nem todos os espagos Hausdorff sao metrizaveis
sob a hipotese do espaco ser metrizavel, podemos tornar o conjunto de indices em causa no
Lema 11 contdvel. Antes de provar o proximo lema, recorde-se que um conjunto compacto e

metrizavel, tem base contdvel e portanto é separavel.

Lema 16 Seja K um espaco compacto e metrizdvel. Entao K € homeomorfo a subespaco

fechado de [0,1]N.

5Recorde-se que uma aplicacdo bijectiva e continua de um espaco compacto para um espaco Hausdorff, é neces-

sariamente um homeomorfismo.
6Por exemplo, um produto nao contével de ]0, 1| ¢ Hausdorff embora nio seja metrizavel.
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Prova: Seja {x,} um subconjunto contdvel e denso em K (pelos comentdarios anteriores,
sabemos que existe). Observe-se que podemos considerar, sem perda de generalidade, que
a métrica d em K satisfaz d(z,y) < 1. Assim sendo, defina-se ¥ : K — [0,1]" tal que
x> (d(z,7,))nen. Como cada componente de W é continua e [0, 1]V est4 na topologia produto,
temos que ¥ é continua. Para provar que K ~ ¥(K) C [0, 1]N, como K é compacto e [0, 1] é
Hausdorff, resta provar que ¥ é injectiva. Para provar este facto, tiramos partido de que {z,}
é denso em K : seja ¥(z) = ¥(y). Como tal, para todo n € N temos que d(z, z,) = d(y, zy) e
portanto, como existe sucessao z,, — , concluimos que x,, — y € como o limite é inico, uma

vez que K é Hausdorff (pois é métrico), temos que = = y. [ |

J& conseguimos relacionar um espago normado e separavel X com C'(K), onde K é compacto
e métrico. Além disso, ja conseguimos relacionar K com [0, 1]. Suponha-se, por um momento,
que sabiamos que existe uma fungao continua f tal que K = f([0, 1]). Entao, certamente que
C(K) seria isométrico a subespaco de C([0,1])7. E nesta fase que o Conjunto de Cantor -A
- se revela central, servindo de traducdo continua entre os mundos de [0,1] e de [0,1]N. A
caracteristica do Conjunto de Cantor A que o torna importante neste momento é o facto de
que A =~ {0, 1}N. E facil de entender este facto se pensarmos num elemento de A como uma

sucessao de zeros e dois, provenientes da expansao ternaria. Temos assim o seguinte lema, :
Lema 17 [0,1] = f(A), com f continua®.

Prova: Basta considerar a aplicacao f : A — [0,1] tal que Y77 | g2 +— > | s2ar, onde um

elemento genérico do Conjunto de Cantor é da forma z = >, o ]

Concluimos assim que C([0,1]) é isométrico a subespago (fechado) de C(A). De facto,
defina-se ¥ : C([0,1]) — C(A) tal que ¥(g) = go f. E imediato que ¥ é linear e que é uma
isometria, pois [|g|| = sup,e(o1{9(2)} = supgea{(g e f)(k)} = llg o fI| = [[¥(g)[|. Além disso,
U (C([0,1])) é fechado : seja {h,} € ¥(CI0,1]) tal que h, — h, com h, = g, o f. Ora se
gn o f — h, temos que {g,}nen é Cauchy e portanto g = lim g,, existe. Além disso, como a

convergéncia é uniforme, g € C([0,1]). Assim, h = g o f ou seja, h = U(g).

Lema 18 [0,1]N = f(A), com f continua.

"Vamos detalhar esta ideia em seguida com [0, 1] em vez de K.

8E facil de mostrar que A é compacto. Assim, como [0,1] = f(A) e f é continua, concluimos que [0, 1] é compacto.

Temos assim uma prova alternativa do Teorema de Heine-Borel.
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Prova: Basta notar que N admite uma particao infinita contdvel por subconjuntos infinitos
contéveis. Deste modo, a cada subconjunto I,, da parti¢ao, associamos A = {0, 1}‘I”| e fn:

{0, 1}l — [0, 1] continua. [ |

Voltamos agora a tentativa de relacionar um conjunto compacto e métrico K com o Conjunto

de Cantor.
Teorema 19 Qualquer espaco compacto e métrico K € a imagem continua de A.

Prova: Pelo Lema 16, ji sabemos que K é homeomorfo a subespaco fechado de [0, 1]N. Assim,
pelo Lema 18, K é a imagem continua de algum subconjunto fechado de A. Deste modo,
se provarmos que cada fechado de A for a imagem continua de A por alguma aplicacao g,
temos que K é imagem continua de A, por simplies composicdo. Seja entdo F C A um
fechado. Dado x € A, note-se que d(x,F) = infy € F{d(x,y)} é atingido por algum yo,
uma vez que F enquanto subespaco fechado de A, é compacto”. Assim sendo, f é continua
. seja x, — x e como F é compacto (e portanto, como A é métrico, F' é sequencialmente
compacto), seja sem perda de generalidade, f(z,) = z € A. Entao, d(z,, f(z,)) — d(z, z)
e d(zp, f(zn)) = d(zp, F) — d(z,F). Ora, d(z,F) = d(z,y) e como tal, y = z. Assim,
flan) = 2= f(). |

Corolério 20 Se K ¢é compacto e métrico, C(K) é isométrico a subespaco de C(A).

Interpretando o significado do corolario anterior, concluimos que C(A) é universal - no
sentido explicitado no corolario anterior - para a classe C(K), com K compacto e métrico.
Notamos agora que dado f € C(A), pelo Teorema da Extensao de Tietze, existe um prolon-
gamento de f em C([0,1]). No entanto, vamos prolongar f de uma forma particular, que nos
permitira dar os ultimos passos na prova do Teorema de Banach-Mazur. Ora o complementar
de A em [0,1] é uma unido contével de abertos disjuntos I,,. Assim, temos I,, =|ay, b,[ com
an, by, € A. Basta ligar f(ay,) e f(b,) por uma recta e temos extensao de f € C(A), uma
aplicagao f+ € C[0,1]. Além disso, supg<,<1 |fT ()| = supz € A|f(z)| e dados f,g € C(A) é

imediato verificar que (f + g)* = f* + ¢g. Concluimos assim que :

Lema 21 Euxiste uma extensio de C(A) para C([0,1]), que € isometria linear.

o |ap—bn]|
n=1 3n

9Estamos a usar a métrica d(z,y) = > , onde a,, e b, sdo os coeficientes da expansao terndria de x e

de y respectivamente.
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O lema anterior e o Corolédrio 20, permitem-nos facilmente concluir :

Lema 22 Seja K compacto e métrico. Entio, C(K) € isométrico a subespago de C([0,1].

Estamos por fim em condi¢des de deduzir como simples coroldrio, o Teorema de Banach-

Mazur.

Teorema 23 (Teorema de Banach-Mazur) Seja X um espago normado e separdvel. Entao,

existe uma isometria entre X e um subespaco de C([0,1]).

Prova: Pelo Corolério 15, existe uma isometria i : X — C(K), com K compacto e métrico.
Pelo Lema 22, existe uma isometria is : C(K) — C(|[0, 1]). Basta tomar a isometria ¢ : X —

C([0,1]), tal que z — (iz 041)(x). [ |

4 O Teorema de Banach-Stone

Este capitulo é dedicado a um resultado que relaciona de forma muito precisa as aplicagoes
bijectivas e lineares T' entre espacos de fungoes continuas reais de espacos compactos e Haus-
dorff e os homeomorfismos entre os proprios espagos. O resultado que terd maior destaque
neste capitulo, é o que tradicionalmente é chamado por Teorema de Banach-Stone, sendo uma
modificacdo de um teorema originalmente provado por Banach, que considerava espacos com-
pactos e métricos em vez de espacos compactos e Hausdorff. No entanto, como é mencionado
no prologo, iremos apresentar duas estratégias de prova do Teorema de Banach-Stone distintas,
uma com uma vertente mais topoldgica e geométrica e a outra, num prisma mais algébrico.
Estas duas abordagens conduzem-nos a condicoes ligeiramente diferentes sobre a aplicacao
T. Especificamente, na primeira abordagem, consideramos T como sendo uma isometria e na
segunda abordagem, a aplicacao T, separa pontos. Terminamos o capitulo com a prova do

resultado original provado por Banach.

4.1 12 Versao do Teorema de Banach-Stone

Lema 24 Sejam K e L espacos compactos e Hausdorff. Seja h : K — L, um homeomorfismo.

Entao, T : C(L) — C(K) tal que T(f) = f o h, é uma isometria linear sobrejectiva.

Prova: E imediato verificar que 7" estd bem definido, pois a composicao de fungoes continuas

é ainda uma funcdo continua. Além disso, é claro que T' é aplicagao linear, pois T(f + g) =
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(f+g)oh=(foh)+(goh)=T(f)+T(g). Por outro lado, T' é um operador continuo, pois
temos ||T'(f)|| = sup{|f(h(k))|,k € K} <sup{|f(l)],l € L} =||f||. Facilmente se percebe que
na verdade, T' é mesmo isometria : Como h é sobrejectiva, h(K) = L e como tal, é directo que
1T (f)|| = || f||- Resta provar que T é sobrejectiva. Como h é injectiva e K é compacto, temos
que h : K — h(K) é homeomorfismo, pois h(K) C L é Hausdorff e h restrito a K é aplicacao
continua e bijectiva. Seja g € C'(K). O nosso objectivo é provar que existe f € C(L) tal que
T(f) = g. Note-se que, pela continuidade da inversa de h, que a aplicacio goh™! : h(K) — R
é continua e que h(K) C L é um subconjunto fechado, pois L é Hausdorff e h(K) é compacto.
Assim, pelo Teorema da Extensdo de Tietze!?, existe f € C(L) tal que f(z) = (goh~!)(z) se
x € h(K). Assim, f(h(x)) = g(x) para x € K e concluimos que T'(f) = g. [ |

A primeira versdo do Teorema de Banach-Stone néo s6 nos garante que dados espagos
compactos e Hausdorff K e L, os espacos C(K) e C(L) sao equivalentes se e s6 se K e L
forem homeomorfos, como também nos esclarece que na verdade, qualquer isometria linear
entre C'(K) e C(L) é determinada por um homeomorfismo entre K e L, de um modo muito
semelhente ao do lema anterior. Apds esta motivacao, passamos entao a enunciar a 1% versao
do Teorema de Banach-Stone. Em seguida, serdo expostos alguns resultados auxiliares que

nos permitirdo mostrar o aguardado resultado !

Teorema 25 (Teorema de Banach-Stone (I)) Sejam K e L espagos compactos e Hausdorff.
Entao, C(K) e C(L) sdo isométricos se e so se K e L sao homeomorfos. Além disso, qualquer
isometria linear T : C(K) — C(L) € da forma (T(f))(x) = a(x)f(h(z)), com h: L — K um

homeomorfismo e |a(z)| =1, com a € C(L).

Definicao 26 (Espaco Convexo) Seja X um espago linear sobre C e K C X. Diz-se que K €
convezo seVx,y € K, X €]0,1] temos que Az + (1 — \)y € K.

Definigao 27 (Ponto de Extremo) Dado X espaco linear e K C X um subconjunto convexo,
diz-se que x € K € um ponto de extremo se x = Ay+ (1—N)z, com A €]0,1] ey, z € K implica

que T =Y = z.

Assim, x € K C X é um ponto extremo se nao for uma combinacdo convexa de elementos

Y,z € K, com y # z # «x. E facil verificar que se x é um ponto extremo, entdo r nao pode

10T Extensdo Tietze : Seja X um espaco topoldgico normal e seja A C X fechado. Seja f: A — R uma aplicacio

continua. Entao, existe g : X — R que prolonga f.
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ser um ponto interior de K e como tal, os pontos extremos pertencem a fronteira de K. Além
disso, é imediato verificar que z é ponto extremo se e s6 se K\ {z} ainda é convexo. Denotamos

o conjunto dos pontos extremos de K por ext(K).!!

Lema 28 Sejam X e Y espacos normados e seja T : X — Y uma isometria sobrejectiva.
Sejam Bx e By as bolas unitdrias fechadas de X e'Y respectivamente. Entao, T'(ext(Bx)) =

ext(By).

Prova: Como T é uma isometria, temos que ||z|| = 1 se e s6 se ||T'(z)|| = 1 e como T é

sobrejectiva, T(Bx) = By. Sejax € By e note-se que existem y,y’ € By tais que T'(z) = %y/

!

Assim, T'(x) = w, com z,z € Bx. Concluimos que z = ZJEZ/, pois T'(z) = y—;y =
T(2)+T(2")
2

e T sendo uma isometria, € injectiva. Assim, é facil de constatar apenas por definicao

que T'(ext(Bx)) C ext(B — X) e que T(Bx \ ext(Bx)) C By \ ext(By). [ ]

A primeira abordagem do Teorema de Banach-Stone usa, de forma determinante, uma ca-
racterizagdo geométrica do dual de C(X) apartir dos seus pontos extremos. Os dois préximos
resultados, cujas técnicas de prova divergem um ponto da linguagem usada neste projecto (e
por isso mesmo a respectiva referéncia a prova é indicada) permitem-nos efectuar essa caracte-
rizacao. Recorde-se que dado um espaco compacto e Hausdorff X, os funcionais de avaliagdo
5z € C(X)*'2 fornecem-nos um mergulho de X em C(X)* equipado com a topologia fraca*.
Efectivamente, tome-se i : X — C(X)* tal que x — 0,. Pelo Lema de Urysohn, se z # y
entdo existe f € C(X) tal que 0,(f) # 6y(f). Além disso, ¢ é continua pois dada rede z, — =,
temos que f(zo) — f(z), para todo f € C(X), por continuidade. Ora, dado que C(X)* estd
equipado com a topologia fraca®, concluimos que d,, — ;. Como X é compacto e C'(X)* é
Hausdorff, temos que ¢ é mergulho. O proximo lema, torna mais preciso qual a imagem deste

mergulho.

Lema 29 A aplicagdoi: X — C(X)* tal quei: x — d; € um mergulho de X em ext(Bc(x)),

tomando a topologia fraca®.

Prova: Acabamos de constatar nos comentarios anteriores que i é um mergulho de X em
C(X)*. Além disso, o leitor interessado pode consultar a prova de que 0, € ea:t(BC( X)+) na

referéncia [14] (lema 3.1.). [ |

1UNote-se em particular que se = € ext(K) e x = y;z com y,z € K, entao y = z = z.

12Recorde-se que &, : C(X) — R sdo tais que 6,(f) = f(z).
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Lema 30 Se n € um ponto extremo de Bgx)-, eviste x € X tal que n(f) = f(x) ou que
n(f) = —f(z) para todo f € C(X).

Prova: O leitor interessado pode consultar a prova na referéncia [14] (lema 3.2.). [ |

Corolédrio 31 Seja K compacto e Hausdorff. Entao, ext(BC(X)*):{fdp,x € K}.

Definigao 32 (Operador Adjunto de Banach) Dados X e Y espagos normados e T : X —Y
um operador linear continuo, define-se T* : Y* — X* tal que T*(f) = foT, como o operador

adjunto de Banach de T, ou simplesmente o operador adjunto de T'.

Note-se que T* estd bem definido e que T* é ainda um operador linear continuo, pois como se

pode verificar ¢ um operador limitado. De facto, ||T'|| = supy ;<1 [|7'(@)[| = supjz(<1 sup <1 [f(T'(z))] =

supy pi<1 IT* (NI = [I1T*]].7?

Lema 33 Sejam K e L espagos compactos e Hausdorff e seja T : C(L) — C(K) uma isome-
tria linear sobrejectiva. Entao, existe h : K — L homeomorfismo. Além disso, T € da forma

(Tf)(k) =a(k).(foh)(k) para k € K, com a : K — R uma fungdo continua tal que |a(k)| = 1.

Prova: Seja T : C(L) — C(K) uma isometria linear sobrejectiva. E facil de verificar que
T : C(K)* — C(L)* ¢ ainda uma isometria linear sobrejectiva e deste modo, de acordo com
o Lema 28, T™ estabelece uma bijeccao entre ext(Bc(xy+) e ext(Bo(r)-). Agora, para cada
k € K, considere-se 6, € ext(Bg()-). Ora, pelo Corolario 31, ext(Beo(x)-) = {0k, k € K}
e consequentemente, existe um tnico escalar a(k) =T 1 tal que T%(6) = a(k)dna), j& que
T*(0x) € ext(Bg(r)+) e existe correspondéncia biunfvoca. Assim, defina-se h : K — L tal
que k — h(k) da forma descrita anteriormente. Defina-se ainda a : K — R pela forma
sugerida anteriormente, com |a(k)| = 1. Em seguida, provamos que h é homeomorfismo e que
a ¢é continua. Note-se que, como K é compacto e L é Hausdorff, basta provar que A é uma
aplicagao bijectiva continua. De facto, h é injectiva : Suponha-se que h(k1) = h(k2) mas que
k1 # ko e chegamos a contradigao. Por um lado, claro que dp(x,) = Op(k,). Por outro lado,
Ok, # Ok,, pois como foi mencionado anteriormente, podemos mergulhar K em C(K)* pelos
funcionais de avaliagao 0. Assim, a(ki) # a(kz) e como tal, T%(dx,) = (—1)T*(Jk,). Assim,
concluimos que 0, + dx, = 0, ou seja, para toda f € C(K) temos que f(ki) + f(k2) = 0.
Escolhendo, pelo Lema de Urysohn, f € C(K) tal que f(k1) = 0 e que f(k2) = 1, chegamos

IBRecorde-se que, como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach, dado X um espaco normado e z € X, temos

que [[z]| = sup{[f(z)[, f € X*,[|f]| = 1}.
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ao absurdo que 1 = 0. Logo, h é injectiva. A sobrejectividade de h advem da sua prorpia
defini¢do e do facto de que 7™ constitui uma bijeccdo entre ext(Be(k)«) e ext(Be(r)-) e que
ext(Ber)+) = {T;,1 € L}. Falta-nos provar que h é continua : Considere-se uma rede kq — k
e como verificAmos em comentarios anteriores, d;, — ) e assim, como 7™ é continua, temos
que T*(6x,) = a(ka)dpr,) — T* (k) = a(k)dp(k))- Escolhendo g = 1 em C(L), concluimos
que a(ky) — a(k) e portanto, a é continua. Além disso, dpk,) — k) € de novo, como
i: L — C(L)* tal que i(l) = 0; ¢ um mergulho, concluimos que h(ky) — h(k) e portanto, h é
continua. Assim, acabamos de provar que h é um homeomorfismo. Para terminar a prova do

resultado, note-se que (T'f)(k) = (6x o T)(f) = (T"0x)(f) = a(k).Op)(f) = a(k).(f o h)(k). H

Corolario 34 A primeira versao do Teorema de Banach-Stone enunciada no Teorema 25, €

um coroldario imediato do Lema 24 e do Lema 35.

4.2 22 Versao do Teorema de Banach-Stone

Teorema 35 (Teorema de Banach-Stone (I1I)) Sejam K e L espagos compactos e Hausdorff.
Entdo, K e L sao homeomorfos se e so se existir uma aplicacdo linear, bijectiva e que separa
pontos, T : C(K) — C(L). Além disso, T é da forma T(f)(y) = a(y)f(h(y)), com h: L — K

um homeomorfismo e com a uma funcdo continua e que nao se anula.

Note-se que ao exigirmos que T separe pontos'* em vez de exigirmos que T seja isometria (como
na primeira versao do Teorema de Banach-Stone), obtemos condi¢oes diferentes sobre a funcao
continua a. Se T' é isometria, |a| = 1 e se sé exigirmos que T' separe pontos, s6 garantimos que
a nao se anula. Uma explicagao pode ser fornecida por um argumento algébrico : Quando T ¢é
uma isometria, T preserva os ideais maximais e quando apenas se exige que I’ separe pontos,
apenas garantimos que uns ideais especiais I, que serao definido em seguida, sao preservados.
Na verdade, este pormenor altera dramaticamente aquilo que podemos garantir acerca da

aplicacao continua a, da forma que foi referida.

Antes de seguirmos com a prova da segunda versao do Teorema de Banach-Stone, introdu-
zimos alguma notagdo. Denotamos por I, ao conjunto {f € C(X) : 3V, : f(V,) = 0}, com
V; € N,. Denotamos ainda os ideais maximais de C'(X) por M,, sendo os conjuntos da forma
{fe€C(X): f(x) =0}. Em seguida, é de notar que se X é um espago compacto e Hausdorff

nao vazio, entdo C'(X) é nao vazio, contendo em particular a aplicagdo identidade 1.

4Seja T : C(X) — C(Y), uma aplicacio linear. Diz-se que T separa pontos se fg = 0 implica que T'(f)T(g) = 0.
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Lema 36 Seja X compacto e Hausdorff, nao vazio. Entdo, C(X) separa pontos em X. Em

particular, € um conjunto nao contdvel.

Prova: Como X é compacto e Hausdorff, é um espago de Baire. Assim, se X = U,,—1z,, uma
vez que cada {z,} é um fechado de interior vazio, chegamos a contradigdo com o Teorema de
Baire!®. Assim, X é ndo contével e como cada {z,} é um subconjunto fechado de X e como
X é um espago normal, o Lema de Urysohn permite-nos concluir que dados z1 # z9, existe

Ji2 € O(X) tal que fia(z1) =1e fi2(z2) =0. -

Lema 37 Sejam K e L espagos compactos e Hausdorff. SejaT : C(K) — C(L) uma aplica¢ao
bijectiva, linear e que separa pontos. Entdo, para todo x € K existe um unico y € L tal que

T(I,) = I,

Prova: Seja, para cada x € K, ker(T(I,;)) = Nser, (Tf)~1(0). Provamos em primeiro lugar
que ker(T(I;)) # (0. Suponha-se, por contradi¢ao, que Yy € L3f, € I, tal que T(f,)(y) # 0.
Assim, por continuidade, existe U, € N, tal que T(f,) # 0. Note-se que L = UyerU, e
por compacidade, existe subcobertura finita tal que L = U;_,U,,. Seja V € N, tal que
fu; (V) = {0}, ja que fy, € I,. Seja ainda g € C(K) tal que g(z) =1 e g(K \ V) = {0}, que
existe pelo Lema de Urysohn. Assim, f,,g = 0 e portanto, T fy,(T,) = 0, uma vez que T separa
pontos. Consequentemente, T'g(U;) = 0 se i € {1,...,n}, ou seja T'g = 0 e pela injectividade
de T, concluimos que g = 0, chegando a contradicao ! Deste modo, garantimos que de facto
ker(T(I.)) # 0.

Seja y € Ker(T(I;)). Vamos provar que Vf € I, temos que T'f € I,, provando assim a
existéncia. Dividimos a prova em dois casos. Se existe g € C(K) tal que T'g(y) #0e fg =0,
como 1" separa pontos temos que T'f = 0 e assim, T'f € I,,. Se nao é esse o caso, entao para todo
g € C(K) tal que g(K \ V) = {0}, com V = f~1(0) temos que T'g(y) = 0. Seja W C V uma
vizinhanga compacta de = (que existe porque K é normal e porque um subconjunto fechado
de compacto, é compacto) e k € C(K) tal que k(W) = {1} e k(K \ W) = {0}, que existe
pelo Lema de Urysohn. Note-se que para qualquer g € C(K) temos que g = kg + (1 — k)g
e como (1 — k)(W) = {1}, concluimos que (1 — k)g € I,. Assim, se y € ker(T(I;)), temos
que T((1 — k)g)(y) = 0. Por outro lado, kg(X \ V) = {0}. Logo, T'(kg) = 0 e segue que
Ty(y) = Tkg(y) + T(1 — k)g(y) = 0, para qualquer g € C(X). Mas deste modo, T nao seria

injectiva, o que constitui uma contradicao. Logo, T'(I;) C I,. Para finalizar a prova, basta

5Teorema de Baire : Seja X compacto e Hausdorff e {F},} uma colecgao contavel de fechados de X com interior

vazio. Entao, UF,, tem ainda interior vazio.
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notar que a inclusdo no sentido inverso, é consequéncia de que 7! é também uma aplicacio

que separa pontos, como é facil de constatar. |

Observe-se que podemos definir uma bijecgao ¢ : L — K, tal que ¢(y) = x se e sé se

T(I;) = I,. Pelo lema anterior, temos a garantia de que facto, ¢ é uma bijeccao.

Teorema 38 Sejam K e L compactos e Hausdorff. Se existir uma aplicagio T : C(K) —

C(L) que € bijectiva, linear e separe pontos, entio K e L sao homeomorfos.

Prova: O nosso objectivo é provar que ¢ definido no comentéario anterior, é de facto continuo.
Note-se que sendo uma aplicacao bijectiva e sendo K Hausdorff e L compacto, garantimos que
¢ : L — K é um homeomorfismo. Suponha-se, por contradi¢do, que ¢ nao é continuo. Assim,
existe uma rede y, — y em L, tal que ¢(y) — x, com = # ¢(y). Como K é Hausdorff, sejam
Uz € Ny e Ug(y) € Ny(a), vizinhangas disjuntas. Verifique-se ainda que para qualquer f € C(K)
tal que f(X \ Ugq)) = {0}, temos que T'f(y) = 0. De facto, para « suficientemente grande,
?(Ya) € Uy e f(Uz) = {0}. Como U, é ainda vizinhanga de ¢(ye), temos que f € Iy, ).
Pelo Lema 37, concluimos que T'f € I, e portanto, em particular, T'f(y,) = 0 para «
suficientemente grande. Assim, T f(y) = 0 pela continuidade de T'f, uma vez que y, — ¥.

Seja agora k € C(K) tal que k(V') = {1} e k(K \ Uyy)) = {0}, com V' C Uy, uma vizinhanga
compacta. Note-se que jdi observamos que tal vizinhanca e tal funcdo existem, essencialmente
porque K € normal e pelo Lema de Urysohn. Entao, g = kg+ (1 —k)g para qualquer g € C(K).
Como kg(K \ Uy,y) = {0}, concluimos que T'(kg)(y) = 0, pelo que mostramos no inicio
da prova. Por outro lado, como (1 — k)(V) = {0}, temos que (1 — k)g € Iy, Assim,
pelo Lema 37, T((1 — k)g) € I, e em particular, T((1 — k)g)(y) = 0. Daqui segue que
Tg(y) =T(kg)(y) + T((1 — k)g)(y) = 0. Mas isto é uma contradigao, pois T' é sobrejectiva e

C(L) é nao singular, pelo Lema 36. Logo, concluimos que ¢ é um homeomorfismo. [ |

Teorema 39 Sejam K e L espagos compactos e Hausdorff. Entdo, qualquer T : C(K) —
C(L), bijectiva e que separe pontos € da forma T(f)(y) = h(y)f(P(y)), onde ¢ : L — K é um

homeomorfismo e h € aplicacdo continua e que nao se anula.

Prova: De comentarios anteriores, sabemos que temos um homeomorfismo ¢ : L — K tal
que T'(I;) = Iy, com ¢(y) = x. Notemos que basta provar que TM, C M,. De facto, se
assim for, temos que ker(d,) C ker(d, oT') e consequentemente existe um escalar h(y) tal que

dy o T = h(y)ds, ou seja, T'f(y) = h(y) f(#(y)), para qualquer f € C(K) e y € L. Além disso,
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como h = T(1) e como T é sobrejectiva, concluimos que h é necessariamente continua e que
nao se anula.

Suponha-se, por contradicao, que existe f € M, tal que T'f(y) # 0. Note-se que se = €
int(f~1(0)), entdo f € I, e como tal, Tf(y) = 0. Assim, podemos assumir que z € fr(f~1(0))
e tomar uma rede {z,} em K, tal que z, — z, com f(z,) # 0. Defina-se outra rede {yq}
em L, tal que ¢(ya) = Zo. B claro que yo — y e portanto seja € > 0 tal que |T'f(ya)| > €.

Definam-se ainda V,, = {z € K : |f(2)| € [Tlﬂ,ﬁ]} eW, ={z¢€ K :|f(z)] € [i, in_l]}.

E facil de verificar que pelo menos uma das unioes V = U,V,, ou W = U,W,,, contem uma
subrede de {z,}. Suponha-se portanto, sem perda de generalidade, que x, € V para qualquer
a. Seja V¥ um aberto contendo V;, e tal que V) N V* = (), sempre que n # m. Seja ainda
gn € C(K) tal que ||gn|loo < 5= € que gn(Vi) = f e go(K \ V;Y) = 0, para cada n. E imediato
concluir que gngm = 0 sempre que n # m. Defina-se por fim g = >, 2ng, € C(K), por
argumentos de convergéncia uniforme. Note-se que g = 2nf quando restrito a V,, e que cada
Zq pertence a um unico V. Logo, g — 2nf € I,_, o que implica que T'(g — 2nf) € I, e como

tal Tg(ya) = 2nT f(ya) — 00, 0 que é um absurdo visto que lim, T'g(yo) = T9(y). |

Corolario 40 A segunda versdo do Teorema de Stone-Banach € um coroldrio imediato do

Teorema 38 e do Teorema 39.

4.3 Teorema de Banach

Neste capitulo estabelecemos que dois espacos métricos e compactos M e N sao homeomorfos
se e s6 se C(M) e C(N) sdo isométricos. E evidente que o resultado constitui um caso
particular do Teorema de Banach-Stone, ja que qualquer espaco métrico é Hausdorff. No
entanto, exploramos a prova originalmente da autoria de Stefan Banach deste resultados, que
prima pela sua extraordindria originalidade. Notemos que dada f € C'(M), como f é continua
e M um espaco compacto, f admite pelo menos um ponto de méximo e de minimo. Se for o
caso que existe zg € M tal que |f(xo)| > |f(x)]|, se © # xp, dizemos que f é um ponto suave de
C(M). A prova de Banach tira partido de uma caracterizacao destes pontos e da preservacao
de pontos suaves por isometrias, apelando a construcao de um homemorfismo de uma forma

muito natural, ainda que bastante criativa.

Lema 41 Seja M um espag¢o compacto e métrico e f € C(M). Entao existe xg € M tal que
|f(xo)| > |f(x)| para xo # = se e s6 se para qualquer g € C(M), o limite limp,_,qo W

existe.
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Prova: Suponha-se que |f| tem méximo em dois pontos distintos zy # z1. Pretendemos
mostrar neste caso que o limite nao existe. Ora, defina-se g(z) = d(z,x1) e, por uma questao
de simplicidade na apresentagao, assuma-se que f(xg) > 0. Entao, se h > 0, note-se que
|f+hgl| = fl] > f(xo)+hg(xo)— f(zo) = hg(xo) > 0. Como tal, liminf; o+ w > 0.
Por outro lado, ||f + hg|| — || f|| > |f(z1) + hg(z1)| — | f(z1)] = hg(z1) = 0, 0 que nos permite
concluir que limsup;,_,o- w < 0. Consequentemente, o limite nao existe. Note-se
apenas que se f(zg) < 0, podemos escolher g = —d(x, z1).

Reciprocamente, suponha-se que existe g € M tal que |f(zo)| > |f(z)| se g # z. Seja
ainda g € C'(M). Observa-se que para cada h, f + hg tem pelo menos um ponto de maximo
xp, € M. Vamos mostrar que xp — g se h — 0. Como |f(xo) + hg(zo)| < |f(zp) + hg(xp)],
é facil de verificar que 0 < |f(xo)| — [f(zr)| < 2|h|||g]|.- Assim, como 2|h|||g|| — 0, temos
que limy o |f(zn)| = |f(zo)|]. Como M é compacto, sendo um espago métrico é também
sequencialmente compacto. Assim, sem perda de generalidade, seja xp, — m, com m € M.
Como |f(xp)| = |f(xo)| > |f(x)], se x # xp, s6 podemos ter que xj, — . De facto, se m # xq,
|f(zp)| = |f(m)| < |f(zo)|.- Estamos entdao em condigbes de provar que o limite existe e até de
o calcular. Suponha-se que f(zg) > 0. Entdo, certamente existe € > 0 tal que se |h| < €, entao
f(zo)+hg(zo) > 0. Como zj, — xp quando h — 0, podemos escolher h suficientemente pequeno
tal que f(zp) + hg(zp) > 0. Logo, apds alguns cdlculos, podemos concluir sem dificuldade

<

que hg(xo) hg(xp). Dada a continuidade de g, segue que limh_ﬂ)w = g(zo).

ILfthgll=[If1l _
0 R

Anélogamente, se f(zp) < 0, concluimos que limy,_, —g(zp). Assim, o limite

existe e é igual a g(xg)sgn(f(xo)). [ |

Teorema 42 Sejam M e N espacos compactos e métricos. Entdo, M e N sao homeomorfos

se e so se C(M) e C(N) sao isométricos.

Prova: A direcdo = foi esclarecida no Lema 24. Reciprocamente, suponha que existe

T:C(M)— C(N), uma isometria linear sobrejectiva. Por ser linear e preservar a norma, te-
||f+hgll|*||f|| — HTf+hT}gL||*IITf||

mos que . Como T é sobrejectiva, qualquer | € C(N) é da forma

Tg para algum g e portanto, f é um ponto suave de C'(M) se e s6 se T'f é um ponto suave de

C(N). Observe-se agora que para qualquer xg € M existe f € C(M) tal que |f(zo)| > |f(x)]

1 ILf+hgll=lIf]l _
h

TFd(ea0)" Do lema anterior, limp_,q

|7 f+hTg||—||T £l
Y

se xg # x, usando por exemplo f(z) =
g(z0)sgn(f(xo)) para qualquer g € C(M) e como tal, limj_,q existe para qual-
quer g € C(M), o que implica que T'f tem um tnico ponto yg € N tal que g(zo)sgn(f(zo)) =

(Tg9)(yo)sgn(T f)(yo) e tal que se y # yo, entao |T'f(yo)| > |Tf(y)|. Surge assim um candidato
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a homeomorfismo entre M e N pela aplicacao ¢(zg) = yo. Verifiquemos que se trata de uma
aplicacao bijectiva e continua o que a torna um homeomorfismo, ja que M é compacto e N é
Hausdorff.

Por um lado, se ¢(x¢) = ¢(z1) = yo, para qualquer g € C'(M) temos que |g(xo)| = [Tg(yo)| =
|Tg(y1)| = |g(x1)|. Tomando g(x) = d(z,xg), concluimos que zy = 21 uma vez que d(z1, o) =
0. Assim, ¢ é injectiva. Por outro lado, é também sobrejectiva pois dado yg € N, defina-se
k(y) = m. Como k = T'f para algum f € C(M), concluimos que |f| tem um ponto de
maximo dnico em algum zy. Assim, por construgao de ¢, temos que yo = ¢(xp). Resta entao
provar que ¢ é uma aplicacao continua. Ora, suponha-se que z,, — xgem M. Assim, para qual-
quer g € C(M) temos que |g(xy,)| — |g(z0)|. Entao, se yn¢(zy), temos que [T'g(y,)| — |Tg(yol
para qualquer g € C(M), uma vez que g(z,)sgn(f(x,)) = Tg(xn)sgn(T f(yn)). Concluimos
assim que para qualquer k € C(N) temos que |k(yn)| — |k(yo)|, uma vez que T' é sobrejectiva.

Assim, tomando k(y) = d(y, yo0), concluimos que y, — yo. [ |

5 O Teorema de Kaplansky

5.1 O reticulado C(K). Motivagao.

Ao longo deste quinto capitulo, vamos explorar a relagao entre K, enquanto espaco topoldgico
compacto e Hausdorff e C'(K), enquanto reticulado. Neste primeiro subcapitulo, apresenta-
mos alguns resultados que nos indiciam a forte relacdo entre C(K), enquanto reticulado e
K, enquanto espago topoldgico e iremos concluir que C(K), enquanto reticulado, caracteriza
a topologia de K. Seguiremos de muito perto um de dois artigos classicos do matematico
Irving Kaplansky (v.[16]), que iniciaram este tipo de caracterizagoes de espagos topoldgicos
compactos e Hausdorff. No segundo subcapitulo, materializamos a motivacdo com a prova
do Teorema de Kaplansky (C(K) e C(L) isomorfas enquanto reticulados se e sé se K e L
sao homeomorfos), enquanto corolario de um resultado que nos ird permitir ainda chegar ao
Teorema de Gelfand-Kolmogorov (C(K) e C(L) sdo isomorfas enquanto dlgebras se e sé se K

e L sao homeomorfos).

Recorde-se que um reticulado (L, A, V) é um conjunto (L, <) parcialmente ordenado, tal que
para quaisquer a,b € L, existe M € Ltalquea< M, b< Mesea<seb<s,entao M <s

(escrevendo-se a Vb = M). Além disso, existe m € L tal que m <a, m <beses <ae
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s < b, entao s < m (escrevendo-se a A b = m). Como tal, A e V sdo operagoes bindrias, o que
sugere uma, possivel definigao algébrica de reticulado. De facto, uma definicao equivalente e
puramente algébrica de reticulado, é possivel.

Dada a definicao de reticulado, é facil perceber que C'(X), i.e. o conjunto das fungdes continuas
f + X — R, ganha estrutura de reticulado definindo f > ¢ se e s6 se f(x) > g(z), para
todo € X. De facto, f A g = min{f,g} e fV g = max{f,g}. Apartir de agora, até
mencionado o contrario, C'(X) ird designar o conjunto de fungbes continuas de K, um espago
topolégico arbitrario, em R, um conjunto totalmente ordenado e sem elemento maximal ou
minimal (evidentemente, um caso particular é R). Notemos a partida que podemos induzir
uma topologia em R do seguinte modo : para cada o € R, seja U(a) = {f € R: 3 > a} e
L(e) = {8 € R: 3 < a}. E fécil de verificar que estes conjuntos formam uma sub-base e é

precisamente a topologia gerada por esta, que induzimos em R.

Lema 43 Sejam o, € R tais que o > 3. Entao, existem vizinhangas M € N, e N € Ng

tais que se y € M e d € N, entdo v > 0.

Prova: Dividimos a prova em dois casos. Primeiro, suponha-se que existe n : a > n > f.
Neste caso, tome-se M = U(n) e N = L(n). Caso contrério, tome-se M = U(f3) e N = L(«).
|

Dizemos que X é R — separado se para todo xz,y € X e o, € R, existe f € C(X) tal que
f(z) = ae f(y) = B. Diz-se que X é R — normal se dados fechados disjuntos F,G C X,
existe f € C(X) tal que f(F) = {a} e f(G) = {B}. Observe-se que se X é R-separado, entao
é Hausdorff : dados x # y em X, seja f € C(X) tal que f(z) = a e f(y) = B, supondo
sem perda de generalidade que o > 3. Sejam M € N, e N € Npg, construidas como no
lema anterior. Por continuidade, f~'(M) e f~'(N) sdo abertos (e sdo disjuntos), tais que
ze f1(M)eye f~Y(N). E ainda fcil de verificar que se X é compacto e R-separado, entio
X é R-normal. Introduzimos agora o conceito de ideal primo : Diz-se que P € C(X) é um
ideal primo se f € P e g < f, implicam que g € P. Por fim, dizemos que P é um ideal primo
associado com z, se existe x € X tal que se f € P e g(x) < f(x), entdo g € P. O préximo

lema caracteriza os ideais primos associados num espago X compacto.

Lema 44 Seja X compacto. Entao, qualquer ideal primo P e C(X) € associado a um ponto.

Mais, se X é R-separado, o ponto é unico.

Prova: Suponha-se, por contradi¢gdo, que P nao é associado com nenhum ponto em X e seja

Q = C(X) \ P. Entao, para qualquer z € X existem f,¢g € C(X) tais que g(z) < f(z),
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com f € Peg € Q. Pelo lema anterior, g < f numa vizinhanga V, de = : basta tomar
V=ViNV,comV = fYM)eVy= f"1(N), para M € Ny(z) € N € Ny(y), construidas
como no lema anterior. Mas, por compacidade de X, temos que X = Ufl Vi, Sejam f; e g; as
fungoes correspondentes e seja h = \/lefi ek = /\legi. Assim, h >k, mashe Peke@, o
que é impossivel. Além disso, se X é R-separado, suponha-se que P é associado com x1 € x2
distintos. Sejam m € P e n € Q. Existe r € C(X) com r(z1) < m(z1) e r(xz2) > n(z2), pois
X é R-separado e R nao tem elemento maximal nem minimal. Mas entdo, r € PN Q, o que é

impossivel. |

Lema 45 Se dois ideais primos em C(X) sdo associados com o mesmo ponto, a sua interse¢ao

contem um ideal primo.

Prova: Sejam P; e P, dois ideais primos de C'(X) associados com z. Seja f € Py eg € Py e
tome-se & = f A g. Defina-se P3 = {h € C(X) : h < a}. E imediato que P3 é um ideal primo
tal que P3 C PN Ps. [ |

Lema 46 Seja X compacto e R-separado. Sejam Py, Py, Py ideais primos com P3 C Py N Ps.

Entao, P, e Py sao associados com o mesmo ponto.

Prova: Suponha-se que P; é associado com z e P, é associado com y, com x # y. Como
X é compacto, P3 é ainda associado com algum z # z. Seja f € P3, g € C(X) \ P, e h tal
que h(z) < f(z) e h(z) > g(x). Note-se que tal h existe porque X é R-separado e R nao tem
elemento maximal nem minimal. Além disso, como h(z) < f(z), temos que h € P3 e como

h(z) > g(x), temos que h ¢ P. Assim, h € P53\ P;, o que é impossivel. [ |

Lema 47 Seja X compacto e R-separado. Seja fo € C(X) fixza. Para cada S C X defina-se
A(S) como sendo a interse¢ao dos ideais primos associados com pontos de S e que contém fj.

Entdo, x € S se e s6 se A(S) C P, com P ideal primo associado com x.

Prova: Seja z € S, a > fy e defina-se P = {f € C(X) : f(x) < a}. Ora, g € A(S) implica
que g < fp em todos os pontos de S e assim, g(z) < fo(z). Logo, A(S) C P. Reciprocamente,
suponha-se que = ¢ S. Assim, A(S) ndo pode estar contido num ideal primo P associado a .
De facto, suponha-se que A(S) C P, para P um ideal primo associado a x. Seja f € C(X)\ P
e o € R tal que fo > o em S. Note-se que tal o existe, pois S C X é compacto, por ser
subespaco fechado de espago compacto e além disso, R nao tem elemento maximal. Como X
é R-normal, existe g € C(X) tal que g(S) = a e g(z) > f(z). Entao, g € A(S)\ P, o que é

uma contradicao. |
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Estamos em condicgoes de tirar conclusoes importantes. Estabelecendo que dois ideais primos
em C(X) se dizem equivalentes se a sua interse¢ao contém um ideal primo, os Lemas 44, 45 e
46 implicam a exiténcia de uma bijecao entre X e as classes de equivaléncia de ideais primos.
Por outro lado, o Lema 47 mostra-nos que a topologia de X é construida por inclusoes entre
os ideais primos. Assim, se R é um conjunto totalmente ordenado, sem elemento maximal
nem minimal (como por exemplo, R) com a topologia da ordem e X é um espago topoldgico
compacto e R-separado, concluimos que C'(X) enquanto reticulado, caracteriza a topologia de
X. Esta observacao serve de motivacao para a proxima seccao deste capitulo, na qual se prova
um resultado nesta linha de pensamento, o Teorema de Kaplansky. Este resultado revela-nos
que dados K e L espacos compactos e Hausdorff, estes sdo homeomorfos se e s6 se C(K) e

C(L) sao isomorfos enquanto reticulados.

5.2 Teorema de Kaplansky. Teorema de Gelfand-Kolmogorov

Neste subcapitulo, provamos o Teorema de Kaplansky, que tal como descrito anteriormente,
decreta uma relagdo muito profunda entre C'(K) enquanto reticulado e K enquanto espago
compacto e Hausdorff. Provamos ainda um resultado que relaciona K (enquanto espaco to-
polégico compacto e Hausdorff) e C'(K) enquanto 4lgebra'®, o chamado Teorema de Gelfand-
Kolmogorov. Estaremos pois, no final deste capitulo, perante trés caracterizacoes de K :
uma dada por C(K) enquanto espago métrico completo (T.Banach-Stone), outra dada por
C(K) enquanto reticulado (T.Kaplansky) e por fim, outra dada por C'(K) enquanto dlgebra
(T.Gelfand-Kolmogorov).

Estabelecemos agora alguma notagao. Retomamos C(X) para designar as fungoes continuas
de X para R. Dado espagco topolégico X, seja A(X) C C(X) um subespaco linear. Diz-se que
A(X) separa pontos de conjuntos fechados se dado x € X e fechado F' C X tal que = ¢ F,
existe f € A(X) tal que f(z) = 1 e f(F) = {0}. Se, além disso, f toma valores em [0, 1],
dizemos que A(X) separa precisamente pontos de conjuntos abertos. Dado Y espago topoldgico
e A(Y) € C(Y) um subespago linear, uma bijecgao linear 7' : A(X) — A(Y) diz-se um isomor-
fismo de ordem se f > 0 é equivalente a T'f > 0. Apartir de agora, até mencionado o contrdrio,

T designard sempre um isomorfismo de ordem, X,Y sao compactos e Hausdorff e A(X), A(Y)

6Recorde-se que C(K), com K compacto e Hausdorff, ¢ uma algebra C*, com o produto pontual de funcoes e a
involugdo dada pela conjugacdo. Além disso, pelo T.Gelfand-Naimark, C(K) é o modelo de todas as dlgebras C*

comutativas e com unidade.
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contém as funcgoes constantes e separam precisamente pontos de conjuntos fechados. Além
disso, se f € A(X) ou f € A(Y), seja Z(f) = {x : f(x) = 0}. Definimos ainda, para xg € X
fixo, Zy, ={Z(Tf): f € A(X), f(zo) =0, f > 0}. Antes de continuarmos, recordemos apenas
que um isomorfismo de reticulados ¢ : (L,Ar,V5) — (M, Ap,Var) é um homomorfismo de
reticulados bijectivo, isto é, uma aplicagao bijectiva tal que ¢(l1 AL l2) = ¢(l1) Anr d(l2) e que
(11 Vi lo) = ¢(11) Var (l2). E facil de verificar que no nosso caso -C/(K), enquanto reticulado

definido no inicio deste capitulo - um isomorfismo de ordem é um isomorfismo de reticulados.

Lema 48 Sejam K e L espacos compactos e Hausdorff. Se K e L sdo homeomorfos, entdo

C(K) e C(L) sao isomorfos enquanto reticulados.

Prova: Seja h : K — L um homeomorfismo. Entao, defina-se T' : C(L) — C(K) tal que
T(f) = foh. E fécil de verificar que se trata de um isomorfismo de ordem. Por um lado,
f>0seeséseTf>0,pois h(x) € L para todo x € K e porque h é sobrejectivo e como tal,
foh(K) = f(L). Por outro lado, por um argumento andlogo ao usado no Lema 24, temos
que T é sobrejectivo. Como T' é claramente injectiva, concluimos que de facto se trata de um

isomorfismo de reticulados. ]
Lema 49 Para qualquer xo € X, Z,, tem a propriedade de intersecao finita.

Prova: Suponha-se que f; € A(X), fi(zg) =0e f; >0, parai € {1,...,n}. Vamos provar que
N Z(Tf;) # 0. Ora, defina-se f = >, fi. E imediato constatar que f € A(X), f > 0e
que f(zg) = 0. Em particular, T'f > 0, por linearidade. Se Z(T'f) = ), entao T f(y) > 0, para
todo y € Y. Assim, existe € > 0 tal que T'f — eT1x > 0. Assim, por linearidade e uma vez
que T preserva a ordem, f —elx > 0, o que é falso ja que f(zp) = 0. Como tal, concluimos
que existe yo € Y tal que T'f(yo) = 0. Logo, > ;" Tfi(yo) = 0 e como T'f; > 0, concluimos

que para todo 1 < ¢ > n temos que T'f;(yo) = 0 e consequentemente, yo € N, Z (T f;). [ |

Designe-se por NZ,, a intersecao de todos os elementos de Z,,. Observe-se que por este
lema, NZ,, e NZy, sao conjuntos nao vazios, para xo € X e yp € Y. De facto, notando que Z,,
é fechado - pois é a uniao de Z(Tf), que sdo conjuntos fechados, por continuidade - por ser
subconjunto de Y que é compacto, é igualmente compacto. Assim, como pelo lema anterior
Zy, tem a propriedade da intersecao finita, concluimos que NZ;, é ndo vazio. Analogamente

concluimos o mesmo para MNZy,.
Lema 50 Seja xo € X e yo = f(x0), para f € A(X). Entdo, yo € NZy, se e s6 se yo € NZy,.
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Prova: Suponha-se, por contradicao, que yg € NZ,, mas que xg ¢ NZy,. Seja 1 € NZy,. B
claro que 1 # xo e assim, existe f € A(X) tal que f(X) C [0,1], com f(z1) =1e f(xzo) =0,
uma vez que A(X) separa precisamente pontos de conjuntos fechados. Como yy € NZy,, temos
que Tf(yo) = 0, uma vez que f > 0 e f(xg). Como T preserva a ordem, T'f > 0. Assim,
T1 € NZy, implica que f(z1) =T~ (Tf)(z1) = 0, o que contraria a escolha de f. A prova do

reciproco, é perfeitamente analoga. |
Lema 51 NZ,, tem apenas um elemento.

Prova: J& observdmos que NZ,, # (). Suponha-se, por contradi¢do, que existem y; # yo
pertencentes a Zg,. Seja g € A(Y) tal que g(Y) C [0,1], g(y1) = 0 e g(y2) = 1. Pelo lema
anterior, g € NZy, pois Y1 € Zy,. Assim, T lg(zo) = 0, uma vez que g(y1) = 0 e g > 0.

Como yo € NZy,, T(T1g)(y2) = 0 e assim, g(y2) = 0, o que é falso. [ |

Note-se que se K e L sao compactos e Hausdorff, entao pelo Lema de Urysohn temos que
C(K) e C(L) separam precisamente pontos de fechados e claro, contém as funcoes constantes.
Assim, dado um isomorfismo de ordem 7" : C'(K) — C(L), pelos comentarios e lemas anteriores,
surge um candidato natural a homeomorfismo h : K — L, definindo que h(zg) = yo, com
{yo} = NZ,. Nos resultados que se seguem, até mencionado o contrério, a aplicacao h serd

sempre esta que acabamos de definir.
Lema 52 Para todo z € X ey €Y, temos que T1x(y) >0 e T 'y (x) > 0.

Prova: Suponha-se que existe yp € Y tal que T1x(yp) = 0. Assim, para todo f € A(X) existe
¢ € R nao negativo tal que —clx < f < clx e consequentemente, por linearidade, temos que
—cT1x(y0) < Tf(yo) < c¢T'1lx(yo). Assim, T f(yo) = 0 para qualquer f € A(X), o que é falso

pois A(Y') contem as fungdes constantes. [ |

Teorema 53 A aplicacdo h : X — Y € de facto um homeomorfismo. Mais, temos que

Ty =Tlx.(foh™),VfeAX),yeY.

Prova: E facil de verificar que h é sobrejectiva, pois dado y € Y, tome-se NZ, = {x}. Assim,
y € NZ, e como tal, h(z) = y. Por outro lado, h é injectiva, pois se x1 # x3 sdo tais que
h(z1) = h(z2), temos que h(x1) € NZy, e assim, T2 € Zj(y,). Como x1 € NZj(,,) por defini¢ao
e como NZyp(;,) 6 tem um elemento, concluimos que z; = z2. Por fim, provamos que i é um
homeomorfismo, notando que basta provar que h é continua, uma vez que X é compacto e Y

é Hausdorf.

27



Seja xg € X e yo = h(zg). Seja f € A(X) e m = min{f(x) : = € X}, que existe uma vez
que f é continua e X é compacto. Dado € > 0, seja U € Ny, tal que f(x) > f(xg) — €
para todo x € U, que existe por continuidade de f e porque zg € U. Seja ainda g; € A(X)
tal que g1(X) C [0,1], com gi(xp) = 1 e que g1(x) = 0 se x € U, que existe uma vez que
A(X) separa precisamente pontos de fechados. Como 1x — g3 > 0, (1x — g1)(xg) = 0 e
Yo € NZy,, concluimos que T'(1x — g1)(yo) = 0 e como tal, T'g1(yo) = T1x(yo). Além disso,
f=mlx—(f(xo)—m—e)g1 > 0. Assim, T'f(yo) > m(T'1x)(yo)+(f(x0) —m—e)(T'91)(y0), isto &,
(Tf)(yo) > (T1x)(yo)(f(xg)—€) e como € > 0 é arbitrario, (Tf)(yo) > (T1x)(yo)f(xo). Paraa
desigualdade no sentido oposto podemos repetir o argumento com (— f). Assim, concluimos que
(Tf)(yo) = (T'f o h)(zwg) e portanto, T'f = Tlx.(f o h~1). Vamos agora provar a continuidade
de h. Seja zg € X, yo = h(xp) e V € Ny,. Seja g € A(Y) tal que g(yo) =1, g(Y) C [0,1] e
que g(Y \ V) = {0}. Assim T~1g > 0. Se T~ 'g(xg) = 0, temos que yo € Z(T(T~'9)) = Z(g),
o que contraria o facto de que g(yo) = 1 # 0. Logo, T 'g(xg) > 0 e como tal, U = {z €
X : (T~ tg)(z) > 0} é um aberto de X que contem xy. Por fim, seja x € U. Resta ver que
h(z) € V. Mas g(h(z)) = T(T 'g)(h(z)) = T1x(h(z))T'g(x) > 0. Logo, h(z) € V. [ ]

De acordo com comentarios anteriores e com os resultados até agora obtidos, podemos

concluir que :

Teorema 54 Sejam K e L espagos compactos e Hausdorff. Seja T : C(K) — C(L) um

isomorfismo linear que preserva a ordem. Entdo, existe um homeomorfismo h : K — L tal que

Tf=(Tlx).(foh™1).

Teorema 55 Sejam K e L espacos compactos e Hausdorff. Entdo :

1. (T.Banach-Stone) K e L sao homeomorfos se e sé se C(K) e C(L) sao isométricos.
Além disso, se T : C(K) — C(L) ¢é isometria bijectiva e linear, Tf = g.(f o h™1), com
h: K — L um homeomorfismo e g € C(L) tal que |g| = 1.

2. (T.Kaplansky) K e L sao homeomorfos se e sé se C(K) e C(L) sao reticulados isomorfos.
Além disso, se T : C(K) — C(L) é um isomorfismo de reticulados, Tf = g.(f o h™1),
com h : K — L um homeomorfismo e g € C(L) tal que g > 0.

3. (T.Gelfand-Kolmogorov) K e L sdo homeomorfos se e sé se C(K) e C(L) sao dlgebras
isomorfas. Além disso, se T : C(K) — C(L) € isomorfismo de dlgebras, Tf = foh™!,

com h: K — L um homeomorfismo.
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Prova:

1. Ver Corolario 34.

2. Tome-se g = Tk, que pelo Lema 52 é tal que g(y) > 0 para todo y € L. O resultado é

uma consequéncia imediata do Lema 48 e do Teorema 54.

3. O resultado é uma consequéncia imediata da observagao que um isomorfismo de dlgebras
T:C(K)— C(L) é um isomorfismo que preserva a ordem, tal que T'1x = 17. Por outro
lado, se h : K — L é um homeomorfismo, entao 7' : C(L) — C(K) tal que Tf = foh
é um isomorfismo de dlgebras. De facto, ja provamos que a aplicacdo é necessariamente

bijectiva (ver Lema 48). Além disso, é obviamente um homomorfismo de dlgebras pois

T(f+g9)=Tf+TgeT(fg)=(Tf)(Tyg).
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