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Resumo

No contexto das algebras de Banach comutativas, definimos espectro
de um elemento e damos exemplos. Provamos o teorema de Gelfand-
Mazur e mostramos que o espectro duma dlgebra de Banach A, sp(A),
é um espaco compacto de Hausdorff, a partir do teorema de Banach-—
Alouglu. Apresentamos a transformada de Gelfand e mostramos que é um
homeomorfismo de um espago compacto de Hausdorff X para sp(C(X)).
Mais ainda, quando restringimos o trabalho a 4lgebras-C™* comutativas,
verificamos que é um isomorfismo isométrico-* de uma &lgebra-C™ comu-
tativa, A, em C(sp(4)).

1 Introducao

1.1 Motivacao

Este trabalho foi desenvolvido no ambito da disciplina de Projecto em Mate-
maética e pretende fazer uma pequena introdugdo a tematica das algebras de
Banach comutativas, com especial incidéncia na transformada de Gelfand. As-
sim, capitulo a capitulo, percebemos a construcdo das dlgebras de Banach co-
mutativas, definimos espectro de Gelfand e acabamos com a demonstragao de
resultados sobre dlgebras-C* comutativas, utilizando sempre conceitos que vao
desde a Algebra Linear & Topologia, o que contribui para a riqueza do tema.



Pela humildade, conhecimento e capacidade de ensinar, o meu bem-haja ao
Professor Paulo Pinto que orientou este trabalho.

1.2 Conteudo

O trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma:

Na secgao 3 comegamos por relembrar os conceitos de norma, espago nor-
mado e espaco métrico, que vao ser ferramentas essenciais ao longo do trabalho.

Seguidamente, na seccdo 4, definimos espago de Banach e apresentamos
exemplos. Introduzimos o conceito de operador linear que vai permitir relacio-
nar normas distintas para a mesma &algebra de Banach. Introduzimos a nogao
de rede que serd bastante ttil para provar a continuidade de fungées e a topo-
logia fraca, que vai aparecer no contexto do teorema de Banach-Alaoglu. Na
subseccao 4.3 provamos que se X é um espago linear de dimensao finita, entao
X é um espaco de Banach para qualquer norma.

Na seccgao 5, definimos algebra de Banach e apresentamos exemplos. Pro-
vamos em que condi¢gdes um elemento duma &algebra de Banach é invertivel.
Introduzimos a nocgdo de espectro de um elemento e provamos que, em C, o
espectro de um elemento numa &dlgebra de Banach é um conjunto nao vazio e
compacto. Enunciamos e provamos o teorema de Gelfand-Mazur que diz que
se A é uma algebra de Banach unitaria em que todo o elemento ndo nulo é
invertivel, entao A ~ C.

Na secgdo 6, definimos cardcter e espectro de uma algebra. Apresentamos
o teorema de Banach-Alaoglu que permite provar que na topologia fraca-*, o
espectro da algebra é um espaco compacto de Hausdorff. Apresentamos também
a transformada de Gelfand e mostramos algumas propriedades desta; provamos
que dado um espago compacto de Hausdorff X, a transformada de Gelfand é
um homeomorfismo de X em sp(C(X)).

Por dltimo, na secgao 7, introduzimos as algebras-C*. Chegamos ao resul-
tado que nos diz que, dada uma &dlgebra-C*, comutativa e com unidade A, a
transformada de Gelfand é um isomorfismo isométrico-*+ de A em C(sp(4)).
Provamos um lema do teorema de Banach-Stone.

2 Nota histoérica

Arne Beurling (1905-1986) e Norbert Wiener (1894-1964) foram os primeiros
matematicos a desenvolver e a questionar-se sobre muitos dos conceitos que a
analise funcional hoje aborda.

No entanto, foi um jovem polaco, Stefan Banach, que, ao escrever a sua tese
de doutoramento sobre operagdes em conjuntos abstractos e a sua apliacagao
em equagdes integrais, em 1920, langou definitivamente as bases para novas
teorias que hoje estruturam a andlise funcional. Banach (1892-1945) nasceu no
antigo império Austro-Hingaro (hoje parte da Polénia) e viveu um dos perfodos
mais negros da histéria recente da Europa: a 2.* Guerra Mundial. A invasdo
nazi foi responsdvel pela morte do seu orientador durante o programa doutoral,
Antoni Lomnicki, no terrivel massacre de 3 de Julho de 1941, mas foi também
causadora de atrasos significativos no desenvolvimento de uma area tao recente
da matematica e do conhecimento em geral.



Em resultado do seu trabalho e do contributo de outros matematicos, sdo
hoje conhecidos os teoremas de Hahn-Banach, Banach-Steinhaus, teorema do
ponto fixo de Banach e o teorema de Banach-Alaoglu, que é apresentado no
texto.

Israel Gelfand (1913-2009), matemé&tico ucraniano, teve um papel igualmente
importante para a andlise funcional. Foi aluno do matemaético russo, Andrei
Kolmogorov, mas tornou-se também ele um dos professores mais respeitados e
aclamados. Apenas em 1980, com o dissolver das restri¢des a emigracdo im-
postas pelo governo Soviético, pode deslocar-se até aos Estados Unidos onde
leccionou em Harvard, no Massachusetts Institute of Technology e mais tarde
na universidade de Rutgers, New Jersey. Os seus estudos recairam sobre algebras
de Banach, grupos de Lie e geometria, estudos esses que sao hoje amplamente
utilizados em medicina, na area de imagiologia.

3 Espacos normados e espagos métricos

3.1 Espacos normados

Definicdo 3.1. Uma norma num espago linear X é uma aplicacio ||-|| : X — R
que, para quaisquer z,y € X e A € K, com K € {R,C}, satisfaz as seguintes
condigoes:

(i) [lz]l = 0;
(i) ||z| = 0 entdo z = 0;
(i) [ zll = |Alll=[;
(iv) ||z +yll < ||zl + |ly]] desigualdade triangular.

Um espaco normado X sobre K é um espacgo linear X sobre K munido com

uma norma ||-||. Uma aplicac¢do ||-|] : X — R diz-se uma seminorma se (i), (iii)
e (iv) forem satisfeitas pelo que podemos ter ||z|| = 0 para = # 0 se ||-|| for uma
seminorma.

Exemplo 3.1. Seja X = C" = {(z1,22,...,2,) : 2; € C} com

n

(21, 22,y 2) L = O 12117

Jj=1

esta é a norma Euclidiana. O espaco Euclidiano R™ define-se de forma idéntica;
nesse caso, restringimo-nos aos escalares em R.

Exemplo 3.2. Seja X = C" com ||(21,22,...,2y)| = max{|z;|: 1 < j < n}.

Exemplo 3.3. Seja K = [0, 1], ou mais geral, qualquer espago compacto de
Hausdorff, e seja C'(K) o espago vectorial das fungées complexas e continuas em
K, com a adicdo pontual e a multiplicagao por escalares. Definida a norma em
C(K) por ||f|| = max{|f(y)|: y € K} obtém-se um espago normado.

Exemplo 3.4. Seja X = C([0,1]) e defina-se

[flloc == sup [£(t)
te(0,1]

||I||oc define uma norma sobre C([0, 1]).



Exemplo 3.5. Dado p > 1, seja [P = IP(N) o conjunto de todas as sucessoes
(ar)S2; de nimeros complexos (indexado pelos inteiros positivos N) para as
quais Y |an|P< co. Defina-se a norma de {a, }22, € I por

@)l = (f_oju)

Podemos incluir o caso em que p = oo modificando a defini¢do para:
1% = {(an)pZy  suplan|< oo} e |(an)]loc = sup|an|.
n n

O préximo teorema mostra que um espago normado é um espago métrico
nao sendo verdade, em geral, o contrario.

3.2 Espacos métricos

Definicao 3.2. Uma distancia, ou métrica, em X é uma aplicacdod : X x X —
R tal que, para quaisquer z,y, z € X, satisfaz as seguintes condigbes:

z,y) >0 nao negatividade;

)=0seesbésex=y identidade;

) =d(y,z) simetria;

x,z) <d(z,y) +d(y,z) desigualdade triangular.

Dizemos que X é um espago métrico sempre que se fixa uma métrica em X.

Teorema 3.3. Se (X, ||-||) € um espago normado, d(x,y) := ||z — y|| define uma
métrica em X que, para quaisquer x,y,z € X e A € K, satisfaz:

1. dlz+y,x+2z) =d(y,z) nvaridncia por translagoes;
2. d(Az, Ay) = |Ald(x,y).

Reciprocamente, se (X,d) for um espaco métrico e X um espago linear tal que
d satisfaz (1) e (2), entdo, ||z| := d(x,0) define uma norma em X.

Exemplo 3.6. O conjunto dos niimeros reais R munido com d(x,y) = |z — y| é
um espago métrico. O conjunto dos nimeros complexos C munido com a mesma
métrica também é um espago métrico.

Definigao 3.4. Seja X um espaco vectorial sobre C. Um produto interno é
uma aplicagao (-, -) : X x X — C que satisfaz para todo o z,y e z € X e escalar
aeC,




Proposigao 3.5. Se (-,-) é um produto interno num espago vectorial X, entdo
para todo o x ey temos

[z, 9)|*< (2, 2)(y, ).

Que representa a forma usual da desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposigao 3.6. Se (-,-) é um produto interno num espago vectorial X, entdo
1
z]| = (z, z)>
€ uma norma em X.

Demonstrag¢do. Vamos apenas mostrar que a norma verifica a desigualdade tri-
angular.

lz+yl> = (@+y,z+y) =(@2)+ {y.2)+ @y + Yy
[z]* + 2Re(z,y) + [y

<zl + 20z, y) 1+l
< lzll® + 2l|z||lyl| + ||y]|> Desigualdade de Cauchy-Schwarz
= (llell + ).
Onde Re representa a parte real do nlimero complexo z. O

4 Espacos de Banach

Definicao 4.1. Seja (X, d) um espaco métrico. Uma sucessao (z,,) de elementos
em X diz-se uma sucessdo de Cauchy se d(z,,Z,,) — 0 quando n,m — oo,
i.e., dado
e>0 3 v d(Tp, Tm) < €.
N mn>N
Defini¢do 4.2. Um espago métrico (X, d) diz-se completo se toda a sucessio
de Cauchy em X converge em X.

Definigcao 4.3. Seja X um espago linear normado. Se X é completo para a
métrica d definida a partir da norma por d(z,y) = ||z —y||, entdo X é um
espaco de Banach.

Exemplo 4.1. R é um espago de Banach quando munido com a norma ||A|| =
|A|. Mais geralmente, R™ e C™ sdo espagos de Banach quando munidos com a

norma
n

lzllz = (Y lwil?)2.

i=1

Exemplo 4.2. Para cada 1 < p < oo, [P é um espago de Banach para a norma

[{l-
n 1
lllp := () Jail?)7
i=1

Exemplo 4.3. O espago linear {*° com [*° = {(z,,)52; C C : sup,,cy|zn|< 00}
dada a norma ||(zy)]|cc = Sup,|z»| é um espago de Banach.



Nota 4.4. Sabendo que o espago em causa é um espago vectorial normado,

vamos apenas verificar que (1%, ||-||) é completo.
Seja x!', 22, ... uma sucessdo de Cauchy em [*°. Note-se que cada elemento
™ desta sucessao é por sua vez uma sucessao em [ e

" = (af, 2y, .. .).

Vamos provar que existe um elemento = em [*° tal que ™ converge para x.
Seja € > 0. Como z" é uma sucessao de Cauchy, existe um N > 0 tal que

2" — 2™ ([ <,
para todo o n,m > N. Entao,
sup|zy — zi'|< €,
k=1
para todo o n,m > N. Em particular, temos que
|lzg — 2’ |< e,

para todo o k e n,m > N. Isto significa que, para todo o k, a sucessdo

1,2
xk7xk,-q.

é uma sucessao de Cauchy em R. Como R é completo, existe o limite

lim z} = z.
n— oo

Neste momento queremos provar que ™ converge para ¢ = (1, 22, ...). Escolha-
se um € > 0. Vamos supor que

|[ap — aft< /2
para todo o k e n,m > N. Fazendo m — oo, obtemos
|z} — x| < €/2.

Agora vemos que
suplaf — zi|< /2,
k=1

ou seja,
l2" — z|lee < €/2 <€

Isto implica que ™ converge para x, o que prova que (I°°, |-||) é completo.

Exemplo 4.4. Seja F = {(z,)22, € C:3IN = N(z),z, = 0,Vz > N} com
a norma ||(x,)|lec = sup,|zn|.- F ndo é um espago de Banach. Considere-se a
sucessao

sp={1,1/2,1/3,...,1/n,0,0,0,...}
Entao, (s,) € F e é Cauchy uma vez que se n > m

1
— =1{0,0,...,1 +1),1 +2),...,1/n,0,... = —
l[sn = smlloo = I /(m+1),1/(m+2) /n Hleo =
No entanto, (s,) nido converge para nenhum elemento de F. Se supuséssemos
que convergia para s = (s,) € F entdo existiria um N tal que z,, =0sen > N

e ||s — splloc > 1/N para todo o n > N.



4.1 O espago L(X,Y)

Definicao 4.5. Dizemos um operador linear 7' : X — Y ¢é limitado se existe
k > 0 tal que
IT(@)]| < K=,

para todo o z € X. Se T for um operador linear limitado entao definimos ||7||
por
1T lop = inf{k : |T(z)[| < Klzll,z € X} (1)

Resulta da definicdo que se T for limitado entdo ||T(z)|| < ||T|lopllx||, para
todoo z € X.

Proposigao 4.6. Se T : X — Y for um operador linear limitado, temos que

1Tl = sup{IT(@)] : 2]l < 1}

= sup{|T(@)] : [lz] = 1}
@)

S“p{ E *0}'

Demonstragao. Seja T uma transformacao linear, B(0,1) a bola de centro na
origem e raio 1, S* o circulo unitdrio e A, B os seguintes conjuntos:

A
B

sup{[|T(v)[| : v € B(0,1)};
sup{[[T(w)|| : w € §}.

Queremos mostrar que
sup{[|T ()] : [[v] <1} = sup{[|T(w)]| : lw]| = 1}.

Como S C B(0,1) temos imediatamente que B < A.
Para mostrar que A < B verificamos que se ||v]| < 1 entdo,

7)) < LWL Hi”T(”’H B ”T(|||> |

[[o]]

Observamos agora que

A=l <1 < sp{ () [sl <) pos e st
< sup{[|T(w)| : lwl| =1} = B.

Falta ainda ver que

1 st 1Tl Tl < 1 — suof (o1« ol — 13 — suo S ITEN
TN = sup{[[T'(v)| - [[v]l < 1} = sup{[|T'(v)]| : [Jv]| = 1} = sup T #0¢.
Por defini¢ao, temos que

1T ()]
1T < T[]l <= | = 1.
Note-se que o resultado é valido para qualquer norma. O



Teorema 4.7. Seja T : X — Y wum operador linear entre espag¢os normados.
Entdo as sequintes afirmacoes sio equivalentes':

(i) T €é continuo em algum ponto de X.
(ii) T €é continuo em todos os pontos de X
(iii) T € limitado.

Definicao 4.8. L(X,Y) representa o conjunto de todos os operadores lineares
limitados entre os espagos normados X e Y. Se X =Y, L(X,Y) designa-se por
L(X).

Proposicdo 4.9. L(X,Y) é um espago normado quando munido com a norma

(1).

Demonstragao. Para T,S € L(X,Y) e «, 8 escalares, o operador S + ST é
definido de forma habitual: (.S + B8T)(z) = aS(z) + ST (x). Por outro lado,
como S, T sdo limitados, temos

(@) [15@) +T(@) | < [S@)I| + 1T (@) < ST+ T,
(i) [laS(@)[l = lallS(@)[ < (alllSI)],
(

e L(X,Y) é um espago linear. Falta provar que ||-|| é uma norma.
E claro que ||T|| > 0. Se ||T|| = 0 entéo,

1T ()|
]

o—Tn—sup{ :méo},

o que implica ||T'(z)|| = 0 para todo o z #0 e T = 0.
Para cada escalar a e T € L(X,Y") temos,

[T = sup{llaT(z)]| : [[«] <1}
= sup{[e|[T()] : [l=] < 1}
= lafsup{[[T(2)] : [l«]| <1}
= laf|[T],

pelo que ||aT|| = |a|||T||. Finalmente, para S,T € L(X,Y)

1S+TI = sup{||S(z) + T ()] : [« <1}
< sup{(IS]| + 7Dl = fl=] <1}
= sup{[[S(@)| : [l«]| <1} +sup{|T(2)[| : [l=[| <1}
= IS+ 171,
verificamos que a desigualdade triangular é verificada e ||-|| é uma norma. O

Proposigao 4.10. Seja X um espago normado e Y um espago de Banach.
Entao, L(X,Y) é um espago de Banach, quando munido com a norma definida
na eq.(1).

Prova em [7], pag. 38.



Demonstragio. Seja {T),} uma sucessdo de Cauchy em L(X,Y"). Entdo,

1T (&) — Ton(@)] 1T (&) = Ton )]
Bl = S“p{ Bl

} T — Tl — 0

quando n,m — oo. Assim, dado x € X, ||T,,(z) — T)n(z)]| — 0 quando n,m —
oo. Portanto, (T),(x)) é uma sucessdo de Cauchy em Y. Como Y é um espago
completo, existe y € Y tal que (T,,(x)) — y, quando n — co. Seja T'(z) = y.
Temos que provar que 7' € L(X,Y). Em primeiro lugar, temos

T(azx+2') = liELn Ty (ax + ')
= 1i7rln(04Tn(:c) + T (2"))
= alim To(z) + lim T, (2"
= al(z)+T(x).

Para todos os x,z’ € X e escalar a. Logo T : X — Y é um operador linear.
Vamos ver agora que 1" é limitado. Como T, — T}, é limitado e para n,m
suficientemente grandes

1T (2) = T ()| < ([ T0 = Tonl[|]| < ]|,

e fazendo n — oo temos || T(z) — Ty (z)]| < ||z||. Assim, para m suficientemente
grande

17 ()] 1T () = Ton ()| + 1T ()

1]l + [T |-

IAIA

Além disso,
IT@) < 1Tl < lz]|(X + | Tml)),

e, portanto, ||T|| < 1+ ||T,], i-e., T € L(X,Y). Falta provar que 7,, — T na
norma de L(X,Y). Seja ¢ > 0; entdo, existe NV tal que

[T () = T (2) | < ([T = T [l ]| < el ],

para m,n > N, uma vez que (T;,) é uma sucessdo de Cauchy. O supremo sobre
todos os elementos x tais que ||z| < 1 levarnos a concluir que ||T — T,,| < €
sempre que m > N. Ou seja, T, - T em L(X,Y).

Se T, = T em L(X,Y) entdo ||T,.|| = ||T|| porque ||T| — I1TII1< |1 — T
Sejam S, T € L(X). A composigdo S oT é um operador linear. Como

1(S o T) ()|l = IS(T (@)l < 1SIIT @) < ISIIT]l],
podemos concluir que S o T é um operador limitado e
15 o T|| < [IS][[IT].
A composigao S oT é frequentemente designada por ST. O

Exemplo 4.5. Seja A uma matriz complexa n xn. x +— Az define um operador
linear em C"(ou R™). Vamos calcular |A|| e verificar que A é um operador



limitado. A matriz A*A é uma matriz? hermitiana semidefinida positiva pois
se u # 0 for um vector préprio de A*A associado a \; temos

Nillull? = Niu,u) = (Nu, u) = (A* Au,u) = (Au, Au) > 0.

Portanto, A*A é unitariamente diagonalizével e existe uma matriz unitaria U
(com U™ = U*) tal que

A0 ... 0
0 X ... O
UA*AU* = . s
0 0 IR
0 0 0 X\,
onde A\; > 0 parai =1,...,n sdo os valores proprios de A*A. Seja Apax 0 maior

valor proprio de A*A. Note-se que
|Az|F = (Az, Ax) = (A" Az, z) = (UA" AU y,y) = > Nyl
i=1
usando a mudancga de varidvel x = U*y; entao

sup{[|[A(@)[| - =] = 1}* = sup{||A(«)[|* : =] =1}

n n
Sup{z Az‘yz|2 Z|yz|2: 1} = )\max~
1=1 =1

1Al

Portanto, ||A|| = v Amax, onde Apax é 0 maior valor préprio de A*A.

4.2 Rede, topologia fraca e espaco dual

Definicao 4.11. Um conjunto directo é um conjunto Z munido com uma
ordem parcial < tal que se o e § estao em Z, entao existe v em Z tal que o < 7y
e <.

Por exemplo, se 7 representa o conjunto dos inteiros positivos, N, e se con-
siderarmos < a ordem usual dos naturais, temos que (N, <) é um conjunto
directo.

Definicdo 4.12. Uma rede num conjunto X é um par ((Z, <), z) onde (Z, <) é
um conjunto directo e x é uma fungdo de Z para X. Para o em Z, representemos
x(a) por x,. A rede representa-se por {Z4}aez € 0 conjunto Z designa-se por
conjunto indice da rede. Quando X é um espago topolédgico, dizemos que a rede
{z4}acz converge para xg em X se, para cada conjunto aberto U que contenha
xp, existe um o € Z tal que € T e f > « implica que x5 estd em U.

Definicao 4.13. Se X é um espago linear normado sobre C, um funcional
linear em X é uma aplicacdo T : X — C que satisfaz T'(azx + By) = oT(x) +
BT (y), para todos os vectores z,y € X e para todos os escalares «, .

Teorema 4.14. Seja A um subespaco do espago topoldgico X. Temos que x € A
se e s6 se existe uma rede de pontos em A que converge para .

2Uma matriz A € My, %n(C) diz-se hermitiana se A = A* onde A* := AT.

10



Teorema 4.15. Sejam X e Y espacos topolégicos. A fung¢io f : X — Y ¢é
continua no ponto xy em X se e s6 se a rede {f(xa)}acz converge para f(xq)
emY sempre que {xq}acz € uma rede em X que converge para .

Para maior detalhe sobre os resultados apresentados aconselhamos a leitura
de [3].

Introduzimos brevemente o conceito de topologia fraca. Comecamos com
um espago de Banach X e um espaco vectorial Y, de funcionais lineares em X,
suficientemente rico para separar os pontos em X, i.e., dados x; # x2 em X,
existe w em Y tal que w(z1) # w(za). A topologia fraca-Y em X é a topologia
mais fraca (a que contém menos abertos) na qual os funcionais em Y séo con-
tinuos. Ou seja, queremos que w : X — C seja continuo para cada w € Y, para
que, cada um dos conjuntos {w=1(U) : w € Ye Uaberto em C} é um conjunto
aberto e fraco-Y em X, bem como todas as unides de intersecgoes finitas de
tais conjuntos. Ao exigir que Y separa os pontos em X, podemos garantir que
a topologia fraca-Y é Hausdorff, como se segue: Se x1 # o podemos descobrir
um w € Y tal que w(x1) # w(z2). Encontramos dois abertos disjuntos Uy e Us
em C que contenham, respectivamente, w(x1) e w(z2). Os conjuntos w=1(U;) e
w~1(Us) sdo conjuntos abertos e fracos-Y em X, que sdo disjuntos e que contém
T, e To respectivamente.

Definigao 4.16. Seja X um espago normado. O espago dual de X é o espaco
L(X,K) dos funcionais limitados de X em K. Designa-se por X* := L(X,K) o
dual de X.

Assim, a topologia fraca-* no espago dual é a topologia mais fraca que per-
mite que os funcionais lineares de A* para C sejam continuos.

Definicao 4.17. Seja X um espaco normado. A topologia fraca-+ em X é
a topologia fraca o(X*,w(X)). Assim, uma sucessdo (ou rede) {f;} C X*

converge para f na topologia fraca-*(escrevendo-se f; % f) se e s6 se
fi(x) = f(x), para cada x € X.

A topologia fraca-* designa-se também por topologia da convergéncia pon-
tual.

4.3 Espacos de Banach de dimensao finita

Definicdo 4.18. Duas normas ||-||; e |||z sobre o mesmo espago vectorial X
s@o ditas equivalentes se existirem constantes reais positivas k1,ke (k1 < ko) tais
que:

killzllz < [zl < kof[zll2 Vo€ X.

Teorema 4.19. Seja X um espaco linear de dimensdo finita e {e1,...,e.} uma
base ordenada de X .

(i) Considere a norma em X definida por x|z = (E::l|ai|2)%, onde © =
are; + ...+ ape,. Entdao, (X, |||2) € um espago de Banach.

(i) Qualquer norma ||-|| em X € equivalente & norma ||-||2 definida em (i).
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(iii) Duas quaisquer normas em X sdo equivalentes.
(iv) X é um espago de Banach em qualquer norma.

Demonstraggo. (i) Seja (z,) uma sucessdo de Cauchy em X para a norma
[I|l2- Para cada n, seja

Tp = Qp1€1 + ...+ Qprer, com oy EKi=1,...,7.
Temos assim
T
2\ 4
|Zm — nll2 = (§ lovmi — ani| %) 2,
i=1
pelo que, para cada i =1,...,r fixo
|ami - an1|§ me - :CTLHQ’
logo (ani)ien é uma sucessdo de Cauchy em K. Dado que K é completo,

existe a; € K tal que ay,; — ; quando n — oco. Dado € > 0, existe N; tal
que

€
lons — o] < \/: sempre que n > N;.

Seja x := aje; + ...+ a,e,.. Entao temos

T
1
|z — |2 = (Z lons — a]?)2 < e para n>max{Ny,...,N,}.
i=1

Assim z, = z e (X, ||-]l2) é um espago de Banach.

(ii) Seja ko := (37_,lles]|?)?. Para cada © = aze; + . .. + aye, temos

s T T T
1 1
el < Y llaesll = Y laallledll < Q lail?)2 (D _lleal®)® = [lllzk,
i=1 i=1 i=1 i=1

usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz?. Em seguida, seja f : K" — R

definida por
T
>
i=1

A funcado f é continua para a norma euclidiana em K", pois

flag,...;qp) =

T

> (i = Biei

Fan ) = F(Bren B < < ka3 la = Bif*)*
i=1 =1
= k2||(0¢17.-.,057~)—(61,-.-757")”2-

A esfera
I

S={(,...,a,) €k : Z|ai|2: 1},

i=1

Sz, )| < Nzllllyll-
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é um conjunto fechado e limitado e, portanto, compacto. Deste, existe
(a1,...,a,) € S tal que

flai,...,a;) < f(a,..., ) para todo (ay,...,q,) € S.

Seja ky == f(a1,...,a,). E claro que k; > 0; mais, se k; = 0 entdo
terfamos > a;e; = 0 e a; = ... = a, = 0 o que contradiz o facto de
(a1,...,a,) € S, pelo que k; > 0. Para cada vector z = aje1+. ..+, e, €

X nao nulo, tem-se

MY es e k<2 Y ) 2
[2]|2 [[2]|2 [[2]l2 (EP

Portanto, ki||z|2 < ||z] e ki|lz]|2 < ||z|| < kz||z||, para todo o x.

T

]2

(iii) A equivaléncia entre normas no conjunto de todas as normas sobre um
espago linear X (ndo necessariamente de dimensio finita) é uma relagio
de equivaléncia. Deste modo, como dim(X)< oo, podemos usar (ii) para
concluir a afirmacao.

(iv) Segue de (i) e (iii).

5 Algebras de Banach

Definicdo 5.1. (i) Uma dlgebra A sobre K é um espaco linear sobre K, onde
estd definida uma operacdo de multiplicagao (de A x A para A), tal que,
para quaisquer x,y,z € A e a € K, verifica as seguintes propriedades:

(a) (zy)z = 2(y2);
(b) z(y+2)=zy+axz, (r+y)z=2xz+yz;
(c) a(zy) = (az)y = z(ay).

(ii) A &lgebra A diz-se comutativa (ou abeliana) se

xy = yr, para quaisquer z,y € A.

(iii) Um elemento 1 € A tal que, para qualquer x € A,
zl=1r==x
diz-se identidade (ou unidade) de A.
Defini¢do 5.2. Se A é uma &lgebra e ||-|| é uma norma em A que satisfaz
lzyl < [|z[lllyll para todo z,y € A,

entdo ||-|| é a norma de uma dlgebra e (A, ||-||) designa-se por dlgebra normada.
Uma algebra normada e completa designa-se por algebra de Banach.
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Se A tem identidade, entao ela é tinica. Caso contrério, sendo 1 e 1’ unidades
distintas, terfamos que 1 * 1’ = 1 porque 1’ é identidade de A mas 1 x1' =1/
porque 1 é unidade e temos que 1 = 1'.

Mais ainda, se 1 representa a unidade numa &lgebra de Banach A, entdo,
1 =12 e tem-se que ||1]] < ||1]|||1]] o que implica que ||1|| > 1.

Definigdo 5.3. Se A é uma &lgebra, um subespago vectorial B diz-se uma
subalgebra se b, c € B implica que bc € B.

Exemplo 5.1. Seja A = C munida com a soma e multiplicagdo usuais dos
numeros complexos em conjunto com o médulo. A é uma algebra de Banach
comutativa e unitaria.

Exemplo 5.2. Seja X um espaco compacto de Hausdorff e considere-se a &l-
gebra unitdria C(X) de todas as fungbes complexas e continuas em X, com a
multiplicac¢do e adigdo definidas pontualmente, fg(z) = f(z)g(z), (f + g)(x) =
f(@) + g(x). Quando munida com a norma do supremo,

[flloe = sup|f ()]
reX
C(X) é uma §lgebra de Banach comutativa e com unidade (a fun¢do constante
e igual a 1).

Exemplo 5.3. Seja 2 um espaco localmente compacto de Hausdorff e seja
A=Cp(Q) :={f € C(Q) : f élimitada}. Entdo A é uma algebra de Banach
comutativa e unitaria.

Exemplo 5.4. Seja A = Cy(Q) := {f € C(Q) : f anula-se no co}*. A é uma
algebra de Banach comutativa e A é unitaria se e s6 se {2 é compacto.

Exemplo 5.5. Seja D o disco unitario aberto em C,
D={ze€C:|zl<x1}eD={z€C:|z|I<1},

e seja A o conjunto das funcdes continuas e complexas em D, que sdo analiticas®
em D. Considere-se A munida com a adigdo e a multiplicagdo pontuais e a norma

[flloe = sup {|£(2)

onde S! é o circulo unitario. Deste modo, A é completo e é uma algebra de Ba-
nach comutativa e unitaria. A é conhecida como a dlgebra do disco e representa-
se por:

1z e S,

A(D) :={f € C(D) : f é analitica em D}.

Exemplo 5.6. Seja X um espago de Banach complexo com dim(X)> 2 e L(X)
o espago de Banach dos operadores lineares limitados em X com respeito a
norma do operador. Com a multiplicagdo de operadores dada pela composicao,
L(X) é uma &dlgebra de Banach unitdria ndo comutativa.

Himg— 400 f(x) = 0 ou, de forma equivalente, {z : |f(x)|> €} é compacto para todo o
€ > 0.

5Diz-se que uma funcdo f : Q@ — C é analitica num aberto Q@ C C se para cada bola
B(a,r) C Q existe uma série de poténcias ZZO:O cn(z — a)™ que converge para f(z) para
qualquer z € B(a,r).
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Exemplo 5.7. Seja A uma matriz em M, (C). A norma || Al|max = maxi<; j<n|ai;|
define uma norma em M, (C) mas (M, (C), ||:|maz) ndo é uma dlgebra normada.
De facto, tome-se o seguinte exemplo: Sejam A, B matrizes tais que

2 2
A=B= [2 2] e | Allmas = 2

8 8

Mas A- B = [8 3

} e||A- Bllmax =8
observamos que 8 # 2 x 2 = 4.
Nos préximos exemplos vamos considerar a norma p para as matrizes m X n,
A= [aij]:
m n %
4= (X Slasr)
i=1 j=1

Exemplo 5.8. Seja A = [a;j] ¢ B = [b;;] matrizes n x n em C. Como

n n n
IA-Blli = Y [(AB)yl= > 1> aib;]
ij=1 ij=1 k=1
n n
< Z Z\%k”bkﬂ
ij=1k=1
n n
< ( > |aij> ( > |b¢j|>
ij=1 ij—1
= AL IBl,

a algebra das matrizes n x n em C é uma algebra de Banach para a norma ||-||;.

Exemplo 5.9. Considere-se o conjunto das matrizes n x n, (n > 2), em C com
a adicdo e multiplicacdo matricial usuais e a norma de Frobenius definida por

n :
JAllr = ( ZW?) .
ij=1

Obtemos uma édlgebra de Banach ndo comutativa. De facto, dadas duas matrizes

Ae B, a; = (aj1,a:2,...,0in) € b = (E,Ej,...,bm‘) e o produto matricial
usual, temos:

(A-B);; = Zaikbkj = (a;, ),
=1

<a17£> <a1,b72> e (ai7b7>
(AB>”: <a27b> |
(@, bL) oo Aap, b)
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Entao,

IA-BIF = > Nai,b)> < Y flail*[17]

ig=1 ig=1
S ( sl ||bf||2) = (sl - (SIFR)
1 i=1 j=1

i=1 \j=
= (D )Maml)CDS B7P),  Jail® =) laim|*para i fixo.

,m=1 J,m=1

n

= [lAIEIB]%-
No segundo passo utilizou-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Lema 5.4. Seja A uma dlgebra de Banach com identidade 1. Entdo, existe
uma norma ||-|| em A, equivalente ¢ norma original, tal que (A,||-||) € uma
dlgebra de Banach unitdria com |||1]|| = 1.

Demonstrag¢io. Para cada x € A, seja T, o operador linear T, : y — zy €
A,y € A. Entdo, se T, = Ty, segue-se que T, (1) = T,(1) e, por isso, z = 2.
Desta forma, = — T, é uma aplicagao injectiva de A no conjunto dos operadores
lineares em A. Agora,

ITe ()l = llzyll < ll=llllyll, paray e A

Isto implica que T é limitada e ||T|| < ||z|. Tome-se |||z|| = ||T%]|. Mostréa-
mos que ||z < ||z||, para qualquer = € A.
Por outro lado,

Izl = IT2l = sup (1ol - ol < 1}
= sup {lewl - Iyll < 1}
, , 1
> =yl ondey’ = i
llll
1]
Deste modo, ||z||/||1]| < llzll < ||z||, para todo o x € A, o que mostra que
as duas normas ||-|| e ||-|| sdo equivalentes. Mais ainda, para todo o z,y € A,
eyl = 1Tyl
= 1T,
< TNy
= il
Assim, A com a norma |[-[| é uma dlgebra de Banach. Resta ainda ver
que [|1]| = ||[T1|| = 1. E fAcil verificar que 1 < ||1|]. No sentido oposto,

argumentando por contradicdo, se |||1]|| > 1 terfamos que:

L= T2l > 1 <= sup{[[Ta()] : [yl <1} > 1
> sup{lly[ : flyl <1} > 1,

0 que nao pode acontecer. O
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Lema 5.5. Uma dlgebra de Banach A sem unidade pode ser mergulhada numa
dlgebra de Banach unitaria Ay como um ideal de codimensao um.

Demonstragdo. Seja A = A @ C um espago linear e defina-se a multiplicagio
em Aj por

(2, \)(y, 1) = (zy + px + Ay, Aw)

que é associativa e distributiva. Mais ainda, (0,1) é a identidade para esta
multiplicacao:

(x,A)(0,1) = (20 + x4+ A0, A1) = (x,A) = (0, 1)(x, A).

Seja ||(z, || = ||z||+|A|. Entdo, Ay é um espago de Banach quando munido
com esta norma. Mais ainda,

[Nl = l(zy+pz+ Ay, Ap)l

zy + px 4+ Myl + [ Ap

N Mlyll + Tl ]+ Iyl -+ ]l

Iyl (]l + A =+ Ll (] + [A])

([l + Ayl =+ T = N 2 DIy )]

Entéo, A; é uma algebra de Banach com unidade. Podemos identificar A com
o ideal {(z,0): x € A} em A pelo isomorfismo isométrico x — (z,0). O

[ VANI

Exemplo 5.10. Seja A o espaco de Banach [!(Z) e defina-se 2y por (zy), =
Y TmYn—m para & = (z,) e y = (y,) em A. Entao,

Z|$m| Z|ynfm|
> lzmllyl

[yl

IN

Deste modo, xy € [}(Z) e A é uma &lgebra de Banach. Mais ainda, A tem
unidade dada por (z,) = (don) = (...,0,0,1,0,0,...) onde 1 aparece na 0-ésima
posicgao.

Defini¢ao 5.6. Um elemento x numa algebra de Banach A diz-se invertivel
em A se existe algum z € A tal que xz = zx = 1. Mais ainda, se tal z existe ele
é tnico. z designa-se por inverso de z e representa-se por z~!. O conjunto dos
elementos invertiveis forma um grupo. Os elementos nao invertiveis designam-se
singulares.

Seja g(A) := {a € A : a invertivel em A}. Entdo 1 € g(A) e 0 ¢ g(A4). O
conjunto g(A) é um grupo multiplicativo.

Proposicao 5.7. Se xz ¢ um elemento de uma dlgebra de Banach unitdria A
tal que ||z|| < 1, entdo 1 — x é invertivel e a sua inversa é dada pela série de
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Newmann, que é absolutamente convergente, (1 —x)~' =1+x+2%+.... Mais
ainda, temos as sequintes desigualdades:

1
11— 2)7H < —— (2)
1 — ||
- ]l
-1 -a2)7" < : 3)
1= [||
Demonstraggo. Como ||z™| < ||z||™ para todo o n = 1,2,..., podemos definir

um elemento z € A como a soma da série absolutamente convergente

o0
z= E z".
n=0
Temos que

N
— = — = 1 —_ k = 1 —_ N+1 = N
zl—2)=(1—-2)z A}gnoo(l x) ];)x A}gnoo(l ) =1;

Desta forma, 1 — x é invertivel e a sua inversa é z. A desigualdade (2) segue de

(o] o0 1
2l < >l < Yl = T
n=0

n=0

Uma vez que
oo
1—2z=-— g " = —xz,
n=1

temos que ||1 — z|| < ||z| - ||#]|, pelo que (3) segue de (2). O

Teorema 5.8. Seja A uma dlgebra de Banach unitdria. g(A) é um conjunto
aberto em A e x — x~1 € uma aplicagio continua de g(A) para g(A).

Demonstragio. Sejaa € g(A)e D={be A:|a—-1| < ﬁ} Notamos que
1-a"'b=a"1(a—b). Entdo, |1 —a~1b|| < |la~!|/|la — b|]| < 1. Pela proposigao
5.7 a=1b € g(A). Resta observar que b = a(a=1b) € g(A) o que mostra que
D c g(A).

Provemos agora a continuidade da aplicagdo a +— a~!. Seja (a,) C g(A) tal
que a, — a € g(A). O objectivo é mostrar que a,,* — a~!. Vemos que

_1_

lag " =™ = [la™ (an — a)az )l < o™ lllan — allllaz |l (4)

Se mostrarmos que |la;t| é limitada por uma constante fixa a prova fica con-
cluida.
Como a,, — a, existe ng € N tal que |la, — a| < ﬁ para todo o n > ng.

Entdo, la~'a, —1|| < & para n > ng. Para n > 0 temos que,

oo o0

_ U _ 1
laay [l = li(@™ an) 7 =Dl an = DM < > o <2

k=0 k=0

Assim, ||a,t|| < |laytalllla™t|| < 2[la™t|, para todo o n > ng. Escolha-se
M = max{||a;1|\,2|\a_1|| 2i=1,2,...,n0}.
Pela equacdo (4), segue-se que a, ' — a~ L. O
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5.1 O espectro de um elemento numa algebra de Banach

Definigao 5.9. Seja A uma algebra com identidade e seja x € A. O espectro
de x é o subconjunto o 4(z) em C dado por

oalz) ={reC:x—-A1¢g(A)}.
O conjunto resolvente p4(x) de x é o complementar do espectro de x
pa(z) = C\oa(z).
O raio espectral 74(z) de um elemento = € A é
ra(x) =sup {|A|: A € oa(x)},
sempre que o4 (x) é ndo vazio.

Exemplo 5.11. Seja A a dlgebra de Banach unitdria das matrizes complexas
nxn, M,(C). Dadoa € Ae XA €C, a— Al é invertivel em A se e s6 se A ndo
é um valor préprio de a. Por outras palavras, o4(a) é o conjunto dos valores
préprios da matriz a.

Exemplo 5.12. Vamos assumir que A é a algebra de Banach comutativa e
unitaria, C([0,1]) e f € A. Entao, para A € C, f — A1 é invertivel em A desde
que f nao tome o valor A. Esta afirmacao resulta de observar que se z é a inversa

de f— A1
1

f—=Ar’
ef—Al #0< f# Al. Assim, o4(f) é igual ao conjunto dos valores que f
assume, i.e., c4(f) =ran f, o contradominio de f.

(f=Al)z=1 < z=

Teorema 5.10. Para todo o x numa dlgebra de Banach unitdria A, em C, o
espectro o 4(x) € um subconjunto ndo vazio e compacto com

oa(r) S{A e C: A< [z}

Antes de procedermos a prova deste resultado, reafirmamos que ele s6 é
valido em C. De facto, um operador que actue num espago vectorial real ndo
tem que ter qualquer valor préprio: basta considerar uma rotacao de 90 graus
em torno da origem.

Demonstraggo. Dado x € A, x— A1 é invertivel sempre que |A| > ||z||. De facto,
para qualquer um desses A,

(x— A1) = (=) (1 —2A71),

tem inversa dada por uma série converge com poténcias de £A~!. Deste modo,
oa(z) C{X € C: |A < |z||}.Em particular, o resultado mostra que o4(x) é
limitado.

Seja f a aplicagdo f : A — z—A1. Entdo, A ¢ o4(z) seesdse z—A1 € g(A),
ie., seesése e fT1(g(A)). Segue-se que C\oa(z) = f~1(g(A)). E claro que
f:C — A é continua. Além disso, como g(A) é um conjunto aberto temos que
f~1(g(A)) = C\oa(x) é aberto e, portanto, o 4(z) é fechado. Como o 4(x) é um
subconjunto limitado e fechado de C é compacto.
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Falta provar que o4(x) é ndo vazio. Vamos supor, por contradigdo, que
oa(z) = 0. Entdo, (z — A1) é invertivel para todo A € C. Afirmamos que a
aplicagio A — (z — A1)~! é diferenciavel, com derivada (x — A\1)72, isto é,

— A+ Q1) — (@ — A1)t
L R A

em A a medida que ( — 0 em C (com ¢ # 0).
Notemos que

(z —\1)~2

(@—al)™ —(@-pN"" = (z-al) {(@-p1) - (z-al)}(z - 1)
= (z-al) Ha-pB)(@—p1)7"

Deste modo,

@- QO+ - @@= @-QHONYe-ADTT

¢ ¢
em A quando ¢ — 0, ja que z — (A 4+ {) — = — A. Isto prova a afirmacéo.
Agora, seja p € A*, 0 espaco dual de AS. A aplicagio A — o((z — A1)71) é
diferencidvel em toda a parte em C, isto é, g(\) = ¢((x — A1)™!) é uma funcio
inteira. Para todo o || suficientemente grande, podemos dizer que

(x—X1)"' = WA=l
= (—A)”Z(A’lw)” (Al > [[=]),
n=0

o lado direito converge para 0 quando |A| — oo e, por isso, o mesmo é verdade
para o lado esquerdo da equagao, pelo que g(A) — 0 & medida que |A| — oo. Pelo
teorema de Liouville 7, deduz-se que g ¢é identicamente zero em C. Entdo, temos
que ¢((x — A1)~!) = 0 para todo o ¢ € A*, o que implica que (z — A1)~ = 0.
Isto ¢ impossivel pois (z—A1)"!(z—A1) = 1 # 0. Conclui-se que o4(z) #0. O

Teorema 5.11. Seja A uma dlgebra de Banach unitdria e seja x € A. Entdo,
o limite limy_o0||"||7 existe e verifica®

1
n,

lim ||2"||" = ra(z) = inf|2"
n—oo n

Exemplo 5.13. Vamos considerar a dlgebra de Banach C(X) para algum es-
paco de Hausdorff compacto X. Vimos ji que o4(f) =ran f = f(X) e

ra(f) = sup{|Al: X € oa(f)} = sup{|A|: A € ran f}
= sup{|Al: A € f(x),Vz} = sup{|f(z)[: Va}
[[flloos
assim 74(f) = || f]lco- O férmula do raio espectral aplica-se neste caso uma vez

que

1 oo = (1F o)™ e I 1" = 1 fllee Vn

6Consultar pag. 10.
7Se f é uma funcio inteira (holomorfa em C) e limitada, entdo f é uma fungdo constante.
8 A prova do teorema encontra-se em [3], pag.116.
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Exemplo 5.14. Seja A(D) a dlgebra do disco. Cada f em A(D) é unicamente
determinada pelos valores que assume no circulo unitirio S' = 9D. Entao,
A(D) pode ser considerada uma subdlgebra de C'(S!), a dlgebra de Banach das
funcdes continuas e complexas no circulo unitario S'. Esta identificacdo de A
em C(S') preserva a norma pelo principio do médulo maximo?.

Seja t(z) = z, para z € D. Entdo, t € A. (2 — A1) ndo é uma funcio
invertivel e analitica em D se e s6 se A € D. Desta maneira, vemos que

oa(t) =D ={\: |\ 1}
Por outro lado, ao ser considerada um elemento de C(S'), ¢ é a funcio t(0) = e®.
Entdo, (t — A1) ndo é invertivel em C(S') se e s6 se |A\|= 1. Portanto,

UC(Sl)(t) =0D ={\:|\=1}
Temos que 74(t) = ro(s1(t) = 1.

O préximo deveu-se ao trabalho independente de Israel Gelfand (1941) e de
Stanislaw Mazur (1938).

Teorema 5.12 (Gelfand-Mazur). Seja A uma dlgebra de Banach unitdria em
que todo o elemento nao nulo é invertivel. Entao A ~ C.

Demonstragio. Para todo o z € A, ga(z) # 0 e, por isso, existe um A € C
com x — Al ¢ g(A). Isto implica que x — A1 = 0, ou seja, x = A1 para algum
reC. O

Proposicao 5.13. Seja Y um espago normado. Y € completo se e sé se
tem a sequinte propriedade: se (ym,) € uma qualquer sucessio em Y tal que
S _lymll < 0o, entdo existe umy €'Y tal que Y | Ym — y quando n — 0o.

Demonstragio. Se Y é completo e (y,) satisfaz Y, |lyx|]| < co entdo é claro
que (35—, yx) é uma sucessdo de Cauchy e, como tal, converge.

Para verificar o outro lado da implicagdo, assumimos que Y é um espago
normado e (z,) é uma sucessao de Cauchy em Y. Construimos uma subsucesséo
da seguinte forma: Seja ni € N tal que |lz,, — 2,,|| < 1 para todo o m > n;.
Seja agora ny > ny tal que [|2,, — 2| < 3 para todo o m > n,. Continuando
desta maneira, obtém-se uma sucessao (z,,) de (x,) tal que

1
||'Tnk - mnk+1” < 27]6» k=1,2,...

Defina-se yx = oy, — Tp,,, para k =1,2,... Entdo,

L) L)
ZHka annk _'T'fkarl”
k=1 k=1

o0

1

2k
k=1

< < 0.

9Seja f uma funcdo holomorfa num subconjunto aberto e conexo D do plano complexo, C,
que assume valores complexos. Se zg é um ponto em D tal que |f(z0)|> |f(x)|, para todo o
r numa vizinhanga de xq, entdo a funcdo f é constante em D.
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Por hipétese, existe um y € Y tal que

m
vo= Jim > w
k=1
= lim (¥p, —Tp,) + (Tny — Tny) + - + (Tn,, — xnm+1)
m—r 00
= mlgnoo(x"l - 'rnm+l)'

Ou seja, (x,,) converge em Y para x,, — y. Se uma subsucessdo de uma
sucessdo de Cauchy converge, toda a sucessao converge, i.e., (x,) converge em

Y e concluimos que Y é completo.
O

5.2 Ideais e espago quociente

Definigao 5.14. Um ideal em A é um subespago linear I C A que é invariante
pela multiplicacdo a esquerda e a direita, ou seja, Al + A C I.

Existem dois ideais triviais, nomeadamente I = {0} e I = A, e A diz-se
simples se estes sdo os Unicos ideais. Um ideal diz-se préprio se nao é todo o
A.

Um ideal M numa algebra de Banach complexa A diz-se um ideal maximal
se é um elemento maximal no conjunto de ordem parcial de todos os ideais
proprios de A. Desta forma, um ideal maximal é um ideal préprio M C A com
a propriedade de que para qualquer ideal N C A,

MCN=N=MouN =A.

Exemplo 5.15. Seja A =C([0,1)) e J={f € C([0,1])) : f(t) =0,t €[0,1/2]}.
J é um ideal préprio de A.

Proposigao 5.15. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade. Entao,
1. O fecho de um ideal proprio é um ideal proprio.
Todo o ideal préoprio estd contido num ideal mazximal.

Todo o ideal maximal € fechado.

e e

Se A for comutativa, x € A € invertivel se e sé se ndo existe J, ideal
mazimal de A, tal que © € J.

Demonstra¢do. Vamos a titulo de exemplo mostrar 3. Seja J um ideal maxi-
mal numa algebra de Banach A. Entdo, J ndo pode conter nenhum elemento
invertivel, caso contrario teriamos J = A. Desta forma, J C A\ g(A4). Agora,
recordamos que g(A) é aberto e, por isso, A \ g(A) é fechado. Entéo,

JCJCA\g(A)

Em particular, J # A. Mas J é um ideal que contém J e, por isso, J = J ja
que J é um ideal maximal. Isto é, J é fechado. O
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Vamos agora falar sobre o espaco quociente num espagos de Banach. Vamos
supor que X é um espago de Banach e M é um subespacgo fechado de X. De-
finimos uma relagao de equivaléncia em X, x = y se e s6 se z — y esta em M,
Representamos as classes de equivaléncia por X/M; isto é, X/M é o conjunto
dos subconjuntos x + M onde x1 + M = x5 + M se e s6 se x1 — xo estd em M.

Definimos a adigdo e multiplicacio por escalares em X/M por

(w1 + M)+ (2 +M)=a14+22+M e oalz+M)=oar+ M.
A norma em X/M serd dada por
|l + M| = inf{||lx +m]| : m € M} =inf{||lx —m]| :m e M},

Pelo que ||z + M| pode ser vista como a distdncia de x para M. Note-se
que ||z 4+ M| = 0 se e 86 se x estd em M. A aplicacdo Il : X — X /M que envia
x em x + M designa-se por aplicacao quociente. E linear e, uma vez que

IT(2) || = [l + M| <,

é limitada.

Para aplicar este conceito, vamos considerar um operador linear limitado
T:X — Y onde X eY sao espagos de Banach e seja M = kerT', um subespaco
fechado em X. Seja X/M = X/kerT um quociente. Se T é sobrejectiva,
vamos afirmar que Y e X/ ker T sdo isomorfos; isto é, existe um operador linear,
limitado e bijectivo de um para o outro com inversa limitada. Seja

A:X/kerT -Y

e escreva-se
A(x +kerT) = Tx.

A estd bem definida, é linear e limitada; Mais ainda, se A(zq + kerT) =
A(xzg + kerT), entdo Txy = Ty e x1 — a2 estd no ker T. Isto mostra que A
é injectiva. Para ver que é sobrejectiva, seja y € Y e descubra-se um x com
Tz =y, tal que A(x +kerT) = y. Como A é injectiva e linear sabemos que A
tem uma inversa limitada e, desta forma, X/ker T é isomorfo a Y.

Seja agora A uma &lgebra de Banach e J um ideal préprio e fechado de A.
Dado o espago quociente, podemos definir uma multiplicagdo em A/.J pondo,
para quaisquer [z] = {x+m:m € M}, [y] ={y+m:€ M}, em A/J,

[2][y] = [zy]-

Considerando a norma quociente em A/J,
= inf
licllazs = inf [ul.

concluimos que A/J é um espago de Banach, uma vez que J é fechado.
Podemos desta forma achar natural o seguinte teoremas:

Teorema 5.16. Seja A uma dlgebra de Banach (com unidade) e J um seu ideal
proprio fechado. Entdo, A/J é uma dlgebra de Banach com unidade.
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Demonstragao. Para verificar que A/J é uma algebra de Banach resta-nos ape-
nas ver que A/J é uma &lgebra normada. De facto,

x = ||[x = inf ||z||= inf uv
Illllags = leslllay = inf [zl = _inf o]
< inf uflfvf] £ inf flu]| inf [jo]
u€(z),ve(y] u€(x] vEly]

= |alllazllylllay,

e obtemos a afirmacdo. Se A tem unidade 1 entdo [1] é a unidade de A/J. O

6 Teoria de Gelfand

6.1 Homomorfismos e caracteres

Definicdo 6.1. Dadas duas dlgebras A e B define-se como homomorfismo a
funcdo w : A — B se w for linear e multiplicativo, ou seja,

w(ab) = w(a)w(b) para todo o a,b € A.

Se o homomorfismo w é uma bijecgdo, entdo diz-se um isomorfismo. Se A e
B sao algebras normadas, um homomorfismo diz-se isométrico se ||w(a)| = ||al|
para todo o a € A.

Proposigao 6.2. Todo o homomorfismo numa dlgebra de Banach A, em C, é
continuo.

Demonstragdo. Seja A uma algebra de Banach e w : A — C um homomorfismo.
Se w = 0, 0 homomorfismo é imediatamente continuo. Vamos supor que w # 0
e que A é unitéaria. Para qualquer a € A,

w(a) =w(al) =w(a)w(l) = 1 =w(1).

Se a € A ew(a) # 0, temos que b = a — w(a)l pertence ao nicleo de w e
é ndo invertivel (caso contrario terfamos que 1 = w(bb=t) = w(b)w(b™1) o que
é impossivel). Isto significa que w(a) pertence a o4(a) e segue-se que |w(a)|<
lla|[t°. Esta desigualdade mantém-se vélida quando w(a) = 0 e conclufmos que
w é continua em A.

Se A é nao unitaria, consideramos A; em vez de A. Define-se a aplicacao
w' A — C por w'((a, X)) = w(a) + A, (a,\) € A;. w' é um homomorfismo e é
continuo em A;. Em particular, a sua restricdo para A em A; é continua, i.e.,
w € continua. O

Definigao 6.3. Os homomorfismos duma algebra de Banach A, em C, designam-
se por funcionais multiplicativos. Um funcional multiplicativo ndo nulo designa-
se por caracter.

Pela proposicao anterior, os funcionais lineares multiplicativos sdo continuos.
Dada uma &algebra A comutativa e unitaria, o grupo dos seus elementos

invertiveis g(A) fica completamente determinado se conhecermos todos os ideais
préprios da algebra. De facto, temos o seguinte teoremas:

10Conferir teorema 5.10.
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Teorema 6.4. Seja A uma dlgebra comutativa e unitdria. Entdo x € g(a) se e
s0 se nao pertence a nenhum ideal proprio.

Demonstragao. Comegamos por provar que se z € g(A) entdo ndo pertence a
nenhum ideal préprio. Vamos supor que J é um ideal prépriode A ez € JNg(A)
entdo 'z = 1 € J, pelo que se teria .J = A, contrariando a hipétese.

Por outro lado, seja x € A nao invertivel. O conjunto

Az ={ax :a € A}

é um ideal que contém z (quando a = 1). Além disso, é um ideal préprio, pois
caso contrario ter-se-ia 1 € Az, i.e., 1 = ax para algum a € A e, portanto
ax = za = 1 implicaria que = € g(A). Entédo, se x € A nido pertence a nenhum
ideal proprio, x é invertivel, o que termina a demonstracao. O

6.2 O espectro de Gelfand

Definigao 6.5. O conjunto dos caracteres de uma &dlgebra de Banach comuta-
tiva e unitaria A designa-se por espectro de Gelfand de A e denota-se por

sp(A).
sp(A4) = {w € hom(A4,C) : w # 0}

Proposigao 6.6. Seja A uma dlgebra de Banach complera e unitdria e w €
sp(4). Entdo |w|| = 1.

Nos préximos resultados vamos assumir que ||1|| = 1.

Demonstraggo. Como w(1) = 1, temos que 1 = |w(1)|< ||w|/||1]|| = ||w||. Vamos
supor agora, por contradi¢ao, que ||w|| > 1. Entdo existe ag € A tal que ||ag|| =1
e |w(ag)|> 1. Recordamos que |w|| = sup {|w(ao)|: |lao|| = 1}. Seja

a = ag— wl(ag)l.

Entéo, a € ker(w) uma vez que w(a) = 0. Temos que

Deste modo, a/w(ag) € g(A)!. Consequentemente, a € g(A) o que nio é
possivel ja que a € ker(w). Entdo, ||w| = 1. O

a—+ w(ag)l
w(ao)

HW?C?O)

<1

Teorema 6.7. Numa dlgebra de Banach comutativa e unitdria A, para todo o
w em sp(A), o ntcleo de w é um ideal maximal de A e, reciprocamente, todo o
ideal maximal em A é o nicleo de algum w € sp(A).

Demonstragio. Seja M é um ideal maximal em A, tal que M é fechado e A/M é
uma algebra de Banach unitaria. Vamos mostrar que este quociente é isomorfo
a C provando que todo o elemento nao nulo é invertivel e invocando o teorema
de Gelfand-Mazur.

Seja x € A, ndo pertencente a M; Queremos provar que x + M é invertivel
na dlgebra do quociente. Seja J = {ax +Y :a € A,Y € M}. J é um ideal
proprio que contém M. Como M é maximal, temos forgosamente que J = A,

Ver teorema 5.7.
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pelo que existem elementos a € A e Y € M tais que axz + Y = 1. Isto significa
que x + M é invertivel, com inversa a + M. Pelo teorema de Gelfand-Mazur
sabemos que A/M é isometricamente isomorfo a C, por um isomorfismo i. A
aplicagdo quociente IT: A — A/M é um homomorfismo, pelo que a composigio
101l é um homomorfismo complexo de A. O seu nicleo é o préprio M, uma vez
que

(toll)(z) =0 <= i(z+M)=0 < 2+ M =0 < x € M.

Para provar a direcgdo contraria, seja w um funcional linear de A. Sabemos
que o seu nucleo é um ideal fechado em A. Para provar que este ideal é maxi-
mal podemos invocar novamente o teorema de Gelfand-Mazur e observar que a
dimenséao de A/ker(w) é 1, a dimensdo de C. O

Proposicao 6.8. Qualquer dlgebra de Banach comutativa e unitdria tem pelo
menos um cardcter.

Demonstragdo. Se todos os elementos de uma &lgebra de Banach comutativa e
unitaria A sdo invertiveis entdo A ~ C e o respectivo isomorfismo é um carécter.
Por outro lado, se existe um = € A tal que z ndo é invertivel, entdo zA é um
ideal préprio e, por isso, estd contido num ideal préprio maximal J, pelo lema
de Zorn'2. Mas entdo sabemos que J é o niicleo de um caricter em A. O

Sem a condi¢do de comutatividade facilmente se verifica que podem existir
algebras sem caracteres.

Exemplo 6.1. Seja A = M,,(C), com n > 1, e seja e;; a matriz n x n cujas en-
tradas sao 0 excepto para a ij-ésima entrada que é 1. Se w for um caracter de A
entdo, para i # j a igualdade e?j = 0 implicaria que w(e;;) = 0. Entéo, a igual-
dade e;; = €;5e;; com ¢ # j implicaria que w(e;;) =0, para cada t =1,2,...,n.
Concluir-se-ia que w(1) = w(e11) + ... + w(ens) = 0, 0 que é impossivel. Deste
modo, M, (C), para qualquer n > 1, ndo tem nenhum caricter.

00 ... 0
1 0 ... 0
Car=. . .
00 ... 0

Teorema 6.9. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa e unitdria e seja
x € A. Temos que

oal) = {w(x) :w € sp(A)}.

Demonstragao. Fixemos x € A e suponhamos que A € o4(x). Entdo, z — A1
nao € invertivel e

{(z=A)y:ye A}
é um ideal préprio (que nio pode conter 1) e, por isso, estd contido num ideal

maximal que é o niicleo de algum funcional linear multiplicativo w'3. Como
w(z — A1) =0, temos que w(x) = A. O

128eja X um conjunto ndo vazio parcialmente ordenado em que toda a cadeia possui um
majorante. Entdo X contém um elemento maximal.
13Conferir teorema, 6.7.
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Corolario 6.10. Um elemento x numa dlgebra de Banach comutativa e unitdria
A € invertivel se e s6 se w(x) # 0 para todo o w € sp(A).

Demonstracio. A afirmagdo é uma consequéncia do teorema 6.9. O

O teorema que apresentamos em seguida utiliza na sua demonstragao o teo-
rema de Tychonoff e é visto por muitos como um corolario deste. Banach apre-
sentou uma prova deste teorema para espagos vectoriais separaveis e normados
em 1932 mas a primeira prova, para o caso geral, foi publicada em 1940 pelo
matematico Leonidas Alaoglu. No entanto, Bourbaki, Kakutani, e Shmulyan
também trabalharam na demonstracao deste teorema entre 1929 e 1939.

Teorema 6.11 (Banach-Alaoglu'*). Seja X um espaco de Banach e
By ={f € X" | fllx- <1},
a bola unitdria. Entdo, B« é compacto para a topologia o(X*, X).

Neste momento, podemos introduzir uma topologia em sp(A) como se segue.
sp(A4) é um subconjunto da bola unitdria do dual de A e, pelo teorema de
Banach-Alaoglu, sabemos que o dual é um espago compacto de Hausdorff na
topologia fraca-+. Entdo, sp(A4) induz uma topologia de Hausdorff como um
subespaco de um espaco de Hausdorfl compacto.

Teorema 6.12. Na topologia fraca-+, sp(A) é um espaco compacto de Haus-
dorff.

Demonstrag¢do. Sabemos ja que A*, com a topologia fraca-*, é Hausdorff e o
subespago de um espaco de Hausdorff é Hausdorff.

Para vermos que sp(A) é compacto é suficiente provar que sp(A) é fechado
na topologia fraca-*. O teorema de Banach-Alaoglu vai garantir que sp(4) é
compacto uma vez que é um subconjunto fechado do conjunto compacto fraco-*
{we A* 1 ||w]| < 1}.

Para ver que sp(A) é conjunto fechado fraco-*, seja {wq }acz uma rede em
sp(A)que converge para w € A* ie., w, — w. Para mostrar que w estd em
sp(A), mostramos que é multiplicativo. Sejam x,y € A como w, — w, temos
que wa () = w(z), wa(y) = w(y), e wa(zy) — w(zy). Por outro lado,

wa(2Y) = Wa(T)wa(y) = w(z)w(y),
enquanto que wy(az) — w(zy). Num espago de Hausdorff, uma rede converge
no maximo para um ponto, pelo que w(zy) = w(x)w(y) e w é multiplicativo.
Como 1 = w4 (1) = w(1), w é nao trivial pelo que estd no sp(A). O

6.3 A transformada de Gelfand

Definicao 6.13. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Cha-
mamos transformada de Gelfand a aplicacao

"t A— C(sp(4))
Tz
que a cada x € A faz corresponder a funcdo 2 : sp(4) — C tal que,

F(w) = w(x).

1A prova deste teorema encontra-se detalhada em [7], pag. 64.
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Teorema 6.14. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa e unitdria. Para
cada © € A, & € continua no sp(A). A aplicacdo de Gelfand T,

I': A— C(sp(A))

I'(z)(w) = w(zx), para w € sp(A4), é um homomorfismo continuo de A para
C(sp(A)). Mais ainda,
IT(@)]lo0 = r(z) < [lz]|

para todo o z, e I' tem norma 1. A transformada de Gelfand é injectiva se e s6
se a intersecgdo de todos os ideais maximais de A é {0}.

Demonstracdo. As fungdes & sdo continuas pela definicdo da topologia fraca-*:
Se w, é uma rede no sp(A) que converge para w, temos

F(Wa) = wal(z) = w(z) = 2(w).

Pelo teorema 4.15, isto mostra que & é continua. Mais ainda, é um homo-
morfismo uma vez que

H(w)h(w) = w(z)w(y) = w(zy) = 7y(w).
Para ver que a funcao & é limitada, observamos que

R R . il
[Zlloc = SUP yesp(a)lZ(w)|=sup {|Al: A € oa(z)} = hranH:E |= <|z|,z € A.

Vimos ja que todo o elemento w de sp(A) satisfaz w(1) = 1; segue-se que 1
é a fungdo constante e igual a 1 em C(sp(A)).

Como TI'(z) é a fungdo nula se e s6 se w(x) = 0 para todo o w € sp(A), isto
é, se e s6 se x se encontra no nucleo de todo o w € sp(A); o nicleo da aplicagao
T" é a interseccao de todos os ideais maximais de A. O

Teorema 6.15. Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade. Para
todo o elemento x € A, temos que

oa(r) = {#(w) : w e sp(A)}.

Demonstracio. Uma vez que para todo o x € A e A € C, T-A=%—-)e
o(x — X) = o(x) — A\, é suficiente estabelecer a seguinte asser¢do: Um elemento
x € A é invertivel se e s6 se £ nunca se anula.

Deste modo, se x é invertivel, entdo existe y € A tal que xy = 1; entdo,
F(w)g(w) = zy(w) = 1, w € sp(A), pelo que & ndo tem zeros.

Contrariamente, vamos supor que x é um elemento nao invertivel de A.
Temos que mostrar que existe um elemento w € sp(A) tal que w(z) = 0. Para
isso, considere-se o conjunto xA = {za : a € A} C A. Este conjunto é um ideal
que ndo contém 1. Pela proposi¢do 5.15, £ A estd contido num ideal maximal
M C A, necessariamente fechado. Pelo teorema 6.7 temos que existe um w €
sp(A4) tal que o niicleo de w é M e 7 anula-se em w porque x € A C M. O

Teorema 6.16. Seja A uma dlgebra de Banach unitdria e comutativa gerada
pelo elemento a: ou seja, o conjunto dos polinémios em a € denso em A. Entao,
a aplicagdo a : sp(A) — oa(a) C C é um homomorfismo.
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Demonstragao. @ é uma fungdo continua em sp(A) com ran @ = o4(a) ie., a:
sp(A4) — o4(a) é continua e sobrejectiva. Tanto sp(A) como o4(a) sdo espagos
compactos de Hausdorff, portanto, resta mostrar que @ é injectiva. Tomemos
entdo d(wy) = a(ws), tal que wy(a) = wa(a). Usando a multiplicidade de w; e
wy vemos que, para um dado N € N e ¢g,¢1,...,cy € C

N N
w1< E cna”> —wQ< E cna")
n=0 n=0

Como w e wo sdo continuos e a gera A, segue-se que wi; = ws. O

O proximo exemplo mostra que a transformada de Gelfand pode néao ser
injectiva.

Exemplo 6.2. Seja A a subédlgebra de M5(C) que consiste nos elementos da
forma (¢ g), com «, f € C. Entéo,

<g g) = al + fBq,onde ¢ = (8 é)

Observamos que ¢> = 0 (i.e., ¢ é nilpotente). A é uma algebra de Banach
comutativa, de dimensdo 2 com unidade 1. Vamos calcular o espectro, o4 (x),
para x = ({ g) De facto, para A € C,

_fa-x B
x)\1< 0 a—A)

é invertivel em Ms(C) se e s6 se A # a. Se A # a, tem-se que

(@t = (07N TN,

que pertence a A. Deste modo, o4(z) = oa(al + Bq) = {a}. Em particular,
oa(q) = oa(Bq) = {0}, e ¢ #0.

Consideremos agora os caracteres de A. Se w é uma cardcter, w(zy) =
w(r)w(y) implica que w(q?) = w(q)w(q). Mas ¢*> = 0 e, por isso, w(q) = 0.
Como w(1) = 1, percebemos que w(al + fq) = «a, para qualquer a, § € C. Por
outras palavras, existe apenas um cardcter em A; sp(A)= {w}, onde w é dado
unicamente pela ac¢io w(1l) =1 e w(q) = 0.

A transformada de Gelfand é a aplicacio = — 2, ol + 8¢ — ol + 54. Mas
i=1e G(w) = w(q) =0, pelo que § = 0 e temos que al/J-r\ﬁq = q, para todo o
a,f € C. A trasformada * tem nticleo {8q : 8 € C}, por isso, vemos que * nao é
um isomorfismo.

A élgebra A tem exactamente um ideal maximal: o niicleo de w. A é a
algebra unitdria gerada pelo elemento ¢ e por isso sp(A4)=~ o4(q); o respectivo
homomorfismo é § : sp(A) = 04(q),w — ¢(w) = 0. De facto, tanto sp(A4) como
04(q) tém apenas um elemento.

Alternativamente, podemos determinar o espectro de € A usando a igual-
dade o4 (x) = ran &. Para z = (9 7), temos
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oa(z) = {#(w)}={w(@)}
{w(al + Bqg)}
= {aw(1) + Bw(g)}
= {a}(wlg) =0).

O préximo teorema é um resultado conhecido da Topologia e vai ser funda-
mental para provar que a fungdo ®, a seguir introduzida, é um homeomorfismo.

Teorema 6.17. Seja f : X — Y uma funcdo continua e bijectiva. Se X é um
conjunto compacto e Y é Hausdorff entdo f é um homeomorfismo'®.

Teorema 6.18. Seja X um espago compacto de Hausdorff. Para cada x € X,
a aplicagcdo

®: X —sp(C(X))

T — Wy

é um homeomorfismo'® de X em sp(C(X)).
Neste caso, a transformada de Gelfand torna-se a aplicacdo identidade de
C(X) em C(X). Em particular, o espectro de f € C(X) é f(X).

Demonstracao. Todo o ponto x € X determina um homomorfismo complexo
wy € sp(C(X)) dado pela igualdade:

we(f) = f(x), feCX).

Comecemos por observar que dados dois pontos z1,x9 € X tais que 1 # 3,
o Lema de Urysohn!” garante que existe um f € C(X) tal que f(z1) = 1 e
f(z2) = 0. Entéo, ®(x1)(f) = f(x1) # f(xa) = ®(x2)(f). Isto é, O é injectiva.
Vamos agora mostrar que ® é sobrejectiva. Seja w € sp(C(X)). Considere-se

I={feC(X):w(f) =0} =ker w.

Vamos afirmar que existe um zy € X tal que f(zg) = 0 para todo o f €
I. Se tal ndo fosse verdade, para cada z € X, existiria um f, € I tal que
fz(z) # 0. Como f, é continua, existe um conjunto aberto U, que contém x
tal que f;(z) # 0 para todo o z € U,. Desta forma, X C J,.x Us. Como X ¢é
compacto, existem x1, 22, ..., 2, € X tais que X C |J;_, Uy, .

Define-se agora uma func¢ao auxiliar

W) = 3| (@)% € X.
k=1

5Em [5], pdg. 167.

16Sejam X e Y espacos topoldgicos; Seja f : X — Y bijectiva. Se ambas as funcdes f e a
sua inversa, f~1:Y — X sdo continuas entdo f é um homeomorfismo.

17Seja X um espago normado e A e B subconjuntos fechados de X. Seja [a,b] um intervalo
fechado da recta real. Entdo existe uma aplicacdo continua f : X — [a,b] tal que f(z) = a
para todo o z em A e f(z) = b para todo o z em B.
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Pela definicao dos f,, podemos concluir que h(z) ndo se anula em X pelo que
é invertivel'® em C(X). Porém

ferfz.) emC, \z|2: 2Z

wlh) = w(

bl
HM:
i

W(fu, fz,) linearidade de w

I
NE

b
Il

1

w(fo)w(fo,) w(fg) =w(fwlg)

I
M=

b
Il

1

I
M:

W(fz,) =0 uma vez que f,, €1,

x>
I
—

contradizendo o facto de h ser invertivel e de w ser multiplicativo. Entao,
f(xzo) =0 para todo o f € I.
Considere-se agora g € C(X). Temos que

w(g—w(9)l) = w(g) —w(w(g)l) (linearidade)

w(g) —w(g) - w(1)
w(g) —w(g)-1=0€el.

Observe-se que

(9 —w(g) - 1)(z0) =0,

isto é, w(g) = g(zo) = was,(g) pelo que os tinicos homomorfismos em sp(C(X))
S80 W = wy, € ® é sobrejectiva.
Seja x, € X tal que z, — x em X. Entao,

Op, (f) = f(2a) = f(2) = 22(f),

para todo o f € C(X). Isto é, ®(z,) — ®(x) e P é continua.

Até ao momento vimos que sp(C(X)) é Hausdorff e w*-compacto. Por hipé-
tese, X é compacto. Entao, pelo teorema 6.17, ® é um homeomorfismo.

Se identificarmos sp(C(X)) com X, a aplica¢do de Gelfand I : C(X) — C(X)
¢ a transformada identidade. O

Neste momento temos as ferramentas necessarias para calcular o espectro de
Gelfand do espaco [1(Z), as sucessoes infinitas de nimeros complexos x = (z,),

ll( ) - { xn nez - Z |x7l‘< OO}

n=—oo

com a norma ||z|| = Y7 |z,| e multiplicagdo definida pelo produto de convo-
lucao

(@ *y)n Zﬂikyn ke 4,y €1(2).

k=—oc0

8f € O(X) invertivel <= f(x) # 0, ‘v’xEX,f*lz%,
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Exemplo 6.3. Para f € C(S') e n € Z, seja ¢,(f) o n-ésimo coeficiente de
Fourier dado por:

enlf) = = Qﬂf(eit)e‘i”tdt
n - 271_ .

Seja AC(S') o espago de todas as fun(;oes f € C(SY) cuja série de Fourier,
ez tn(f)e™, é absolutamente convergente, ie., f € AC(S') se e s6 se
(cn(f))n € 11(Z). Reciprocamente, dado (c,), € [*(Z), definimos f € C(S*)
por

che € [0, 27].

kezZ
Entao, para cada n € Z,

2
Cn(f) _ 1 (cheikt> 7intdt

o

_ Ck/ z(k ntdt

kEZ

Deste modo, quando equipado com a norma [|f|| = >, 7 len(f)], AC(S*)
um espago de Banach isometricamente isomorfo a (1(Z). Para f,g € AC(S?)
nelz,

é
e

1 27'r
Cn(fg) — g zt —znt ( Z Ck —zkt)

kez
— ch / f 1t —z(n k)tdt
kEZ
= ch (9)en—k(s),
kez

0 que implica que

D lealfa)l< Y lei (NI lenlg)

nez JjEZ keZ

e AC(S') é uma algebra de Banach comutativa quando considerada a multipli-
cacdo pontual. Assim, o produto em I*(Z) que torna a aplica¢do f — (cn(f))n
um isomorfismo entre as dlgebras AC(S') e IY(Z) ¢ (aB)n = Y ez On—kBr;

para (0} € (Bn)n em 1(Z).n € Z.
Para z € S, definimos w, : I*(Z) — C por

w.(f) = f(n)z"

ne”Z

Entdo, para f,g € [}(Z),

w.frg) = (Zf(n—m)g(m))z‘" (5)

neZ \meZ

= D gm0 (6)
n,mezZ

= w(flw:(9)- (7)
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Observamos que w, € sp(I'(Z)) e a aplicacio z — w, é injectiva. Reciproca-
mente, cada w € sp(I}(Z)) é desta forma. De facto, seja z = w(d_1), onde § é o
delta de Dirac que corresponde ao funcional

§:C(R)—>R

f—= 1)
tal que 6(f) = f(0). Mais ainda, 6 = (dp,) onde
Sop = {1 sen =0,

0 caso contrario,

¢ a identidade de I*(Z) e e, * €, = €p1m, para todo o n,m € Z. Assim,

w(d—p) =w(0_g *...%x0_1) =w(d_1)" = 2",
—_———

n

e w(d,) = 1/w(d_,) = 27", para todo o n € N. Uma vez que combinagdes
lineares finitas de fungdes de Dirac d,, n € N, sdo densas'® em [1(Z), segue-
se que w = w, e verifica-se agora facilmente que a aplicacdo z — w, é um
homeomorfismo.

Podemos identificar sp(AC(S!)) com S! da seguinte forma. Para z € S!,

w.(f) = ealf)2", € AC(SY).

ne”z

Assim, z — w, ¢ um homeomorfismo entre S e sp(AC(S')). Por fim, temos
que

F2) =" el )" = f(2),

nez
para todo o f € AC(S?) e a transformada de Gelfand de AC(S?1) é a identidade.

7 Algebras-C*

Definicdo 7.1. Uma algebra-* normada (Banach) é uma algebra de Banach
A que, dada a involucdo = — =™, satisfaz:

1. Az +y)* =X x*+y*para A€ C, 2" € A, Vo € 4;
2. (z*)* = x para todo o x € A;

3. (zy)* = y*a* para qualquer z,y € A;

4 2] = [l]]-

Definicao 7.2. Uma algebra de Banach A diz-se uma algebra-C™* se e sé se
estiver definida uma involugdo em A tal que

lo*al| = [l2]?  (Bauagio-C*),

para todo o x € A.

9 Consultar [4].
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Numa &lgebra-*+ normada de Banach, a involugdo x — z* é continua. Se
x; — x temos que ||x; — x| = 0. Mas ||zf — z*|| = ||(z; — 2)*|| = ||a; — =] — 0.
Além disso, se A tem unidade 1, entao

1"=1"1=(1"1)"=1"=1

e 1] =1.

Definicdo 7.3. Um elemento x numa algebra-C* A diz-se autoadjunto (ou
simétrico ou hermitiano) se z* = . Um elemento z € A é normal se zz* = x*z.
Um elemento u numa &lgebra-C* unitaria A é unitaro se uu* = u*u = 1.

Definigao 7.4. Um homomorfismo-* entre dlgebras-C'* é uma aplicagao li-
near e multiplicativa p tal que p(a*) = p(a)*, para todo o a na édlgebra-C* que
pertence ao dominio. Se p é uma bijecgdo de A para B, dizemos que p é um
isomorfismo-* que preserva a estrutura-C*, i.e., A e B sdo “iguais” enquanto
algebras-C*, quando s@o isomorfas-x.

Exemplo 7.1. Consideremos C com a multiplicacdo usual, norma dada pelo
valor absoluto e a involugdo obtida a partir do conjugado: z* = Z. A equagao-
C* é a equacdo |zz|= |z|?. C é uma algebra-C*, comutativa e com unidade
1.

Exemplo 7.2. Seja Q um espago compacto. C(£2) é uma dlgebra-C* comutativa
com unidade, quando equipada com a norma do supremo e a involugao f — f* =

f. Como f*f = |f[* segue-se que || f* flloc = I f%-

Exemplo 7.3. Seja  um espaco topoldgico. Cy(Q2) é a dlgebra das fungoes
complexas, continuas e limitadas em (2, e é uma &lgebra-C* comutativa com
unidade.

O préximo teorema diz que todo o homomorfismo complexo de uma dlgebra-
C* é automaticamente um homomorfismo-.

Teorema 7.5. Seja A uma dlgebra-C™* unitiria e w : A — C um homomorfismo.
Para todo o x € A , temos®® que w(z*) = w(x).

Teorema 7.6. Se A € uma dlgebra-C*, comutativa e unitiria e x € A € auto-
adjunto, entdo o4(x) estd contido na recta real.

Demonstragio. Se A € o4(x), sabemos, pelo teorema 6.9, que A = w(z) para
algum w € sp(4) . Pelo teorema 7.5,

A=w(@) =w(@*) =w) =\
uma vez que x é autoadjunto. O

Teorema 7.7. Suponhamos que A e B sdo dlgebras-C* com identidade comum
1, e vamos assumir que B C A. Entdo, se a € B, temos que c4(a) = og(a)?!.

Lema 7.8. Seja A uma dlgebra-C* unitdria e x € A normal. Entdo,

(i) 1]l = [l=[|* € ro () = ||z

20 A prova deste teorema encontra-se detalhada em [3], pag. 121.
21 A prova encontra-se em [3], pag. 136.
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(i) = é autoadjunto, x = x*, se e sd se o4(x) C R.

Demonstragao. (i) Usando a equagao-C* temos
1 1
22 = ll(@*)* (@)||? = [la* 22| = ||lz*z] = ||z]?

Por induciio, temos que [|22"|| = [|z]|2". Por fim, 7 4(z) = limy_yo0 |22 || 3 =
[ z]].

(ii) Seja B uma algebra-C*, comutativa. O teorema 7.7 diz-nos que op(z) =
oa(x). A aplicagdo de Gelfand I' : B — C(sp(B)) é um isomorfismo-x,
pelo que x é autoadjunto se e s6 se & é autoadjunto enquanto elemento de
C(sp(B)) i.e., se e 86 se & toma valores em R. Pela comutatividade de B,
a imagem de & é {w(z) : w € C(sp(B))} = op(x). Concluimos que z é
autoadjunto se e s6 se op(x), ou de forma equivalente o4(x) estd contida

em R.
O

Exemplo 7.4. A algebra do disco A(D) é uma &lgebra-* de Banach com uma
involugdo dada por f*(z) = f(z). No entanto, ndo é uma algebra-C*:

1€ AD)=>1*(2)=1Z)=z=2=1=1%
observamos que
04(1)=1(D) =D ¢R,

o que nao pode acontecer, uma vez que o lema 7.8 garante que se A(D) fosse
uma algebra-C* teriamos o4(z) C R.

E natural perguntar se a involugao das funcoes continuas f — f* = f ainda
é valida na algebra do disco. Para isso, recordamos o seguinte teorema da analise
complexa:

Teorema 7.9 (Equagoes de Cauchy-Riemann). Se f € diferencidvel em zy =
To + 1Yo entao

ou Ov ou ov

or oy ° 8y ox
em (xo,y0). Além disso, a derivada é dada por
ou Ov
f'(z0) = %(fo,yo) + z%(xmyo).

Teorema 7.10. Sejam u,v : Q — C funcées de classe C' numa aberto Q C C.
Entao a funcdo f = u+iv é holomorfa em Q) se e s6 se as equagoes de Cauchy-
Riemann sdo satisfeitas em todos os pontos®? de (1.

Exemplo 7.5. Voltamos novamente ao exemplo da algebra do disco. Seja
[l +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
e consideramos a involugao

g(Z) = m = u(x,y) - iv(xvy) = U(m,y) + iV(x,y).

22Demonstragao em [2].
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Se f é holomorfa em D entédo verifica as equagoes de Cauchy-Riemann

ou Ov ou ov

— = e —=-—
Jor Oy Jy Ox
De igual modo, se g é holomorfa temos que

v _ov o v
or Oy oy oz’

com U = uw e V = —v. Deste modo, g ndo verifica as equagdes de Cauchy-
Riemann e f nao é holomorfa para a involucao das funcoes continuas.

Teorema 7.11. Seja A uma dlgebra-C*, comutativa e com unidade. A trans-
formada de Gelfand T é um isomorfismo isométrico-«x de A em C(sp(A)).

Demonstracao. Pelo teorema 6.14 apenas temos que provar que a transformada
de Gelfand T preserva a propriedades-*, é isométrica e bijectiva.
Comecemos por ver que preserva a propriedade-*, i.e., vamos mostrar que

['(z") = I(x),
ou z* = % para um z arbitrario. Dadow € sp(A) , z*(w) = w(z*) > B(w) = w(z).
Pelo teorema 7.5 temos que w(x*) = w(x). Isto verifica que z* = 2.

Vimos no teorema 6.14, que ||Z]|o < ||z| para todo o x € A. Se supusermos
que x é autoadjunto, temos

2]l = (@) = [2]loc = [T(2)lloo-

Em particular, para qualquer x temos que ||T'(z*2)||c = [|Jz*z||, uma vez que
x*x é autoadjunto. Entao, para qualquer x,

I ()13

IT(2)* T(2)|lcc equagdo-C*,
IT(z"x)]|oc T é um homomorfismo-*,

= ||:v”‘x||:||:17||2 equacao-C*.

I" é uma isometria.

Vamos mostrar que a imagem de A por I' é todo o C(sp(A4)). Para isso,
usamos o teorema de Stone-Weierstrass?®. Admitimos que I'(A4) é um subespaco
fechado de C(sp(A) ) e uma subdlgebra de C(sp(A)) que contém as funcoes
constantes, separa os pontos de sp(A) e é fechado para o conjugado. Como
I" é uma isometria e um homomorfismo-*, vemos que I'(A) é uma subdlgebra
fechada que também é fechada para o conjugado.

Uma vez que I'(A1) é a fungio constante A, esta subdlgebra contém as cons-
tantes. Ela separa pontos uma vez que, se wy # wy em sp(A) , podemos en-
contrar um = € A tal que wy(z) # wa(x) e I'(z)(w1) # I'(x)(w2). Invocando o
teorema de Stone-Weierstrass concluimos que I'(4) = C(sp(A) ). O

O 1ltimo resultado que vamos ver neste trabalho relaciona de forma ines-
perada espacos algébricos e espacos topologicos, ou seja, é possivel dizer que
os espagos C(X1) e C(X3) sdo equivalentes, dado um homeomorfismo entre os
espacos compactos de Hausdorff X; e Xo.

238e B é uma subdlgebra fechada de C(X) que separa pontos, contém as fungdes constantes
e é fechada para o conjugado, entdo B = C'(X).
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Lema 7.12. Sejam X1 e X5 espacos compactos de Hausdorff. Seja h : X1 — Xa
um homemorfismo. Entio T : C(X3) — C(X1), tal que T(f) = foh, é uma
isometria linear sobrejectiva.

Demonstracio. Comegamos por ver que T estd bem definida uma vez que a
composigdo de fungdes continuas é uma fungdo continua, i.e., T(f) € C(X;)
para todo o f € C(X2). Mais ainda, T é uma aplicagdo linear pois T'(f + g) =
(f+g)oh=(foh)+ (goh)=T(f)+T(g). Observamos agora que T' é um
operador limitado:

IT(HI = sup{[f (h(z1))[: 21 € X1} < sup{[f(z2)|: 22 € Xo} = [[f]].

A desigualdade verifica-se porque f(h(X1)) C f(X2) e T é um operador linear
limitado com ||T|| < 1. Além disso, como h é sobrejectiva temos que h(X;) =
X, pelo que sup{[f(h(1)|: 21 € X1} = sup{|f(za)]: 22 € Xa}, L., |T(F)] =
I £, para todo o f € C(X1), e T é uma isometria.

Falta apenas provar que T' é sobrejectiva. Olhamos de novo para as propri-
edades de h: como h é injectiva e Xy é compacto temos que h : X1 — h(X;)
¢ um homeomorfismo. Seja g € C'(X;). A funcio goh™!: h(X;) — R é con-
tinua. Pelo teorema da extensdo de Tietze?* | existe um f € C(X3) tal que
f(t) = (goh™1)(t) para todo o t € h(X1) e f(h(z1)) = g(z1) para todo o
x1 € Xy, 1e, T(f)=g. O

Este lema é apenas a verificacdo de uma das implicagoes do teorema de
Banach-Stone e a sua demonstracao completa encontra-se, de forma muito in-
teressante e detalhada, em [6], para o qual recomendamos a leitura. Em alter-
nativa consultar também [4].

Teorema 7.13 (Banach-Stone). Sejam Xy e Xo dois espagos compactos de
Hausdorff. Entdo,
X1~ Xy — C(Xl) ~ C(XQ)
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