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I (T1 +T2 - 10 valores - 90 minutos)

1. Usando o método de eliminagao de Gauss: [A,| by] =
1 « 1
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(a) O sistema linear é possivel e indeterminado sse aw # 0. Para o = 0, o sistema é impossivel.

(b) Se o sistema A,x = b, é possivel, entao a primeira variavel x é automaticamente livre (pois a
1* coluna de A, é nula). Portanto nao existe nenhum « tal que o conjunto solu¢do de A,x = b,
seja dado pelo conjunto do enunciado (neste conjunto, x = 0).

(c) {(1,0,2,0),(1,0,0,0)} é uma base de C(Ay), pelo que C(Ap) = {(z,y,z,w) € R* : y = 0,w = 0}
e N(4Ay) = {(z,y,2,w) € R*: y + 2 = 0}. Logo

C(A)) NN (Ay) = {(z,y,z,w) ER* : y =0,w =0,y + 2 =0} = L({(1,0,0,0)}).
Portanto {(1,0,0,0)} é uma base de C(A4y) N N (Ap). Finalmente, dim(C(Ay) + N (Ag)) =
dim(C(Ap))+dim(N (Ap))—dim(C(Ag) NN (Ap)) =2+2—1=3.
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3. (a) Seja p(t) = ag + ait + ast?* € V. Dado que p(1 —t) = (ag + a; + az) — (a1 + 2as)t + ast?,
p(t) = p(1 —t) sse agp + a1 + as = ag e —a; — 2a9 = ay, 0 que é equivalente a a; + ay = 0, logo
p(t) = ap — ast + ast? = ag + ax(—t + t?). Portanto {1, —t + t*} é uma base ordenada de V.
Finalmente, as coordenadas de 1 — t + t? sdao (a, ) tais que 1 —t + 2 = al + B(—t + t?), i.e.
(a, 3) = (1,1).
. 5 6] 5 —6 -
(b) Ss,»8, = Sp,_p, = 15 =1 _4 5 | pelo que por definigao de Sg,5,, temos:
qi(t) =5(—t+1?) —4=—4—5t+5t% e ¢o(t) = —6(—t + %) + 5 = 5 + 6t — 6t°.

(c) Pretendemos encontrar um polinémio a + bt + ct? tal que {1, —t + t*,a + bt + ct*} seja uma

, 1 0 a
base de P,. E suficiente (e necessario) que car{ 0 -1 b } =3 (i.e. b+ ¢ #0). Por exemplo,
0 1 c

a = b= c = 1 satistaz esta condicdo, oroginando o polinémio 1 + ¢ + #2.

4. Como ViNVy C Vi C V)4 Vs, dim(V; N'V,) < dim(V;) < dim(V; + V3). Assim, a hipdtese implica
que dim(V;) = dim(V; N V3) ou dim(V}) = dim(V; + V3). Como Vi NV, é subespago linear de V) e
dim(V}) < oo, dim(V;) = dim(V; N V,) implica V; = Vo N'V; e portanto Vi C V; (de forma anéloga,
se dim(V}) = dim(V; + V3) entao Vi = Vi + V4 entao Vo C V4).



IT (T3 - 10 valores - 90 minutos)

1. (a) Temos Au; = —2uy, Aug = —2uy e Auz = Tug, pelo que ui, us e ug sdo valores proprios de A.
Os vectores u; e uy sao vectores proprios linearmente independentes associados ao valor préprio
A1 = —2, logo 2 < mg(A;) < ma(A;). Por outro lado, Ay = 7 é o valor préprio associados ao
vector ug. Como a matriz A é 3 x 3, podemos concluir que ma(A;) = 2 e ma(\y) = 1.

(b) A matriz A é ortogonalmemnte pois A é simétrica Como uq, us € ug sdo ortogonais 2 a 2, as

colunas de Q7 podem ser dadas por H:ﬁH’ szl\ HU3II Logo
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(¢) @ é indefinida pois Q(z,y,2) =[xy z]A| y |, onde A é matriz simétrica dada no enunciado

z
deste grupo, e A tem alguns valores préprios negativos e outro(s) positivo(s).

)_2u1—u2€Ue

:( ,0)).
_11 } (T é sobrejectiva pois car(A) =dim(U)).

2. (a) Basta verificar que 7(1,0) € U e T(0,1) € U. Ora, T(1,0) = (1
7(0,1) = (0,1,—-3) = —us + u2 € U (onde usdmos u; = (1,2,3) e uy

2

(b) Usando (a), A = M(T; Bc; B) = [ 1

(¢c) Como T ¢ bijectiva (a matriz A de (b) é invertivel), existe uma tnica solu¢do da equagao
linear. Como (1,0) s@o as coordenadas de (1,2,3) na base B e a base inicial é a canénica,
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3. (a) ComoV = N(A) onde A:{
base de V+.
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001 11 }, V+ = L(A), donde {(1,-1,2,0),(0,1,1,1)} é uma

(b) Aplicando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt aos vectores u; = (1 —1,2,0), us

(0,1,1,1) obtém-se a base ortogonal {vy,vs} de V+ onde vy=u;=(1,—1,2,0). vy = (— é, %, %, 1).
(c) Sejap=(-1,1,1,2). Portanto usando a base ortogonal obtida em b), temos d(p, V)=
= 1P ()] = 200 + 20| = /(0,0,0) + 22| = loaml = 26
4. Temos dim(M,,«,(R)) =n?e dim(U) =n? — 1. Uma base para U ¢
tais que as Unicas entradas nao nula de Ej; e de Ej; sao dadas por: (E;)u) = 1, (Eu)ai) = —1e

(Eii) ey = 1 (k # 1). Considere-se o produto interno em M,,,,(R) definido por (X,Y) = tr(XY7).
Assim, dim(UL) = 1. Portanto a propriedade relativa & matriz A diz-nos que A € UL, mas como

{I} é uma base de UL, podemos concluir que existe A tal que A = \I.
(Resolucao alternativa: a hipétese implica que tr(AE;;) = 0 e tr(AE;) = 0 usanda a base de U
encontrada em cima. Agora conclua a tese calculando explicitamente tr(AE;;) e tr(AE;;).)



