
Geometria Riemanniana
2o Teste - 18 de Janeiro de 2017

LMAC e MMA

Duração: 90 minutos
Apresente os cálculos

Seja M o hiperbolóide de uma folha {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 − z2 = 1}, com

coordenadas

(x, y, z) = (cosh γ cos θ, cosh γ sin θ, sinh γ),

e a métrica induzida pela métrica euclidiana de R
3.

a) As rectas x = 1 ∧ y = z e x = 1 ∧ y = −z estão contidas em M . São (2)
geodésicas de M? Justifique.

b) Verifique que a métrica se escreve nas coordenadas (γ, θ) como (2)

ds2 = cosh(2γ) dγ2 + cosh2 γ dθ2.



Teste de GR - 18.1.17 2

c) Usando o referencial ortonormal (3)

(Eγ , Eθ) =

(

1
√

cosh(2γ)

∂

∂γ
,

1

cosh γ

∂

∂θ

)

e as equações de estrutura de Cartan, mostre que M tem curvatura

K = −
1

cosh2(2γ)
.

Nota: pode ser útil verificar que

d

dγ

sinh γ
√

cosh(2γ)
=

cosh γ
√

cosh3(2γ)
,

d

dγ

cosh γ
√

cosh(2γ)
= −

sinh γ
√

cosh3(2γ)
.

d) Usando a forma de conexão ω
γ
θ , calcule a curvatura geodésica da curva (2)

c(s) =

(

γ0,
s

cosh γ0

)

,

onde γ0 ∈ R
+
0 . Note que ċ(s) = (Eθ)c(s).

e) Obtenha
(

∇̃ċċ
)⊤

calculando directamente ∇̃ċċ, e em seguida projec- (2)
tando em Eγ e Eθ. Confirme o resultado da aĺınea anterior.

f) Verifique a igualdade do Teorema de Gauss-Bonnet aplicado à porção (2)
de M em que 0 ≤ γ ≤ γ0.

g) Calcule
∫

M
K. (1)

h) Calcule a aplicação de Gauss, que associa a cada ponto de M a normal (1)

unitária n a M que aponta para a região de R
3 no interior de M .

i) Calcule a matriz que representa a segunda forma fundamental de M (3)
na base (Eγ, Eθ). Confirme o resultado da aĺınea c).

j) Considere M apenas com a sua estrutura diferencial. Existem métricas (2)
Riemannianas em M tais que

∫

M
K = 4π? Em caso negativo justifique,

e em caso afirmativo escreva explicitamente uma delas nas coordenadas
(γ, θ) acima.


