Introducao a Analise Complexa
2° Mini-Teste - 25 de Outubro de 2024
LMAC

Duracgao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Calcule

/ log z "
g1 (2 4+ 1)2(2—2)2 7

onde o logaritmo é o principal.

2 3
[(-r) e
. z+1 z-1

para 7 a curva parametrizada por

2. Calcule

a) t— 1+¢€" comt € |0,27],
b) t+— 2e " com t € [0, 27],
c) t+ (2cost,sin(2t)), com t € [0, 27].

3. Fixe-se € > 0 pequeno (e < %) Para cada 6 > 0, defina-se o intervalo

1 0\ 1 0
Ly=(=(1-—e+—),2(1 — ).
o= (5 (mera) 5 (rersg)

Considere a regiao
S:={re” € C:0€(0,400),r € Iy}

e a funcao f: S — C, definida por

a) Esboce a regiao S.

b) A fungao f é primitivavel. Justifique.

c¢) Designe-se por F' a primitiva de f que se anula no ponto 1. Seja re’
um ponto de S, com r € Ip. Calcule F(re®). Justifique.
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Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Calcule (7)

/ log z p
Z?
|z—3|=1 (z—=1)3(z —3)?

onde o logaritmo ¢é o principal.

2
/( - — 5.) dz.
~ Z+1 Z—1

para 7 a curva parametrizada por

2. Calcule

a) t— —i+e' comt € 0,27, (3)
b) ¢+ 2¢7 com ¢t € [0, 27], (2)
c) t— (sin(2t),2cost) com t € [0, 27]. (3)
3. Fixe-se € > 0 pequeno (e < %) Para cada 6 > 0, defina-se o intervalo
1 0 1 0
Ip=-(1- — .= (1 - ]
() e))
Considere a regiao
S:={re” € C:0€(0,400),r € Iy}
e a funcao f: S — C, definida por
1
f(z) = -
z
a) Esboce a regiao S. (1)
b) A fungao f é primitivavel. Justifique. (2)
c) Designe-se por F' a primitiva de f que se anula no ponto 1. Seja re® (2)

um ponto de S, com r € Iy. Calcule F(re®). Justifique.
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Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Calcule (7)

/ log z d
Z7
|z—2|=1 (z+2)%(2 —2)?

onde o logaritmo € o principal.

2
/(— + s )dz
. z+1 2z-1

para 7 a curva parametrizada por

2. Calcule

a) t— —1+e " comte|0,2n], (3)
b) ¢+ 2¢ com t € [0, 27], (2)
c) t— (2cost,—sin(2t)), com t € [0, 27]. (3)
3. Fixe-se € > 0 pequeno (e < %) Para cada 6 > 0, defina-se o intervalo
1 0
Iy == 11— 1
o= (3 (1-ergn) 3 (1rev5))-
Considere a regiao
S:={re” € C:0€(0,400),r € Iy}
e a funcao f: S — C, definida por
1
f(z) = -
z
a) Esboce a regiao S. (1)
b) A fungao f é primitivavel. Justifique. (2)
c) Designe-se por F' a primitiva de f que se anula no ponto 1. Seja re® (2)

um ponto de S, com r € Iy. Calcule F(re®). Justifique.
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Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Calcule

/ log z p
Z?
|z—3|=1 (z = 1)z —3)?

onde o logaritmo ¢é o principal.

2
/( - — 5.) dz.
~ Z+1 Z—1

para 7 a curva parametrizada por

2. Calcule

a) t—i+e ™ comte|0,27],
b) ¢+ 2¢" com t € [0, 27,
c) t— (—sin(2t),2cost) com t € [0, 27].

3. Fixe-se € > 0 pequeno (e < %) Para cada 6 > 0, defina-se o intervalo

1 0\ 1 0
Ly=(=-(1-—e+—),=(1 — ).
o= (5 (=) 5 (e s)

Considere a regiao
S:={re” € C:0€(0,400),r € Iy}
e a funcao f: S — C, definida por
1
f(z) =~
z

a) Esboce a regiao S.
b) A fungao f é primitivavel. Justifique.

c) Designe-se por F' a primitiva de f que se anula no ponto 1. Seja re
um ponto de S, com r € Iy. Calcule F(re®). Justifique.
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Resolugao

1. f(2) =285 =2 n=10={2zcC:RNz>0}.

(z+1)27
/ log 2z d 2 d  logz
z = ——
smojer (2 +1)%(2 —2)? 11 dz (z+1)2] _,

o 1 2log 2
= T J—
Az+1)? (z+1)2 )],

_oom (L o2m2y _om A oY
18 27 9 3

2.
a) 3n(v,1) = 3. Resposta: 6mi.
b) —2n(v,—1) 4+ 3n(y,1) = =2(—1) + 3(—1) = —1. Resposta: —2mi.
c)
Esbocgo de 7.

—2n(v,—1) +3n(v,1) = =2(—1) + 3(1) = 5. Resposta: 107i.
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Esbogo da parte do conjunto S que corresponde a 6 € (0, 67).
Encontram-se assinalados os pontos (3,0) e (1,0).
b) Como S é simplesmente conexo e f é holomorfa em S, o Teorema
de Cauchy garante que o integral de f sobre qualquer curva fechada
contida em S vale zero. Entao, o Teorema Fundamental do Calculo

garante que f é a derivada de uma funcao holomorfa F'.

c) Temos '
F(re’) = / Lae
1 €

onde a curva que une 1 a re? estd contida em S. Note-se que 1 € I,.
Parametrizemos a curva por

¢(v) = p(y)e™, paray € (47,0),
com p(y) € L,, p(dm) =1, p(8) =r.

o = [0 [ (28 )

= In(p(0)) +i(0 —4r) = Inr+i(0 — 4m).
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Resolugao
1. f(2) = (i‘ﬁ‘;g,,a:i%,nzl,Qz{zEC:?Rz> 1}.

/ log 2 J 2mi d  logz
y =
gzt (2= 1)%(2 = 3)? dz (z—1)3

z=3
1 3logz

- (z(z—m - <z—1>4>

1 3In3 m (1 3
= o — = 2= Zm3).
27”(24 16) 1 <3 2 n3>

a) 2n(y, —i) = 2. Resposta: 4mi.
b) 2n(v, —i) — 5n(y,i) = 2(—1) — 5(—1) = 3. Resposta: 67i.
c)

Esbocgo de 7.
2n(y, —i) — 5n(y,1) = 2(1) — 5(—1) = 7. Resposta: 14mi.
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Esbogo da parte do conjunto S que corresponde a 6 € (0, 87).

Encontram-se assinalados os pontos (i, O) e (1,0).

b) Como S é simplesmente conexo e f é holomorfa em S, o Teorema
de Cauchy garante que o integral de f sobre qualquer curva fechada
contida em S vale zero. Entao, o Teorema Fundamental do Calculo
garante que f é a derivada de uma funcao holomorfa F'.

c) Temos '
' rezQ 1
F(re’) = / —dg
1 €

onde a curva que une 1 a re? estd contida em S. Note-se que 1 € I,.
Parametrizemos a curva por

£(v) = p(y)e™, paray € (6m,0) |
com p(7y) € L,, p(6m) =1, p(f) =r.

e« [y [ (1)

= In(p()) +i(0 —67) = lnr+i(6 — 67).
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Resolugao

1. f(2) =285 =2 n=10Q0={2zcC:RNz>0}.

(z+2)27
/ log 2 2me d  logz
z = ——
s—oj=1 (2 +2)%(2 —2)? 1M dz (24 2)?],_,

o 1 2log 2

= T J—

2(2+2)2 (2423, _,

i

= —(1-1In2).
T

a) —2n(v,—1) = —2(—1) = 2. Resposta: 4mi.
b) —2n(v,—1) 4 3n(y,1) = —2(1) + 3(1) = 1. Resposta: 2mi.
c)

0.5+

—05F

10k

Esbocgo de 7.

—2n(v,—1) +3n(v,1) = =2(1) + 3(—1) = —5. Resposta: —10mi.
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Esbogo da parte do conjunto S que corresponde a 6 € (0, 107).

Encontram-se assinalados os pontos (%, O) e (1,0).

b) Como S é simplesmente conexo e f é holomorfa em S, o Teorema
de Cauchy garante que o integral de f sobre qualquer curva fechada
contida em S vale zero. Entao, o Teorema Fundamental do Calculo
garante que f é a derivada de uma funcao holomorfa F'.

c) Temos '
' rezQ 1
F(re’) = / —dg
1 €

onde a curva que une 1 a re? estd contida em S. Note-se que 1 € Is;.
Parametrizemos a curva por

¢(v) = p(y)e™, paray € (8r,0),
com p(y) € L,, p(8m) =1, p(f) =r.

o = [(HO 0, _ (00, )

= In(p(@)) +i(0 —87) = Inr+i(6 — 8r).




Introducao a Analise Complexa
2° Mini-Teste - 25 de Outubro de 2024
LMAC

Resolugao
1. f(z):(io_%,a:i%,nzl,Qz{zEC:?Rz>1}.

/ log z d 2mi d  logz
z = ———
|z—3|=1 (z = 1)%(2 = 3)? 1 dz (z—1)2] 4

= (z zil 2~ élfgfz)
(z—-1) )

"(1-3m3).

z=3

a) —hn(v,i) = —5(—1) = 5. Resposta: 10mi.
b) 2n(v, —i) — 5n(y,i) = 2(1) — 5(1) = —3. Resposta: —6mi.
c)

Esbocgo de 7.
2n(y, —i) — 5n(y,i) = 2(—1) — 5(1) = —7. Resposta: —14mi.
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Esbogo da parte do conjunto S que corresponde a 6 € (0, 127).

Encontram-se assinalados os pontos (%, O) e (1,0).

b) Como S é simplesmente conexo e f é holomorfa em S, o Teorema
de Cauchy garante que o integral de f sobre qualquer curva fechada
contida em S vale zero. Entao, o Teorema Fundamental do Calculo
garante que f é a derivada de uma funcao holomorfa F'.

c) Temos '
' rezQ 1
F(re’) = / —dg
1 €

onde a curva que une 1 a re? estd contida em S. Note-se que 1 € I4o,.
Parametrizemos a curva por

£(v) = p(v)e”, para vy € (10m,0)
com p(7y) € L, p(10m) =1, p(0) =r.

oy _ 7 P +ipe 0 (P()
Flret) = /m p(y)en 9 = /m (p(v) - ) “
= In(p(9)) +i(0 — 10m) = Inr+i(0 — 10m).




