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Duração: 45 minutos
Apresente os cálculos

1. Usando a definição de integral, calcule (6)

∫

|z|=r

log z dz,

onde a curva é descrita em sentido directo e o logaritmo é o principal.

2. Calcule (9)
∫

|z−i|= 1

2

log(1− z)

(z2 + 1)2
dz,

em que a circunferência é descrita no sentido directo e o logaritmo é o prin-
cipal. Simplifique o resultado.

3. Seja f holomorfa em C \ {a}, e z ∈ C tal que |z − a| > r > 0. Suponha
que

f(z) = − 1

2πi

∫

|ξ−a|=r

f(ξ)

ξ − z
dξ, (⋆)

onde a circunferência é descrita no sentido directo.

a) Desenvolvendo − 1
ξ−z

em série de Laurent em torno do ponto a, tal (3)
como feito na aula, obtenha a série de Laurent de f em torno de a.

b) Mostre que se (2)

|f(z)| ≤ C

|z − a|
para um C > 0, então f verifica (⋆).
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onde a curva é descrita em sentido directo e o logaritmo é o principal.
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Resolução

1. Usando a parametrização z : (−π, π) → C, definida por z(θ) = reiθ, vem

∫

|z|=r

log z dz =

∫ π

−π

log(z(θ))z′(θ) dθ =

∫ π

−π

(ln r + iθ)ireiθ dθ

= −r

∫ π

−π

θeiθ dθ = irθeiθ
∣

∣

π

−π
− ir

∫ π

−π

eiθ dθ = −2iπr.

2. Aplica-se a fórmula integral de Cauchy,

∫

γ

f(z)

(z − a)n+1
dz =

2πi

n!
f (n)(a),

com f(z) = log(1−z)
(z+i)2

, a = i, n = 1 e Ω = {z ∈ C : ℑz > 0}. Usando o facto de

log(1− i) = log
(√

2e−iπ
4

)

=
1

2
ln 2− i

π

4
,

obtém-se

∫

|z−i|= 1

2

log(1− z)

(z2 + 1)2
dz =

∫

|z−i|= 1

2

log(1−z)
(z+i)2

(z − i)2
dz = 2πi

d

dz

log(1− z)

(z + i)2

∣

∣

∣

∣

z=i

= 2πi

(

− 1

1− z

1

(z + i)2
− 2 log(1− z)

(z + i)3

)
∣

∣

∣

∣

z=i

= 2πi

(

1

4

1 + i

2
− i

4

(

1

2
ln 2− i

π

4

))

= 2πi

(

1

8
(1 + i)− π

16
− i

8
ln 2

)

= 2πi

(

2− π

16
+

i

8
(1− ln 2)

)

=
π

4
(ln 2− 1) +

πi

8
(2− π).
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a) Se |ξ − a| = r < |z − a|, então

− 1

ξ − z
=

1

(z − a)− (ξ − a)
=

1

z − a
· 1

1− ξ−a

z−a

=

∞
∑

n=0

(ξ − a)n

(z − a)n+1
.

Esta igualdade implica que

f(z) = − 1

2πi

∫

|ξ−a|=r

f(ξ)

ξ − z
dξ

=
1

2πi

∫

|ξ−a|=r

∞
∑

n=0

f(ξ)(ξ − a)n

(z − a)n+1
dξ

=
∞
∑

n=0

[(

1

2πi

∫

|ξ−a|=r

f(ξ)(ξ − a)n dξ

)

1

(z − a)n+1

]

=
∞
∑

n=0

bn

(z − a)n+1
,

onde

bn =
1

2πi

∫

|ξ−a|=r

f(ξ)(ξ − a)n dξ.

b) De acordo com a fórmula integral de Cauchy, se r < |z− a| < R, então

f(z) =
1

2πi

∫

|ξ−a|=R

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2πi

∫

|ξ−a|=r

f(ξ)

ξ − z
dξ. (⋆⋆)

Se |f(ξ)| ≤ C
|ξ−a|

, então
∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

|ξ−a|=R

f(ξ)

ξ − z
dξ

∣

∣

∣

∣

≤ 1

2π

∫

|ξ−a|=R

C

|ξ − a|
1

|ξ − z| |dξ|

=
1

2π

C

R

∫

|ξ−a|=R

1

|(ξ − a)− (z − a)| |dξ|

≤ 1

2π

C

R

1

R− |z − a|2πR

=
C

R− |z − a| −→ 0, quando R → +∞.

Tomando o limite de ambos os membros de (⋆⋆) quando R → +∞,
conclui-se que (⋆) se verifica.

Outro método. Tem-se

f(z) =
+∞
∑

n=−∞

an(z − a)n
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com

an =
1

2πi

∫

|z−a|=ρ

f(z)

(z − a)n+1
dz.

Logo, se |f(z)| ≤ C
|z−a|

, então

|an| ≤
1

2π

C

ρn+2
2πρ =

C

ρn+1
.

Fazendo ρ tender para +∞, conclui-se que an = 0 para n ≥ 0. Fazendo
ρ tender para 0, conclui-se que an = 0 para n ≤ −2. Assim,

f(z) =
a−1

z − a
.

Isto implica

− 1

2πi

∫

|ξ−a|=r

f(ξ)

ξ − z
dξ = − 1

2πi

∫

|ξ−a|=r

a−1

(ξ − a)(ξ − z)
dξ

= − a−1

ξ − z

∣

∣

∣

∣

ξ=a

= − a−1

a− z
=

a−1

z − a

= f(z).

Outro método. A função g(z) = (z − a)f(z) tem uma singularidade
remov́ıvel em a porque limz→a(z − a)g(z) = 0. Como o módulo de g é
limitado por C, pelo Teorema de Liouville, o prolongamento de g a a é
constante, digamos igual a c. Logo, f(z) = c

z−a
. A partir deste ponto

o argumento prossegue como no método anterior.
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