Introducao a Analise Complexa
2° Mini-Teste - 27 de Outubro de 2023
LMAC

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Usando a definicao de integral, calcule

/ log z dz,
|z|=r

onde a curva ¢ descrita em sentido directo e o logaritmo é o principal.

log(1 —
/ og2( 22) "
il=t (24 1)

em que a circunferéncia é descrita no sentido directo e o logaritmo é o prin-

2. Calcule

cipal. Simplifique o resultado.

3. Seja f holomorfa em C\ {a}, e z € C tal que |z — a| > r > 0. Suponha

que )
f(z) = M) ge, (o

21 |¢—al=r 6 —Z

onde a circunferéncia ¢ descrita no sentido directo.

a) Desenvolvendo — g—% em série de Laurent em torno do ponto a, tal
como feito na aula, obtenha a série de Laurent de f em torno de a.

b) Mostre que se
C

|2 —a

[f(2)] <

para um C > 0, entao f verifica ().
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Resolucao

1. Usando a parametrizacao z : (—m,7) — C, definida por z(6) = re?, vem

—Tr —Tr

/ logzdz = / log(2(0))2'(0) d§ = / (In7r + i0)ire™ df
|z|=r

= —r/ Ge’ df = ir@ew[ﬂ—ir/ e?dh = —2inr.

s —Tr

2. Aplica-se a férmula integral de Cauchy,

/ f(2) gy — 211 (")(a),

(z —a)ntt nl

com f(z) = kzi(j;)f), a=i,n=1eQ={z€C:3z>0}. Usando o facto de

1 ™

log(1 —1i) = log (\/ﬁe_i%> =3 In2— ZZ,

obtém-se
log(1—2)
/ log(l—2) _ / CHE g, — YT .f)
‘Z*Z|=% (22 + ]‘)2 |Z*Z‘:l (Z - ,L) dZ (Z + ,L) zZ=1
, 1 1 2log(1 — 2)
— o —
SR =Y i R Cori e R
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a) Se |£ —a| =71 <|z—al, entao

1 1 1 1

-2 (r-a)—(6-a) z-a 1-£°

a
—a n

(€—a)"

(z —a)rtt

W

I
o

Esta igualdade implica que
1 f(§)
flz) = —=— / d¢
( ) 211 |€—al=r g —Z

1 S OE-ar

270 Jig—al=r s (2 —a)™F!

S (o / al:rf(&)(&—a)"dﬁ) e

n=0

00 bn
onde |
bn =5 FE)(E§ —a)" de.
T Jlg—al=r

b) De acordo com a férmula integral de Cauchy, se r < |z —a| < R, entéo

_ 1 f€) 1 f€)
IO =g [ i o /Ig e
Se |f(&)| < ‘gfa‘, entao
1 f(&) ' 1 C 1
— R/ — d
2mi /g—aR £—2 = 27 Jie—aj=r 1€ — a| |€ — 7] %]
1C 1
- =L d
0 T
1C 1
= 2tRR— |2 —a|27TR
= ¢ — 0, quando R — +o0.
R — |z —a|

Tomando o limite de ambos os membros de (%) quando R — o0,
conclui-se que (x) se verifica.

Outro método. Tem-se
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com

1
p = 5— 7]“(,2)”“ dz.
27 J s g)=p (2 — @)

Logo, se |f(2)| € =%, entdo

|z—al’

C ey C

pn+1 :

Fazendo p tender para +oo, conclui-se que a,, = 0 para n > 0. Fazendo
p tender para 0, conclui-se que a,, = 0 para n < —2. Assim,

f(z) =

Isto implica

_i f(€) dé = 1 /g_ i 7 a—1 de

270 Jig_qjmr € — 2 2mi —a)(§ - 2)
. a_q . a_q o a_q
B f—zgza_ a—z z—a

= f(2).

Outro método. A funcdo ¢g(z) = (z — a)f(z) tem uma singularidade
removivel em a porque lim, ,,(z — a)g(z) = 0. Como o médulo de g é

limitado por C', pelo Teorema de Liouville, o prolongamento de g a a é
constante, digamos igual a c¢. Logo, f(z) = =%. A partir deste ponto

z—a'

o argumento prossegue como no método anterior.
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log(1 + 2) 10(%:(;;;2) d log(1+ z)
T ¥ = g = 2w
|z+i\=% (Z + 1) |Z+Z Zl ’Z + Z) dZ (Z - Z) zZ=—1
B 1 ~ 2log(1 + 2)
B 1+z(z—z (z—1)3 L
11
= St Z ! “n2 it
42 2 4
! (1+ + + = 1 2
= = i)+ — n
8 16 8

= 2m< 162 8(1112—1))
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