Introducao a Analise Complexa
2° Mini-Teste - 4 de Novembro de 2022
LMAC

Duracao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Justificando, determine

a)
/ 72 dz,
L

onde L é o segmento de recta que vai de 1 a ;

b) 2iz
]g 6—4 dz;
(+3)

’z—i—%’:w
C) 1
d .
% 2+ 2P
|z|=1
) 4 ) sin(e") dw
dz J, ’

apos explicar o motivo pelo qual o integral esta bem definido.
2. Sejam k e [ fungoes holomorfas no ponto a tais que k(a) = l(a) = 0.
a) Prove que, se l'(a) # 0, entdo
k /
k) Kl
==al(z)  U(a)
Nota. No caso k'(a) = I'(a) = 0 pode provar-se que, se ["(a) # 0, entao
k 1
lim _(z) = —k (a).
s=al(z) - 1"(a)
Seja f uma funcdo inteira satisfazendo f(0) = 0. Seja ainda g : C — C a
funcao continua no ponto zero tal que

para z # 0.

b) Indique o valor de g(0). A funcao g é inteira? Justifique.
c¢) Suponha que |f(z)| < |z| para todo o z € C. O que pode concluir?
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a) z(t)=1+t(i—1) parat € [0, 1].

/O%QZ’(t)dt = /0(1—t(1+i))2(i—1)dt

1

1—t(1414))3 141
N/ Ee) e )
=3(1+1) |, 3
b) Aplicando a férmula integral de Cauchy com Q = C, f(z) = e*2,
a=—7%,n=3,vem
f(z) P AU () N NPT _ 87
% (z—a)”+1d2_2m o —27‘(‘25@6 iy
2
’z—i—%’zw

¢) Aplicando a férmula integral de Cauchy com Q = {z € C: Rz > —2},

f(z):ﬁ,a:(),nzl,vem
(n) d 1 i
% —f(z) dz = 2m'f (@) =2 ————= __m
(z —a)tt n! dz (z+2)3],_, 8
|z]=1

d) A fungao integranda é inteira. Pelo Teorema de Cauchy o integral
depende apenas dos pontos inicial e final da curva. Portanto, o integral
estd bem definido. Seja n = 2*. Usando o Teorema Fundamental do

Calculo e a derivada da funcao composta, obtém-se

d n

dz J, z

: w d ! : w dn : 3 3 o3 24
sin(e”)dw = — [ sin(e”) dw — = sin(e”)4z° = 42" sin(e” ).
dn J, d

— lim,_,, ¢
hm k<Z> _ h k(Z) k(a’) hm zZ—a _ — zZ—a — k <a>
Sal(z) e l(z) — 1) e @ T | TOS T Ta)
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A fungao ¢ é diferencidvel em C \ {0} porque é o quociente de fun-
¢oes diferenciaveis em que o denominador nao se anula. Provemos a
diferenciabilidade de g em 0:

f(2) / ,
J0) = iy 2Oy, [0
_ g 8 SO)
=0 2 9

Usdmos a Nota do enunciado. Fica assim provado que g é inteira.

¢) Como g é inteira e limitada (por 1), pelo Teorema de Liouville, g é
constante, digamos g = ¢; tem-se |¢| < 1. Conclui-se que f(z) = ¢z,
onde |c| < 1.



Introducao a Analise Complexa
2° Mini-Teste - 4 de Novembro de 2022
LMAC

Duracao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Justificando, determine

a)
/ Z2dz
L

onde L é o segmento de recta que vai de —1 a ;

b) i
j{ m dz;

Eler
c) 1 o
}A G+ +3p
|z|=2
d) 4 e )
% sin(w®) dw,
< Jo

ap0s explicar o motivo pelo qual o integral esta bem definido.
2. Sejam k e [ fungbes holomorfas no ponto a tais que k(a) = l(a) = 0.
a) Prove que, se I'(a) # 0, entao
k /
k) Kl
==al(z)  (a)
Nota. No caso k'(a) = I'(a) = 0, pode provar-se que, se I”(a) # 0, entao
k 1
k() _H(a)
==al(z) - 1"(a)
Seja f uma fungao inteira satisfazendo f(0) = 0. Seja ainda g : C — C a
funcao continua no ponto zero tal que

para z # 0.

b) Indique o valor de g(0). A funcao g ¢ inteira? Justifique.
¢) Suponha que |f(2)| < |z| para todo 0 z € C. O que pode concluir?
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a) 2(t) =—-1+t(i+1) parat € [0,1].

/Olmng(t)dt _ /01(—1+t(1—i))2(1+z')dt

(=1 4+t(1—4)3|
3(1—1i)

1+

(1+14) T3

b) Aplicando a férmula integral de Cauchy com Q = C, f(z) = **, a = 5
n = 2, vem

f(z) . -f(n)(a> P d? 3iz
% m dZ = 2m1 n' = 271 5@6

_T|—=
‘Z 2|_7r

Y

= —9r.

(VB

¢) Aplicando a férmula integral de Cauchy com Q = {z € C: Rz > —3},

flz) = ﬁ, a=—1,n=1, vem
f(2) " (a) cd 1 3mi
————dz =2 = ————— — 20
74 (z —a)rt! T ™z (z+3)3],__, 8
|z]|=2

d) A fungao integranda é inteira. Pelo Teorema de Cauchy o integral
depende apenas dos pontos inicial e final da curva. Portanto, o integral
estd bem definido. Seja n = e*. Usando o Teorema Fundamental do
Calculo e a derivada da funcao composta, obtém-se

4 [ sin(w?) dw = 4 [ sin(w?) dw dn _ sin(n*)2e?* = 2¢** sin(e).
dz J, dn J, dz

a) Tendo em atengao que k(a) = l(a) = 0, tem-se

k(2)—k(a)

: k’(Z) T /{(Z) B k(a) T z—a o hmz_m z—a o ]C/(CZ)
lim 1(2) = lim 1(2) — I(a) = lm ) iy, &MU y(a)”

b) A funcao g é definida por
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A fungao ¢ é diferencidvel em C \ {0} porque é o quociente de fun-
¢oes diferenciaveis em que o denominador nao se anula. Provemos a
diferenciabilidade de g em 0:

f(2) / ,
J0) = iy 2Oy, [0
_ g 8 SO)
=0 2 9

Usdmos a Nota do enunciado. Fica assim provado que g é inteira.

¢) Como g é inteira e limitada (por 1), pelo Teorema de Liouville, g é
constante, digamos g = ¢; tem-se |¢| < 1. Conclui-se que f(z) = ¢z,
onde |c| < 1.



