Introducao a Analise Complexa
1° Mini-Teste - 11 de Outubro de 2024
LMAC

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Esboce a regiao S = {z € C : |z —(=141)| < 1}. Esboce e defina
analiticamente a imagem de S por z — %
2. Determine, justificando, para que valores de o € C a funcao

f(ﬂ? + zy) — ea(2x+2y)ei(xfy)

¢ diferenciavel. Para esses valores de «, escreva f e a sua derivada de f em
termos de z.

3. Considere o logaritmo

f(re®) =log(re”) =Inr 4146, r >0, 6 ¢ ] - g, 3;] .

a) Qual o conjunto de diferenciabilidade de f7 Justifique. Calcule a deri-
vada de f.

b) Seja re? um ponto onde f é diferencidvel e considere v = €. Calcule
a derivada de f no ponto re na direccao de v.

¢) Seja re um ponto do dominio de f em que f nio é diferencidvel. Para
que valores de ¢ existe a derivada de f no ponto re na direccio de e¥?
Qual é o valor dessa derivada direccional?
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1. Esboce a regiao S = {z € C: |z — (1 — )| > 1}. Esboce e defina analiti-
camente a imagem de § por z — %

2. Determine, justificando, para que valores de o € C a funcao
fz+iy) = e (@=y) L2i(z+y)

é diferenciavel. Para esses valores de «, escreva f e a sua derivada de f em
termos de z.

3. Considere o logaritmo

f(re®) =log(re”) =Inr 4140, r >0, 6 ¢ } g, %T} :

a) Qual o conjunto de diferenciabilidade de f7 Justifique. Calcule a deri-
vada de f.

b) Seja re? um ponto onde f é diferencidvel e considere v = €. Calcule
a derivada de f no ponto re na direccao de v.

¢) Seja re? um ponto do dominio de f em que f nao é diferencidvel. Para
que valores de ¢ existe a derivada de f no ponto re? na direccao de e*?

Qual é o valor dessa derivada direccional?
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Resolucao

1. A imagem da circunferéncia é uma circunferéncia porque a original nao
passa na origem. A imagem de —1 é —1, e a imagem de ¢ é —i. Como a
circunferéncia original é tangente ao eixo real e ao eixo imagindrio, e estes
eixos sao transformados neles proprios, a circunferéncia imagem tem que ser
tangente aos eixos coordenados. Complexos com médulo muito grande nao
pertencem a S, pelo complexos com moédulo muito perto de zero nao perten-
cem a imagem de S. Portanto, aimagemde S é{z € C: |z — (=1 —1)| < 1}.

2. A funcao f tem derivadas parciais continuas, pelo que é R-diferenciavel
em C. A equacao de Cauchy-Riemann,

fo=—if, & Qa+i)f=—-i(2a—19)f=(-1-2ia)f
& 20+ 1=—-1— 2«
s 2(1+i)a=—(1+1),

verifica-se sse @ = — % Portanto, f ¢é difenciavel sse a = — % Para este
valor de o, f(x +iy) = e @ Y@y = 724z — (1402 [000, tem-se
F1(2) = (1 + el

3.

a) SejaS={z€C:Rz=0eI2z <0}. A funcao f nao estd definida em 0
e é descontinua no eixo imaginario negativo. A funcao f é diferenciavel
em C\ § porque nesse conjunto tem derivadas parciais continuas e
satisfaz a forma polar da equacao de Cauchy-Riemann, f, = — % fo,
porque L = — 1.4 f/(re?) = e % (rei?) = 1

retd "
b) A derivada de f no ponto re na direcgao de ' ¢ igual a

i i0 ip (0 e 1 Z,g@_ez‘(eof@)
7 (re’ + te )tzo—f('r’e )e = —¢f=—

c¢) Pontos re?? do dominio de f em que f nao ¢ diferencidvel tém 6 = 37”

Entdo, a derivada de f no ponto re? na direccao de e existe sse
o =5 +2km, k €Z:
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e Se p = — 7 + 2km, a derivada direccional é a derivada % = %
e Se p = 7 + 2km, a derivada direccional ¢ a derivada — % = —%.

e Se ¢ # £7 + 2km a derivada na direccao de e nao existe porque
a fungao t — f(—ir + te'?) é descontinua em ¢ = 0.
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Resolucao

1. A imagem da circunferéncia é uma circunferéncia porque a original nao
passa na origem. A imagem de 1 é 1, e a imagem de —i é . Como a circunfe-
réncia original é tangente ao eixo real e ao eixo imaginario, e estes eixos sao
transformados neles préprios, a circunferéncia imagem tem que ser tangente
aos eixos coordenados. Complexos com moédulo muito grande pertencem a
S, pelo que complexos com moédulo muito perto de zero pertencem a imagem
de S. Portanto, a imagem de S é {z € C: [z — (1 4+1)| > 1}.

2. A funcao f tem derivadas parciais continuas, pelo que é R-diferenciavel
em C. A equagao de Cauchy-Riemann,

fo=—if, & (a+2))f=—i(—a+2i)f=2+ia)f
&S a+20=2+ i«
& (1—i)a=2(1-1),

verifica-se sse a = 2. Portanto, f é difenciavel sse a = 2. Para este valor
de a, f(x +iy) = e2*~We2ilzty) = 242z — 20402 [ 090, tem-se f'(z) =
2(1 _'_Z'>€2(1+i)z.

3.

a) SejaS={z€ C:Rz=0eJz > 0}. A funcao f nao estd definida em 0
e é descontinua no eixo imaginario negativo. A funcao f é diferenciavel
em C\ S porque nesse conjunto tem derivadas parciais continuas e

satisfaz a forma polar da equacao de Cauchy-Riemann, f, = — f fo,

porque } =~ -i. f/(re) = e 0gl(re”) = 1.

b) A derivada de f no ponto re na direccao de € é igual a

d . . . ) )

160 ip ot 10 ip i o
—f(re"” 4+ te = f'(re”)e¥ =—¢e% =
dt ( ) o ( ) rett r
¢) Pontos re?? do dominio de f em que f nao ¢ diferencidvel tém 6 = 57”

Entdo, a derivada de f no ponto re? na direccao de e existe sse

o =5 +2km, k €Z:
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e Se p = 7 + 2km, a derivada direccional ¢ a derivada % = %

e Se p = — 7 +2km, a derivada direccional ¢ a derivada — % = —%.

e Se ¢ # £7 + 2km a derivada na direccao de e nao existe porque
a fungao t — f(ir + te'?) é descontinua em t = 0.



