Introducao a Analise Complexa
1° Mini-Teste - 13 de Outubro de 2023
LMAC

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Estude a diferenciabilidade da funcao f : C — C, definida por
flz+iy) = eYsinx + ie Y cosz,

e calcule a sua derivada nos pontos onde é diferenciavel.

z—1

2. Determine a imagem de {z € C: Rz > —1 e Sz < 1} por z — 2.

3. Considere a funcao f: C\ {0} — C, definida por
f(re?) = (Inr)® —i6?, para § €] — 7, 7.

a) Estude a diferenciabilidade de f e calcule a sua derivada nos pontos
onde ¢é diferenciavel.

b) Estude a invertibilidade local de f. Identifique os conjuntos maximos
abertos conexos em que f é injectiva. Identifique também os pontos
do contradominio de f que tém precisamente duas pré-imagens e os
pontos do contradominio de f que tém precisamente uma pré-imagem,
caso existam.
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LMAC
Resolucao
1. As derivadas parciais de f sao
fo = e€Ycosx —ie Vsinuz,
fy = ¢eYsina —ie Ycosz,
—ify, = —e Ycosx —ie¥sinz.

Como sao continuas, f é R-diferenciavel. A equagao de Cauchy-Riemann é
satisfeita quando

cosxz =0 r=Z+km
. =—ify & e 2 ’

Logo, a funcao ¢é diferencidvel nos pontos 5 + km, com k € Z. A derivada
de f nesses pontos é

I (g + 2]€7T) = fs (z + 2]€7T) = —i,

2
f (g +(2k+1)r) = Lo (g +(2k+ 1)) = 4,
f! (f + /m) = fu (E + /mr) = (=1)Ft,
2 2
2. A imagem da recta {=z = —1} é uma recta porque a recta passa em —1.

Além disso, passa em 1 (0o +— 1). Como a funcao envia a recta real nela
propria, a imagem ¢é simétrica em relagao ao eixo real. Logo, a imagem é a
recta {Rz = 1}.

A imagem da recta {3z = 1} é uma circunferéncia porque a recta nao
passa em —1. A circunferéncia passa em 1 (co — 1) e passa em i (i — i). B
perpendicular a recta {Rz = 1} porque as rectas {Rz = —1} e {3z = 1} sdo
perpendiculares. Trata-se portanto da circunferéncia {|z — (1 +7)| = 1}.

Uma vez que a imagem de 0 é —1, a imagem da regiao no enunciado ¢
{zreC:Rz<le|z—(1+1)]>1}. Nota: —1+ir 1+ 2i.
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Os planos z e %
3.
a) Em C\ Ry, as derivadas parciais de f sado
2lnr
= )
r
f9 = _229a
1 20
——fy = =2
r r

Como sao fungoes continuas em C\ Ry, f é R-diferencidavel em C\ R .
A equacao de Cauchy-Riemann é satisfeita quando

fr:—%f(a s lnr=—-0 & r:e_e, paraee]—w,ﬂ[.

Logo, a funcio ¢ diferenciavel nos pontos e~%¢*  onde 6 €] — m,7[. A
derivada de f é

. 2lne?
e 0

f/(e—é'eié') _ e—i@fr(e—€ei6‘) _ —— = —296(1_i)9.
(&

Seja rg > 0. A funcao f é continua no eixo real negativo porque

fH(roe’™) = lim  f(re") = (Inrg)* —i(—n)?
r—rg, 0——mt
= f(ree¢™) = lim f('r’ew) = (Inry)* —in?.
r—rg, 06—

A restricao de f a circunferéncia de raio ry centrada na origem nao
é diferenciavel no ponto onde a circunferéncia intersecta o eixo real
negativo porque

Iy (roe'™) = —20i|p—r = —2mi # f, (roe'™) = —20i|p—_, = 2mi.

Portanto, a funcao nao é diferenciavel no eixo real negativo.
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C\\Yf(roew)

A restrigao de 0 — S f(roe?) a [, 7] é —62.

b) Uma das formas de garantir a invertibilidade local de f é aplicar o
Teorema da Funcao Inversa. Os vectores f, e fy (definidos em C\ Ry)
sao sempre ortogonais. O primeiro anula-se sse r = 1, o segundo anula-
se sse # = 0. O Teorema da Funcao Inversa garante que f é localmente
invertivel em torno de pontos re tais que r # 1 e 6§ ¢ {0, 7}, ou seja,
em torno de pontos que nao pertencam a uniao da circunferéncia de
raio um centrada na origem com o eixo real. O facto de se ter que
excluir § = 7 resulta de termos definido as coordenadas polares com

0 6 a variar em | — m,7|. Se ry > 0 e 6y = 7, estas coordenadas nao
sao um difeomorfismo de uma vizinhanca de (ry, 7) numa vizinhanga
de roe'™.

Outra forma de garantir a invertibilidade local de f é notar que r +—
(Inr)? é positiva e estritamente crescente em [1,00[, e é positiva e es-
tritamente decrescente em 0, 1], tendo-se (In %)2 = (—Inr)*> = (Inr)%
Além disso, 6 — —6? é negativa e estritamente decrescente em |0, 7], e
é negativa e estritamente crescente em [—, 0[, tendo-se —(—6)* = —6?.
Daqui também resulta que f é localmente invertivel em torno de pontos
que nao pertencam a uniao da circunferéncia de raio um centrada na
origem com o eixo real.

R2 R (2)

Sf(2)

Se V' ¢é uma vizinhanca de um ponto na uniao da circunferéncia de

raio um centrada na origem com o eixo real, entao a restricao de f
S04 . 0\ _ f (1,0 0y _ —if

a V ndo ¢ invertivel porque f(re?) = f(1e) e f(re') = f(re™™).
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Qualquer vizinhanca de um ponto da circunferéncia de raio um centrada
na origem contém um par de pontos da forma re? e %629; e qualquer
vizinhanga de um ponto no eixo real contém um par de pontos da forma
re? e re=%.

Da monotonicidade da parte real e da parte imaginaria de f, resulta

que a restricao de f a cada um dos conjuntos abertos conexos

{z€eC:|z]|>1eQ2 >0}, {z€C:|z]|>1e Iz <0},
{zeC:lz]<1e8z>0}, {z€C:|z]<1leTJ2<0}

é injectiva, e que o contradominio de f ¢ [0, co[x[—72, 0.

Os pontos pertencentes ao conjunto {0} x| —72, 0] tém duas pré-imagens
e e e, Os pontos pertencentes ao conjunto |0,00[x{0} tém duas
pré-imagens 7 e 1. Os pontos pertencentes ao conjunto 0, co[x {—7?}
tém duas pré-imagens re™ e %ei”. O ponto 0 tem uma pré-imagem, 1.
Finalmente, o ponto —im? tem uma pré-imagem, €™ = —1.

Nota: Cada ponto em ]0,00[x]| — 72, 0[ tem quatro pré-imagens re®,
Loit po=if 1o=if

re s
T T
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Como sao continuas, f é R-diferenciavel. A equacao de Cauchy-Riemann é
satisfeita quando

, sinz = 0, x = km,
= —1 = A

Logo, a funcao é diferenciavel nos pontos km, com k € Z. A derivada de f
nesses pontos é

fH(2km) = fo(2km) = 1,
f'((2k + 1)m)
frkm) = fo(km) = (=D
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2. A imagem da recta {fz = 1} é uma circunferéncia porque a recta nao
passa em —1. A circunferéncia passa em 1 (co — 1). Como a fungao envia a
recta real nela propria, a imagem ¢é simétrica em relacao ao eixo real. Logo,
a imagem ¢ a circunferéncia {|z — 1| = 1}.

A imagem da recta {3z = —1} é uma circunferéncia porque a recta nao
passa em —1. A circunferéncia passa em 1 (co +— 1) e passa em —i (—i —
—1). E perpendicular a circunferéncia {’z — %’ = %} porque as rectas {Rz =
1} e {32z = —1} sado perpendiculares. Trata-se portanto da circunferéncia
{]z— (1 —1i)| = 1}. (O ponto 1—2i pertence a circunferéncia, ele é a imagem
de =1 —1i.)

Uma vez que a imagem de 0 é —1, a imagem da regiao no enunciado ¢
{zecC: ’z—%’ >Le|z—(1—1)]>1}. Nota: 1 —ir 122
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Como sao fungoes continuas em C\ Ry, f é R-diferencidavel em C\ R .
A equacao de Cauchy-Riemann é satisfeita quando

1
fr=—=fs & (nr)P*=0 < Inr=0 < r=¢" parafc]—m,xl.
-
Logo, a fungao é diferencidvel nos pontos e’e, onde 6 €] — m,7[. A
derivada de f é

_ip4(Ine”)?

— 43100
of

f/(eeew) _ e—i@fr(€9€i9) —e

Seja rg > 0. A funcao f é continua no eixo real negativo porque

fH(ree™) = lim  f(re") = (Inrg)* +i(—n)*
r—rg——nt
= [(ro¢™):= lim f(rew) = (lnr0)4+z'7r4.
r—rof—r—

A restricao de f a circunferéncia de raio ry centrada na origem nao
é diferenciavel no ponto onde a circunferéncia intersecta o eixo real
negativo porque

fo (roe™) = 40%i|g— = 47%i # [ (roe™) = 40%|g—_, = —47%.

Portanto, a funcao nao é diferenciavel no eixo real negativo.
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Sf(roe’)

0

=T T

A restricao de 0 — Sf(rge?) a [, 7] é 6.

b) Uma das formas de garantir a invertibilidade local de f é aplicar o
Teorema da Funcao Inversa. Os vectores f, e fy (definidos em C\ R;)
sao sempre ortogonais. O primeiro anula-se sse r = 1, o segundo anula-
se sse # = 0. O Teorema da Funcao Inversa garante que f é localmente
invertivel em torno de pontos re tais que r # 1 e 0 ¢ {0, 7}, ou seja,
em torno de pontos que nao pertencam a uniao da circunferéncia de
raio um centrada na origem com o eixo real. O facto de se ter que
excluir 8 = 7 resulta de termos definido as coordenadas polares com

0 6 a variar em | — m,7|. Se ro > 0 e 6y = 7, estas coordenadas nao
sao um difeomorfismo de uma vizinhanca de (ry, 7) numa vizinhanga
de roe'™.

Outra forma de garantir a invertibilidade local de f é notar que r +—
(In7)* é positiva e estritamente crescente em [1,00[, e é positiva e es-
tritamente decrescente em 0, 1], tendo-se (In %)4 = (—Inr)* = (Inr)*
Além disso, 6 — 6* é positiva e estritamente crescente em |0, 7], e é
positiva e estritamente decrescente em [—m, 0], tendo-se (—0)* = 6.
Daqui também resulta que f é localmente invertivel em torno de pon-
tos que nao pertencam a uniao da circunferéncia de raio um centrada
na origem com o eixo real.

Rf(z)

Se V' ¢é uma vizinhanca de um ponto na uniao da circunferéncia de

raio um centrada na origem com o eixo real, entao a restricao de f
S04 . 0\ _ f (1,0 0y _ —if

a V ndo ¢ invertivel porque f(re?) = f(1e) e f(re') = f(re™™).
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