Introducao a Analise Complexa
4 de Novembro de 2024

LMAC
1° Teste — Perguntas 1 — 4 — 45 minutos
2° Teste — Perguntas 5 — 8 — 45 minutos
Exame — Todas as perguntas — 90 minutos

Apresente os calculos

14+4/34
2

1. Escreva na forma cartesiana exp <1+T\/§’> e log ( ), onde o logaritmo

é o principal.

2. Esboce a imagem de {z € C : |z| < 1} por z — (2—3)2 Defina analitica-
mente o conjunto imagem.

3. Seja f : C\ {0} — C, definida por
f(rew) — 62r6i€.

Estude a diferenciabilidade de f. Calcule a derivada de f nos pontos de
diferenciabilidade, simplificando o resultado. A funcao f é prolongavel por
continuidade a origem? Justifique.

4. Descreva o lugar geométrico dos complexos z tais que

(=)

=1.
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5. Calcule a série de Laurent (todos os seus coeficientes) de z ZQ—}H

torno de i, indicando a regiao onde é vélida. Classifique a singularidade
z =1 e diga qual é o residuo da fun¢ao nessa singularidade.

€1

6. Calcule

\/,ZJr = 2 2
] 3 Z?

onde a circunferéncia ¢ descrita no sentido directo.

7. Justifique que a funcao

23
z |—>/ sin(e") dw
0
estd bem definida e que é uma funcao holomorfa. Calcule a sua derivada.

8. Considere o segmento de recta L = {z € C: Sz = 0 e Rz € [-1,1]},
parametrizado da esquerda para a direita. Considere a fun¢ao f : C\ L — C,

definida por B
ew
pu— d
)= [ S dw,

e a € C\ L. Justifique que f é holomorfa em a. Calcule a série de Taylor de
f em torno de a, indicando a regiao onde é vialida.
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1. Escreva na forma cartesiana exp(—1 + ¢) e log(—1 + ), onde o logaritmo
é o principal.
2. Esboce a imagem de {z € C : |z| < 1} por z — /% onde a raiz ¢ a

principal. Defina analiticamente o conjunto imagem.
3. Seja f: C\ {0} — C, definida por
f(rew) — 63r6i6.

Estude a diferenciabilidade de f. Calcule a derivada de f nos pontos de
diferenciabilidade, simplificando o resultado. A funcao f é prolongavel por
continuidade a origem? Justifique.

4. Descreva o lugar geométrico dos complexos z tais que
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5. Calcule a série de Laurent (todos os seus coeficientes) de z Z2—171 em

torno de —1, indicando a regiao onde ¢é vélida. Classifique a singularidade
z = —1 e diga qual é o residuo da funcao nessa singularidade.

6. Calcule

\/,ZJr = 2 2
] 3 Z?

onde a circunferéncia ¢ descrita no sentido directo.

24
z|—>/ e dw
1

estd bem definida e que é uma funcao holomorfa. Calcule a sua derivada.

7. Justifique que a funcao

8. Considere o segmento de recta L = {z € C: Sz = 0 e Rz € [-1,1]},
parametrizado da esquerda para a direita. Considere a fun¢ao f : C\ L — C,

definida por o
f(z):/ sinw dw,
L

w—z

ea € C\ L. Justifique que f é holomorfa em a. Calcule a série de Taylor de
f em torno de a, indicando a regiao onde é vialida.
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Apresente os calculos

1. Escreva na forma cartesiana exp <1’5/§i> e log (1’§/§i>, onde o logaritmo

¢ o principal.

2. Esboce a imagem de {z € C : |z| < 1} por z — (2—3)2 Defina analitica-
mente o conjunto imagem.

3. Seja f : C\ {0} — C, definida por

Estude a diferenciabilidade de f. Calcule a derivada de f nos pontos de
diferenciabilidade, simplificando o resultado. A funcgao f é prolongavel por
continuidade a origem? Justifique.

4. Descreva o lugar geométrico dos complexos z tais que

e(%)Q =1.
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5. Calcule a série de Laurent (todos os seus coeficientes) de z ZQ—}H

torno de —2i,! indicando a regiao onde é valida. Classifique a singularidade
2z = —2i e diga qual é o residuo da func¢ao nessa singularidade.

€1

6. Calcule

Z,

onde a circunferéncia ¢ descrita no sentido directo.

7. Justifique que a funcao

25
z|—>/ sin(e™") dw
0

estd bem definida e que é uma funcao holomorfa. Calcule a sua derivada.

8. Considere o segmento de recta L = {z € C: Sz = 0 e Rz € [-1,1]},
parametrizado da esquerda para a direita. Considere a func¢ao f : C\ L — C,

definida por B
e—w
pu— d
)= [ S dw,

e a € C\ L. Justifique que f é holomorfa em a. Calcule a série de Taylor de
f em torno de a, indicando a regiao onde é vialida.

'Por lapso, no enunciado estava z = %, as respostas com z = i, z = 2i ou z = —2i serao
consideradas certas.
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Apresente os calculos

1. Escreva na forma cartesiana exp(1l — i) e log(1 — i), onde o logaritmo é o
principal.

: . z—1 o A
2. Esboce a imagem de {z € C : |2] < 1} por 2 — /%=, onde a raiz é a

principal. Defina analiticamente o conjunto imagem.
3. Seja f: C\ {0} — C, definida por
f(rew) — 65r6i6.

Estude a diferenciabilidade de f. Calcule a derivada de f nos pontos de
diferenciabilidade, simplificando o resultado. A funcao f é prolongavel por
continuidade a origem? Justifique.

4. Descreva o lugar geométrico dos complexos z tais que

’e(lt—izf =1.
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5. Calcule a série de Laurent (todos os seus coeficientes) de z Z%

—; em
torno de 2,2 indicando a regiao onde é valida. Classifique a singularidade

z = 2 e diga qual é o residuo da funcao nessa singularidade.

6. Calcule

Z,

onde a circunferéncia ¢ descrita no sentido directo.

26
z|—>/ e~ M dw
1

estd bem definida e que é uma funcao holomorfa. Calcule a sua derivada.

7. Justifique que a funcao

8. Considere o segmento de recta L = {z € C: Sz = 0 e Rz € [-1,1]},
parametrizado da esquerda para a direita. Considere a func¢ao f : C\ L — C,

definida por B
)= [ S aw,
L

w—z

ea € C\ L. Justifique que f é holomorfa em a. Calcule a série de Taylor de
f em torno de a, indicando a regiao onde é vialida.

2Por lapso, no enunciado estava z = —1, as respostas com z = —1, 2 = —2 ou z = 2
serao consideradas certas.
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Resolucao

1++/3i V3 . . V3
exp (T) = /e (COST —i—zsm7> ,

1 ' n
log (#) = log (1625) = zg

2. A imagem da circunferéncia |z| = 1 por z j—jrz passa em 0 e em oo, €
é simétrica em relagdo ao eixo real (porque a circunferencia é simétrica em
relagdo ao eixo imagindrio, e o eixo imagindrio é transformado no eixo real),
ou seja, € o eixo imagindrio. Como esta transformagao de Mébius envia 0 em
—1, a imagem do disco é o semiplano esquerdo.

T 3

Se w =re”, com 6 € | 2,2, entdo w? = r%e*’, onde 26 €], 37[.

Logo, a imagem do disco pela transformacao do enunciado é

C\{zeC:3z=0e Rz <0}.

627’

fr :2627“6@«9’ fG :’i€2T€Z€, _%fe — 7619_
Como f, e fy sdo continuas no dominio de f, f é R-diferenciavel (no seu
dominio).
) 1
f r— _f R
r 2

1 . .
f <§e“9) =e f =2e.

A funcao nao é prolongavel por continuidade a origem porque

lim f(re®) = e®,
r—0

depende de 6.
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4. Sejam & = 1_73, w = &2, Pretendemos saber em que regido do plano

complexo pode estar z quando || = 1.
le’| =1 & Rw =0 < w pertence ao eixo imaginario.

w = &2 pertence ao eixo imagindrio <

¢ pertence a uniao das bissectrizes dos quadrantes.

1—2z 1
= =—-—-1¢ z2=——.
¢ z z - E+1
A imagem das uniao das bissectrizes dos quadrantes por £ — &%1 é
L+i| V2 1—i| V2
C:lz— = — — = —
{z € z 5 5 z 5 5 } ,
a uniao de duas circunferéncias de raio g, uma com centro em % e outra
com centro em %
5.
1 B 1
(z—i)(z+1i)  (2—i)(z—i+2i)
B 1
2i(z —i)(52 +1)
1 = L z—i\"
= (—1) ;
2i(z — 1) = 2i
1 = (z —i)nt
= —+ Z<—1)nﬁ
2i(z —1) = (20)m+
1 = (z —i)"
- - -1 n+1
2i—i) 2= 22
n=0

vélido para |z —i| < 2. A fungao tem um pélo de primeira ordem no ponto i,
sendo o residuo nesse polo igual a %

6.

1 d 1
dz = 2mi————
/Z+11 (z4+1)%(2+3)3 - LA (z+3)3
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7. A funcdo w — sin(e") ¢é inteira e o seu dominio, C, é um conjunto sim-
plesmente conexo. Pelo Teorema de Cauchy, o integral nao depende da curva
usada para ligar z a 23. Logo, o integral estd bem definido. Pelo Teorema
Fundamental do Célculo a funcao integranda é a derivada de uma fungao ho-
lomorfa, F', e o integral vale F/(23) — F(0). A fungio z — F(2?) é holomorfa
porque € a composicao de duas fungoes holomorfas. Pela derivada da funcao

composta, a sua derivada é F'(2%)322 = 322 sin(e”’).

8. Pela Regra de Leibniz,

o ev e”
fo = — dw = ——— dw,
L Orw—z L (w—2)
o ev , ev
fy = — dw = i [ — dw.
LOyw—z 1 (w—2z)
Uma vez que as derivadas parciais f, e f, sao continuas e ¢é satisfeita a
equacao de Cauchy-Riemann (f, = —if,), f é diferenciavel no seu dominio.
o0
1 1 Z Z — a
w—z w—al—za w —a)"tt’
w—a n=

vélido para |z — a| < |w — al. Isto implica que

=3 ([ ) e

n=0

vélido para |z — a| menor do que a distancia de a a L.
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1.
exp(—1+i)=e e’ =e(cosl +isinl) =e cosl+ie ' sinl,
3 In 2 3
log(—1+41) = log(\/iezgf) = HT + Zzﬂ
2. A imagem da circunferéncia |z| = 1 por z — j—fz passa em 0 e em 00, €

é simétrica em relagao ao eixo real (porque a circunferencia é simétrica em
relagdo ao eixo imagindrio, e o eixo imagindrio é transformado no eixo real),
ou seja, € o eixo imagindrio. Como esta transformagao de Mébius envia 0 em
—1, a imagem do disco é o semiplano esquerdo. _

Sew =re, com 6 € |—m, — Z[, entdo w = \/7_“6%, onde § € -2 — 2.
Se w = re’, com 6 € |2, 7], entdo yw = \/7_“6%, onde & € 1%,2].

Logo, a imagem do disco pela transformagao do enunciado é

1

{zeC:(Rz2>0eJz< —Rz)ou (Rz>0e Iz>RNz)}

={zeC:(Rz>0e V2 >Rz)ou (Rz=0e IJz>0)}.

637"

fr :3637“61497 fG :,l»e?;rez@’ _;fG — 7619_
Como f,. e fy sdo continuas no dominio de f, f é R-diferenciavel (no seu
dominio).
0 1
f r— _f g = =
r 3

1 . .
f <§ew) =e f = 3e.

A funcao nao é prolongavel por continuidade a origem porque

lim f(rew) = e,
r—0
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depende de 6.

4. Sejam ¢ = 1%, w = 2. Pretendemos saber em que regidao do plano
complexo pode estar z quando |e*| = 1.

e’ =1 & Rw=0 < w pertence ao eixo imaginario.

w = &2 pertence ao eixo imaginario <

& pertence a uniao das bissectrizes dos quadrantes.

142 1 1
¢ z z + - E—1
A imagem das uniao das bissectrizes dos quadrantes por £ — E—Ll é
. —1+i| V2 —1—i] V2
z Dz — = ou |z— S
2 2 2 2 [’
a uniao de duas circunferéncias de raio g, uma com centro em % e outra
com centro em ——.
5.
1 B 1
(z+1)(z=1)  (z+1)(z+1-2)
B 1
o 2(z+ 1)(1— =)
B 1 i <z + 1)"
2(z+1) —~ 2
B 1 i (z4 1)1
- B n+1
2(z+1) —~ 2
o i (z+1)"
2(z+1) vt ont2 7

vélido para |z+1| < 2. A funcao tem um pélo de primeira ordem no ponto —1,

sendo o residuo nesse polo igual a — %

6.
1 d 1
dz = 2mi————
/Z+31 (2 +1)3(z + 3)2 - LA (z+1)3| _ 4
B 671
B (Z + 1)4 z=—3
31
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7. A funcao w + €% ¢ inteira e o seu dominio, C, é um conjunto simples-
mente conexo. Pelo Teorema de Cauchy, o integral nao depende da curva
usada para ligar z a 2°. Logo, o integral estd bem definido. Pelo Teorema
Fundamental do Célculo a funcao integranda é a derivada de uma fungao ho-
lomorfa, F', e o integral vale F/(2*) — F(1). A fungdo z — F(z%) é holomorfa
porque € a composicao de duas fungoes holomorfas. Pela derivada da funcao
composta, a sua derivada é F'(2%)423 = 4z3¢502",

8. Pela Regra de Leibniz,

0 sinw sinw
fo = — dw = / — dw,
L 0rw— 2z L (w—2)
0 sinw sinw
LOyw— 2z 1 (w—2)

Uma vez que as derivadas parciais f, e f, sao continuas e ¢é satisfeita a
equacao de Cauchy-Riemann (f, = —if,), f é diferencidvel no seu dominio.
11 1 i (z —a)"

w—z w-—al-—22 (w — a)r 1’

w—a n=0

vélido para |z — a| < |w — al. Isto implica que

=3 ([ 28 ) - a

n=0

vélido para |z — a| menor do que a distancia de a a L.
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1.
1-V3i V3 V3
exp =+/e | cos — —isin — |,
2 2 2
1—/3i x s
| =1 le 7 '3) = —71—.
og ( 5 ) og ( e ) 13
2.
3.
4. Uniao de duas Circunferéncias de raio g, uma com centro em % e outra

—1—1

com centro em 5

5.
6.

/ 1 p o b1
z = 2m——=
=2 (2 + 1)%(z +4)? dz (z+4)*|,__;
471
27"
7. 524 sin(e ).

8.
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1.
exp(l —i) =ee " =e(cosl —isinl) = ecosl —iesinl,
x In 2 s
1 1_:l 2722 :—_'_.
og(1l —1) og(\/_e ) 5 iy
2.
3.
4. Uniao de duas circunferéncias de raio ?, uma com centro em % e outra

com centro em %

5.

6.

/ L dz 2 id !
= m—
orame (2 +1)%(2 4+ 4)? dz(z+1)%| __,
471

27

7. 625 snG")

8.



