Introducao a Analise Complexa
18 de Novembro de 2022

LMAC
1° Teste — Perguntas 1 — 4 — 1 hora
2° Teste — Perguntas 5 — 7 — 1 hora
Exame — Todas as perguntas — 2 horas

Apresente os calculos

1. Esboce os conjuntos A e B e as suas imagens pela aplicacao z +— log z,
onde o logaritmo é o principal.

a) A={re?cC:0<f<mel<r<ei}
b) B:{TGMECIO<9<7T66%<’r‘<6%}.

2. Determine o conjunto dos pontos onde a fungao f : C — C, definida por
flx +iy) = —ze" +ize ™

é diferenciavel. Calcule a derivada de f nesses pontos, simplificando o resul-
tado.

3. Sejam log(re?) = Inr +i0 com 6 € (— 5 3—”] e [ a funcao definida no seu

2
dominio natural por

log z
6=t

Identifique o dominio de diferenciabilidade de f. Calcule os dois primeiros
termos do desenvolvimento de f em série de Laurent em torno do ponto ¢,
identificando a regiao onde este é valido. Classifique a singularidade z = i.

4. Quais as circunferéncias que sao invariantes pela transformagao z +— %?
Justifique.

(2.5)

(2)
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5. Considere

1
I':[/(w—l)(w—Z)dw'

a) Calcule I quando vy = {z e C: ‘z — %‘ = %}, percorrida no sentido
directo.

b) Calcule I quando v = {z e C: }z — %’ = %}, percorrida no sentido
directo.

c) Seja z € C\ {1,2}. A fungao

1
zHL<w_1>(w_2)dw,

onde v é uma curva contida em C \ {1,2} que une o ponto 0 ao ponto
z, esta bem definida? Justifique.

6. Sejam 0 < p < 1 < R, v a fronteira de regiao

{zeC:p<|z|<ReSz>0}

percorrida no sentido directo, log(re) = Inr + i com 6 € (— 5 3—”] efa

2
funcao definida no seu dominio natural por

log z
(22 + 1)2 '

f(z) =

a) Calcule § f(z)d-=.
Y
b) Calcule

}%i_r)go / f(z)dz e l]}i_l’)r(l) / f(z)d=.
2| = R,

Sz >0 Sz >0

c¢) Seja L o segmento de recta {z € C : z = x +i0 com = € [—R, —pl|}
percorrido da esquerda para a direita. Parametrizando L, relacione o
integral [, f(z)dz com o integral prf(x) da. Calcule [," f(x) dx.

7. Seja f uma funcao inteira, com contradominio contido em {z € C : Rz > 0}.

Use o Teorema de Liouville para mostrar que f é constante.
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1. Recordemos que a funcao logaritmo principal é definida por log(re®) =
Inr+1i, parar >0e 6 € (—m, 7.

a) Esbogo do conjunto A:

Tem-se
0<Slogz=0<m, O<§Rlogz:ln7"<£

Esboco de log A:

b) Esbog¢o do conjunto B:

Tem-se

Slogz 6

:—<§R10gz:ln7"<z.

3! _
0<Slogz=40<m, 1 1 1
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Esboco de log B:

7+

2. As derivadas parciais de f sao

fo = =" tie,
fy = —ize +xe ",
—ify = —xe¥ —ize .

Como f; e f, sao continuas, f é R-diferencidvel. Portanto, f ¢ diferencidvel
nos pontos em que satisfizer a equacao de Cauchy-Riemann.

fo=—ify, & (z=1)e" = —i(z+1)e ™

; 1+
& M=

1—x

O primeiro membro tem modulo igual a 1, pelo que o segundo membro tam-
bém tem que ter moédulo igual a 1. A fraccao it_i nunca assume o valor
—1. Assume o valor 1 quando z = 0. Por outro lado e?¥ = i quando
2y = § + 2km, ou seja, y = 5 + km, onde k € Z. Assim, o conjunto dos

pontos de diferenciabilidade da fungao é
{(0,% + km) =i(5 + knm), k € Z}.
Nestes pontos, f' = —if, = 0.

3. O dominio natural da func¢ao é C\ {0, £i}. O logaritmo é diferencidvel
em D:=C\{ze€C:2=0+iycomyec Ry} Em D)\ {i} a funcao f ¢é
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diferencidvel (porque é o quociente de fungoes diferenciaveis, e o divisor nao
se anula). Os pontos 0 e 7 ndo pertencem ao dominio de diferenciabilidade
da func¢ao porque nao pertencem ao dominio da funcao. Em {z € C: z =
0+ iy com y € (—oo,—1) U (—1,0)} a funcao f nao é diferencidvel (porque
se fosse, entdo log 2 = (2% + 1)%f(2) seria diferencidvel). Podemos escrever

1 log 2z

f(z) = WQ<Z)’ com g(z) = R

(z—4)+... para|z—i| <1

Uma vez que
im/2 T
90 =G = 7%

1 2im/2
Ci(20)2 (203 4

zZ=1

g = (z(zlﬂ')z - (ilig;?»)

tem-se

L7
87

—im/8 T+2i  ¢"(q)
IO =GTmtseon 2 T
vélido para 0 < |z —i| < 1. A funcdo f tem um polo de segunda ordem no
ponto z = 1.

4. Comecemos por focar a nossa atengao em circunferéncias com centro no
eixo real. Seja v uma circunferéncia que é invariante por z % e seja xg
um ponto de interseccao de 7 com o eixo real. Obviamente, xy tem que ser
nao nulo. Como v é invariante, x—lo € v. Se xg nao é +1, entao xio %+ Xg.
Seja xg € R\ {—1,0,1} e v a circunferéncia com centro no eixo real que o

intersecta em x( e ﬁ Claramente, ~ é invariante por z % A circunferéncia
centrada na origem de raio 1 também ¢ invariante por z %

Analisemos agora o caso de uma circunferéncia « com centro num ponto p
pertencente a uma recta que passe na origem que nao seja o eixo real, digamos
fazendo um angulo 0, € (—g, O) U (O, g} com o eixo real. Suponhamos que p
nao ¢ a origem e que a circunferéncia nao passa na origem. Entao, a imagem
da circunferéncia v tem centro na recta que faz um angulo —6, com o eixo
real. Como p # 0 a imagem de v nao pode coincidir com +.

Conclusao: as as circunferéncias que sao invariantes por z % sao as que
tém centro no eixo real e (i) o intersectam em —1 e 1; (ii) o intersectam em

xoeﬁondexo>1oux0<—1.
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a)

Aplicando a férmula integral de Cauchy em 2 = {z € C : Rz < 2},

obtém-se
1 —2
/ 7/ (w=2) dw = 2mi
| _

w—1 w —

= —2m.

14 wet

Uma vez que a fungao integranda é holomorfa em

{z eC:
tem-se

1
/|z§’|=§ w=Dw-2"
1 1
- / w-nw-2"" / (w-Dw-2""

O primeiro integral do segundo membro tem um valor igual ao calculado
na alinea a). Aplicando a férmula integral de Cauchy em Q = {z € C:
Rz > 1}, o segundo integral do segundo membro vale 27i. Conclui-se
que o integral no enunciado vale 0.

A funcao
— / ! d
z w,
L w—1)(w—2)

onde v é uma curva contida em C\ {1, 2} que une o ponto 0 ao ponto z,
nao esta bem definida porque depende da curva . Por exemplo, seja
z2=0,1 = {z eC: ‘z — %‘ = %}, percorrida no sentido directo e v, 0
caminho trivial constante. Entao,

1 o 1 5
Ll <w—1><w—2>dw“2m%o‘/w (0 Dw_2) ™"

z — —

2 2 4 4

3 1 1
<= ANlz=1>= A |z=2| > -3,
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a) Usando a férmula integral de Cauchy com Q2 = C\ {z € C : z =
0+ iy comy € Ry}, a=1i,n=1, obtém-se

/ log z p - d logz
————dz = 2mi — ,
e G+,
5 1 2log 2
= 2mi
2z 412 (2413 )|,
b L, 2w/
= 27 — 27
(20) (2¢)°
T 2
= ——+i—.
2 4
b)
log mR+m
———dz| < ——d
Jeniim ] = fn e
TR(In R + )
= w — 0, quando R — oo,
porque IHTR — 0, quando R — oo.
log z |Inp|+7
————=d ———|d
fnrm ] = o Gl
mp(|Inp| + )
W — 0, quando p — 0,
porque
: o np L
e = 8 oy 0
c¢) Usemos z(x) = —x com z € [p, R] para parametrizar —L, ou seja para

parametrizar L percorrido no sentido inverso.

RCEE| ") = pr<:ce“>dx
L |

B ogx
= ——d ] ——dz.
/p ($2+1)2 x+m/p (x2+1)2 T

Portanto,

T . B logx R 1
——4i— = 2/ 7dx—|—i7r/ ———dx
2 4 , (224 1)2 , (224 1)2

+ /Z_R, f(z)dz + /Z_m f(z)dz.
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Fazendo p e R tenderem para 0 e +o00, respectivamente, obtém-se

/°° log x J 7
— _dx = -
o (22+1)2 4’

/‘”#dm _ T
o (@127 4

7. A funcdo z — e /) é inteira e limitada. Com efeito, o contradominio de
z 1 = e /) estd contido em {n € C: |n| < 1}. Pelo Teorema de Liouville,
é constante, digamos rpe’® para algum 75 > 0. Assim R(—f(2)) = Inrq e
S(=f(2)) = Oy + 2kw, onde k € Z. Atendendo a que z — —f(2) é uma
fungao continua, existe um ky € Z tal que I(—f(z)) = by + 2kom. Conclui-se
que

2= —f(2) =R(—f(2)) +iS(—f(2)) = Inrg + i(6p + 2kom)

é constante, e portanto que f é constante.



