
Cálculo Diferencial e Integral III
3o Mini-Teste - 11 de Janeiro de 2023

LMAC

Duração: 45 minutos
Apresente os cálculos

1. Determine a solução geral de

a) y′′ + 9y = 0. (3)
b) y′′ − 6y′ + 9y = e3t. (3)

2. Escreva uma equação diferencial que admite como soluções (4)

y = c1t+ c2t sin(3t) + sin t, para todos os c1, c2 ∈ R.

3. Considere o problema







ut = t uxx se (x, t) ∈
[

0, π

2

]

× [0,∞),
u(0, t) = ux

(

π

2
, t
)

= 0 se t ∈ [0,∞),
u(x, 0) = u0(x) se x ∈

[

0, π

2

]

,

para a função u pertencente ao espaço

{

u ∈ C1
([

0, π

2

]

× [0,∞)
)

: uxx existe e uxx ∈ C0
([

0, π
2

]

× [0,∞)
)}

,

que satisfaz uma equação do tipo calor com condições de fronteira mistas,
em que u0 ∈ C3 é uma função dada.

a) Determine as condições de compatibilidade para a função u0. (2)
b) Resolva o problema para uma função u0 genérica. (4)

c) Escreva a solução quando u0(x) = sin(3x). (1)

d) Supondo que u ∈ C∞
([

0, π

2

]

× [0,∞)
)

, obtenha uma expressão para (1)

utt em termos das derivadas parciais em ordem a x de u.

4. Seja f ∈ L2(−l, l). Obtenha uma expressão para ‖f‖ em termos dos seus (2)

coeficientes de Fourier.
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Resolução

1.

a)
(D2 + 32)y = 0 ⇔ y = c1 cos(3t) + c2 sin(3t), c1, c2 ∈ R.

b)

(D − 3)2y = e3t ⇒ (D − 3)3y = 0 ⇔ y = c1e
3t + c2te

3t + c3t
2e3t.

(D − 3)2(t2e3t) = (D − 3)(2te3t) = 2e3t.

(D − 3)2y = e3t ⇔ y = c1e
3t + c2te

3t +
t2

2
e3t, c1, c2 ∈ R.

2.
D2t = 0, (D2 + 32)2(t sin(3t)) = 0.

D2(D2 + 32)2 sin t = D2(D2 + 32)(−1 + 9) sin t = 82D2 sin t = −64 sin t.

Portanto, uma equação diferencial é

D2(D2 + 32)2y = −64 sin t.

Esta equação pode ser escrita na forma

y(vi) + 18y(iv) + 81y′′ = −64 sin t.

3.

a) Fazendo t = 0 em u(0, t) = 0, e x = 0 em u(x, 0) = u0(x), obtém-se
u0(0) = 0. Note-se que ux(x, 0) = u′

0(x). Fazendo t = 0 em ux(l, t) = 0,
e x = l em ux(x, 0) = u′

0(x), obtém-se u′

0(l) = 0.
Examinando a equação diferencial no ponto (0, 0), tem-se

0 = ut(0, 0) = t|
t=0 u

′′

0(0) ⇔ 0 = 0. (⋆)

Daqui nada se conclui sobre u′′

0(0). No entanto, da equação diferencial
conclui-se que uxx(0, t) = 0 para t > 0. Passando ao limite, quando
t ց 0, obtém-se uxx(0, 0) = 0. Portanto, u′′

0(0) também se deve anular.
As condições de compatibilidade são u0(0) = u′

0(l) = u′′

0(0) = 0.
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b) Atendendo às condições fronteira mistas, para cada t fixo, prolongue-
mos u( · , t) como função ı́mpar em x em torno de zero, par em x em
torno de π

2
, e periódica de peŕıodo 2π. Então

u(x, t) =
∞
∑

n = 1
n impar

bn(t) sin(nx),

porque sin(nx) é par em torno de π

2
para n ı́mpar, e é ı́mpar em torno

de π

2
para n par. Substituindo esta expressão para u na equação dife-

rencial e usando a unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n

(́ımpar) deve ter-se

b′
n
= −n2t bn ⇔ bn(t) = cne

−
n
2
t
2

2 .

Isto conduz a

u(x, t) =

∞
∑

n = 1
n impar

cne
−

n
2
t
2

2 sin(nx). (⋆)

Finalmente, usando a condição inicial obtém-se

cn =
1

π

∫

π

−π

u0(x) sin(nx) dx =
2

π

∫

π

0

u0(x) sin(nx) dx

=
4

π

∫ π

2

0

u0(x) sin(nx) dx.

Como indicado em (⋆), a soma apenas se faz sobre os n ı́mpares. Note-
se que, quando n é par, a segunda expressão para cn (que envolve o
integral de 0 a π) é nula, uma vez que u0 é estendida como função par
em torno de π

2
, e x 7→ sin(nx) é ı́mpar em torno de π

2
para n par.

c) Se u0(x) = sin(3x), c3 = 1 e os restantes cn’s são nulos. A solução é

u(x, t) = e−
32t2

2 sin(3x).

d) Derivando ambos os membros da equação diferencial em ordem a t,
obtém-se

utt = uxx + tutxx.

Derivando duas vezes ambos os membros da equação diferencial em
ordem a x, obtém-se

uxxt = tuxxxx.

Como u é regular, utxx = uxxt. Substituindo utxx na equação anterior,
conclui-se

utt = uxx + t2uxxxx.
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4. Seja un(x) = cos
(

nπx

l

)

e vn(x) = sin
(

nπx

l

)

.

‖f‖2 = (f, f) =

(

f,

∞
∑

n=0

(anun + bnvn)

)

=

∞
∑

n=0

(f, anun + bnvn)

=

∞
∑

n=0

(an(f, un) + bn(f, vn)) =

∞
∑

n=0

(

a2
n
(un, un) + b2

n
(vn, vn)

)

= 2la20 + l

∞
∑

n=1

(

a2
n
+ b2

n

)

.

A série passou para fora do produto interno porque este é linear e cont́ınuo.
Conclusão:

‖f‖ =

(

2la20 + l

∞
∑

n=1

(

a2
n
+ b2

n

)

)
1
2

.


