Célculo Diferencial e Integral I11
3° Mini-Teste - 11 de Janeiro de 2023
LMAC

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Determine a solucao geral de

a) y"+9y =0. (3)
b) y" — 6y’ + 9y = €3 (3)
2. Escreva uma equacao diferencial que admite como solugoes (4)

Yy = c1t + cot sin(3t) 4+ sint, para todos os ¢, o € R,

3. Considere o problema

"= tu, se (5.1) € [0,5] x [0,00),
u(0,t) =u, (3,¢) =0 set e [0,00),
u(,0) = up(z) sea € [0,5],

para a funcao u pertencente ao espaco
{ueC([0,2] x[0,00)) : Uy, existe e uy, € C°([0,%] x [0,00))},

que satisfaz uma equagao do tipo calor com condicoes de fronteira mistas,
em que ug € C* é uma funcao dada.

a) Determine as condigoes de compatibilidade para a fungao ug. (2)

b) Resolva o problema para uma fungao uy genérica. (4)

c) Escreva a solugao quando ug(z) = sin(3x). (1)

d) Supondo que u € C* ([ , 2} 0, oo)), obtenha uma expressao para (1)
uy em termos das derivadas parciais em ordem a x de wu.

4. Seja f € L*(—I,1). Obtenha uma expressao para || f|| em termos dos seus (2)
coeficientes de Fourier.
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Resolugao

(D*+3%)y =0y = ccos(3t) + cosin(3t), c1,c0 €R.
b)
(D -3y =¢e*= (D—-3)0° =0&y=ce’ +cte™ + cst’e™.
(D —3)*(t%e*) = (D — 3)(2te’) = 2e™.
(D —3)*y =e* & y=cie® + cpte® + ge:ﬁ, c1,co € R,
D?*t =0, (D? + 3%)2(tsin(3t)) = 0.
D?*(D? +3%*)?2sint = D*(D* + 3*)(—1 + 9)sint = 82D?sint = —64sint.
Portanto, uma equacao diferencial é
D?*(D? + 3%*)%y = —64sint.
Esta equacao pode ser escrita na forma

y(m‘) + 18y(iv) + 81y" = —64sint.

a) Fazendo t = 0 em u(0,t) = 0, e z = 0 em u(z,0) = up(x), obtém-se
up(0) = 0. Note-se que u,(x,0) = uj(z). Fazendo t = 0 em u,(l,t) =0,
ex=1[em u.(x,0)=uy(z), obtém-se uy(l) = 0.

Examinando a equagao diferencial no ponto (0,0), tem-se

0=1u(0,0)=t]|,_yuy(0) & 0=0. (%)

Daqui nada se conclui sobre ug(0). No entanto, da equacao diferencial
conclui-se que u,,(0,t) = 0 para t > 0. Passando ao limite, quando
t \ 0, obtém-se u,,(0,0) = 0. Portanto, uj(0) também se deve anular.
As condigoes de compatibilidade sao uy(0) = ug(l) = ug(0) = 0.
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b)

d)

Atendendo as condigoes fronteira mistas, para cada t fixo, prolongue-
mos u( -, t) como fungdo impar em x em torno de zero, par em x em
torno de 7, e periddica de periodo 27. Entao

u(z,t) = Z by, (t) sin(nz),

n=1
n impar

porque sin(nx) é par em torno de § para n impar, e ¢ impar em torno
de § para n par. Substituindo esta expressao para u na equagao dife-
rencial e usando a unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n
(impar) deve ter-se

V, = —n’th, < by(t) =cue” 2
Isto conduz a
> n2t2
u(z,t) = Z cpe” 2 sin(nz). (%)
n=1

n impar

Finalmente, usando a condicao inicial obtém-se

Cpn = 1/7r uo(z) sin(nz) de = g/Oﬂuo(yc) sin(nx) dx

T ) T

— é/{;2r uo(z) sin(nz) dx.

™

Como indicado em (%), a soma apenas se faz sobre os n impares. Note-
se que, quando n é par, a segunda expressao para ¢, (que envolve o
integral de 0 a 7) é nula, uma vez que g é estendida como fungao par
em torno de 7, e x + sin(nx) é impar em torno de § para n par.

Se up(x) = sin(3z), c3 = 1 e os restantes ¢,’s sao nulos. A solugao é

u(z,t) =e” A sin(3z).

Derivando ambos os membros da equacao diferencial em ordem a t,
obtém-se
Ugp = Ugg + LUz
Derivando duas vezes ambos os membros da equacao diferencial em
ordem a x, obtém-se
Uggt = tUgpgs.
Como u é regular, ., = Ugy. Substituindo wuy,, na equagao anterior,
conclui-se
Ut = Ugy + t2umcmc-



Resolucao do teste de CDI IIT - 11.1.23 3

Hf”2 - (f?f) - (va(anun+bnvn)> - Z(f:anun+bnvn)

n=0

= Z (an(f,un) + 0u(f,0n)) = Z (@i(umun) + bi(vm Un))

n=0 n=0
= 2aj+1Y (ap +1}).
n=1

A série passou para fora do produto interno porque este é linear e continuo.

Conclusao: )
3

Il = (mg ns (ai+bi)>
n=1



