Célculo Diferencial e Integral 11
Repescagem do 2° Mini-Teste - 17 de Janeiro de 2024
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Seja p € R*. Determine a solucao geral de

y"(t) + p?y(t) = cosh(ut).

2. Determine a solucao do problema de valores fronteira envolvendo a equacao
de Laplace

Uy + Uyy) (2,y) = 8sin(2z) para (z,y) € [0, 7] x [0,1],

w(0,y) = u(m,y) = para y € [0, 1],
u(z,0) =0 para z € [0, 7],
u(z, 1) = —2sin(2z) para z € [0, 7).

a) Seja A uma matriz 2 X 2 com valores préprios distintos i e A, e vectores
proprios associados v e w, respectivamente. Determine a solugao de

X'(t) = AX(t) + e"v,  X(0) = w.

b) Seja A uma matriz n X n e seja Xy dado. Prove directamente (sem
apelar ao Teorema de Picard-Lindelof) que a solu¢ao do problema de
valor inicial

X'=AX, X(0) = X,,

é Unica.
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Resolucao

(D* 4 p?)y = cosh(ut) = (D? — p?)(D* + p*)y = 0.

A solucao geral desta equacao homogénea é
y = acos(ut) + [sin(ut) + v cosh(ut) 4 6 sinh(put).
Substituindo na equacao original, vem
(D? + p?)(acos(ut) + Bsin(ut) + v cosh(ut) + §sinh(ut)) = cosh(ut),

(D?* 4 1) (y cosh(ut) + §sinh(ut)) = cosh(ut),
2yp? cosh(pt) 4 26p* sinh(ut) = cosh(ut),

o que implica v = ﬁ e 6 = 0. A solucao geral da equacao do enunciado é

1
y = acos(ut) + B sin(ut) + 53 cosh(ut), «,5€R.
i

2. Atendendo as condigoes fronteira em x = 0 e x = m, de Dirichlet ho-
mogéneas, para cada y fixo prolongamos u( -, y) como fun¢ao impar em x e
periddica de periodo 27w. O prolongamento pode ser desenvolvido em série
de Fourier:

[e.e]

u(z,y) = Y lan(y) cos(nz) + by(y) sin(na)]

n=0

= Z b, (y) sin(nx).

As condigoes fronteira em x = 0 e em x = 7 estao formalmente satisfeitas.
Substituindo na equacao diferencial, obtém-se

o0

Z(—n2bn(y) +0!(y)) sin(nz) = 8sin(2z)

n=1
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Por unicidade dos coeficientes de Fourier, vem
b! —n?b, =0, paran # 2 A by — 4by = 8.
Logo,

b, = c¢,cosh(ny)+ d,sinh(ny), para n # 2

by = —2+ cycosh(2y) + dysinh(2y).
A fungao u é
u(z,y) = —2sin(2z) + Z(cn cosh(ny) + d,, sinh(ny)) sin(nzx).
n=1

A equagao diferencial estd formalmente satisfeita. Para garantir a condig¢ao
fronteira em y = 0, devemos ter

u(z,0) = —2sin(2x) + Z ¢ sin(nx) = 0.

n=1

Deduz-se que ¢ = 2 e que os outros ¢,’s sao nulos. Portanto,

u(z,y) = —2sin(2x) + 2 cosh(2y) sin(2z) + Z d,, sinh(ny) sin(nx).

n=1

Resta garantir a condicao fronteira em y = 1:

u(x,1) = —2sin(2z) + 2 cosh(2)sin(2x) + i d,, sinh(n) sin(nx)
= —2sin(2x). -
Novamente por unicidade dos coeficientes de Fourier,
—2 + 2cosh(2) 4+ dysinh(2) = =2,
sendo os outros d,,’s nulos. Como
dy = —2 coth(2),

conclui-se que

u(x,y) = —2sin(2x) + 2 cosh(2y) sin(2x) — 2 coth(2) sinh(2y) sin(2x).
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a)

Procuremos solugoes da forma

X(t) = c(t)v + d(t)w.

Entao
v+ dw = cpv + dw + e'v.
Logo,
d = pc+ e
d = \d.

Resolvendo estas equacgoes obtemos

c = ae 4 tet,

ﬁGM

Portanto,
X = (a+t)e"v+ BeMw, a,B€R.

Como X (0) = w, conclui-se que
X = te'v 4 eMuw.

Seja X uma solugao. Uma vez que

d
E(e’AtX) = e M—A)X e MAX =0,
tem-se que

ts e X

é constante, igual ao seu valor em t = 0, que é e~ X (0) = [ X, = X.
Ou seja,
e X = Xo.

Multiplicando ambos os membros desta igualdade por e?

t & esquerda,
e tendo em atencao que ete=4t = A=t = 0 = T (porque A e —A
comutam), obtém-se

X =eX,.



