Célculo Diferencial e Integral I11
2° Mini-Teste - 28 de Novembro de 2024
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Determine a solucao geral das equagoes diferenciais:

a) (D*+9)y =0,

b) (D?—9)y =0,

c) (D+1)?=9)(D+4)y=0,

d) (D+2)?2y=e2+1

2. Determine a solucao de

Up = Ugy — 2tu para (z,t) € [0, 7] x [0, +o0],
u(0,t) = u(m,t) =0 parat € [0, +o0],
u(z,0) = up(x) para = € [0, 7],

onde uy é uma funcao dada.

3. Sejam f e g duas funcoes em L?*(—1,1). Escreva uma expressao para a
projeccao de f em g.

4. Seja A uma matriz n X n real anti-simétrica, e X : R — R™ uma solucao
de

X=I+A4)X.

Consegue estimar a evolucao da || X||? Justifique.
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Céalculo Diferencial e Integral II1
2° Mini-Teste - 28 de Novembro de 2024
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Determine a solucao geral das equagoes diferenciais:

a) (D?—4)y =0,

b) (D? +4)y =0,

c) (D—1)*=4)(D—3)y =0,
d) (D—-3)?2%y=2+¢*

2. Determine a solucao de

Up = 2tUzy — U para (z,t) € [0, 7] x [0, +o0],
u(0,t) = u(m,t) =0 parat € [0, +o0,
u(x,0) = up(x) para x € [0, 7],

onde uy é uma funcao dada.

3. Sejam f e g duas fungoes em L?(—m, ) Escreva uma expressao para a
projeccao de g em f.

4. Seja A uma matriz n X n real anti-simétrica, e X : R — R" uma solucao
de

X=(-1+4)X.

Consegue estimar a evolucao da || X||? Justifique.



Céalculo Diferencial e Integral II1
2° Mini-Teste - 28 de Novembro de 2024
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Determine a solucao geral das equagoes diferenciais:

a) (D*+16)y =0,

b) (D*—9)y =0,

&) ((D+1)—9)(D+ 4y =0,
d) (D+2)% = e +3.

2. Determine a solucao de

Up = Ugy — 2tu para (z,t) € [0, 7] x [0, +o0],
u(0,t) = u(m,t) =0 parat € [0, +o0,
u(z,0) = up(x) para x € [0, 7],

onde uy é uma funcao dada.

3. Sejam [ e g duas fungoes em L?*(—1,1). Escreva uma expressio para a
projeccao de f em g.

4. Seja A uma matriz n X n real anti-simétrica, e X : R — R" uma solucao
de

X =(I-AX.

Consegue estimar a evolucao da || X||? Justifique.



Céalculo Diferencial e Integral II1
2° Mini-Teste - 28 de Novembro de 2024
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Determine a solucao geral das equagoes diferenciais:

a) (D?—4)y =0,

b) (D? +4)y =0,

c) (D—1)*=4)(D—3)y =0,
d) (D—-3)?%y=3+¢%

2. Determine a solucao de

Up = 2tUzy — U para (z,t) € [0, 7] x [0, +o0],
u(0,t) = u(m,t) =0 parat € [0, +o0,
u(x,0) = up(x) para x € [0, 7],

onde uy é uma funcao dada.

3. Sejam f e g duas fungoes em L?(—m, ) Escreva uma expressao para a
projeccao de g em f.

4. Seja A uma matriz n X n real anti-simétrica, e X : R — R" uma solucao
de

X = (=1 - A)X.

Consegue estimar a evolucao da || X||? Justifique.



Céalculo Diferencial e Integral II1
2° Mini-Teste - 28 de Novembro de 2024
LEAer

Resolugao

a)

(D*+9)y =0 < y = ¢; cos(3t) + ¢y sin(3t).
b)
D?*—9y=(D=3)(D+4+3)y=0<y=ce’ +cpe .
( y y y
c) A equagao

(D+1)*=9)(D+4)y = (D+1-3)(D+1+3)(D+4)y
(D—-2)(D+4)*y=0

tem como solugao geral

y = c1e? + cpe ™+ cgte™.

d) A equagio (D + 2)%*y = e % + 1 tem como solugao geral
2

t 1
Y= cle_% + 02t€_2t + 56_% + Z

2. Atendendo as condigoes fronteira de Dirichlet homogéneas, para cada t
fixo prolongamos u( - ,t) como fungao impar em x e periddica de periodo 2.
O prolongamento pode ser desenvolvido em série de Fourier:

o)

u(z,t) = Z [a,(t) cos(nx) + by, (t) sin(nz)]

n=0

= Zb sin(nx)

As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na equa-
¢ao diferencial, obtém-se

o0

Z v, (t) sin(nx) i ) sin(nz) — 2t Z by, (t) sin(nz)



Resolucao do teste de CDI IIT - 28.11.24 2

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n,
V,(t) = —(n® + 2t)b,(t).
Segue-se que
2 2
b(t) = cpe™ ™t

Logo, a funcao u é

[ee)
u(z,t) = che*”%*t2 sin(nz).

n=1

A equagao diferencial estd formalmente satisfeita. Para garantir a condigao
inicial, devemos ter

u(z,0) = chsin(nx) = wup(x).
n=1
Deduz-se que os ¢,’s sao
1 (7 ) 2 [T )
Cpn = —/ up(z) sin(nz) de = —/ uo(z) sin(nz) dx.
T ) x T Jo

3. A projeccao de f em g é

g\ g (f.9 [, [f@g(e)de
(f’ ng) loll ~ o’ ™ T 2@y de

4. Recorde-se que
(AX,Y) = (AX)TY = XTATY = (X, ATY),

e que o produto interno é simétrico (X,Y) = (Y, X). Como A é anti-
simétrica, (AX, X) = (X, ATX) = —(X, AX) = —(AX, X). Logo, (AX, X) =
0. Segue-se que a derivada do quadrado da norma de X ¢é

(HXHQ)/ = (X>X), :(X’X)+(X>X) - Q(X’X)
20+ A)X,X) = 2(X, X)+2(4AX, X)
= x|

Este igualdade implica
IX@)I1F = e X (0)]*.

Conclui-se
X ()] = eI X (0)]-



Céalculo Diferencial e Integral II1
2° Mini-Teste - 28 de Novembro de 2024
LEAer

Resolugao

a)
(D?* —4)yy=(D—-2)(D+2)y =0y =ce” +cye .

b)
(D? 4+ 4)y = 0 & y = c1 cos(2t) + ¢y sin(2t).
c) A equagao

(D-12-4)(D—-3)y = (D-1-2)(D—-1+2)(D—3)y
= (D=3)*(D+1)y=0

tem como solugao geral

y = 1€’ + cote + cze .

d) A equacgio (D — 3)*y = 2 + €3 tem como solugao geral

12 2
Yy = clegt + Cgt€3t + 56& + §

2. Atendendo as condigoes fronteira de Dirichlet homogéneas, para cada t
fixo prolongamos u( - ,t) como fungao impar em x e periddica de periodo 2.
O prolongamento pode ser desenvolvido em série de Fourier:

o0

u(z,t) = Z [a,(t) cos(nx) + by, (t) sin(nz)]

n=0

= Zb sin(nx)

As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na equa-
¢ao diferencial, obtém-se

e} o)

Z b, (t) sin(nx) Z —2n?th, (t) sin(nx) — Z b, (t) sin(nz).

n=0 n=1



Resolucao do teste de CDI IIT - 28.11.24 2

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, para todo o n,
V,(t) = —(2n*t + 1)b,(1).

Segue-se que
242
b(t) = cpe "0t

Logo, a funcao u é

o0
u(z,t) = che’”QtQ’tsin(nx).
n=1

A equacgao diferencial estd formalmente satisfeita. Para garantir a condicao
inicial, devemos ter

u(x,0) = chsin(nx) = up(x).

Deduz-se que os ¢,’s sao
1 T . 2 T .
Cn = — up(z) sin(nz)der = — | wup(z)sin(nz) dz.
0

L - s

3. A projeccao de g em f é

fFN f (Lo, Jo f@gle)de
(g’ Hfll) I = Py

TR /).

4. Recorde-se que
(AX,Y) = (AX)TY = XTATY = (X, ATY),

e que o produto interno é simétrico (X,Y) = (Y, X). Como A é anti-
simétrica, (AX, X) = (X, ATX) = —(X, AX) = —(AX, X). Logo, (AX, X) =
0. Segue-se que a derivada do quadrado da norma de X é

(X)) = (X,X) =(X,X)+ (X, X) = 2(X,X)
= 2(-I+A)X,X) = —2(X,X) +2(AX, X)
—2[ X2

Este igualdade implica
IX (@7 = e IX(0)].

Conclui-se
X (t)] = e " X(0)]].



