Célculo Diferencial e Integral I11
2° Mini-Teste - 30 de Novembro de 2023
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Sejam a, f € R, e seja u € RT. Determine a solucao geral de

y" — iy = acosh(ut) + Bsinh(put).

e‘+e”®
2

, sinh s = “=¢" (cosh s)’ = sinh s, (sinh s) = cosh s.

Nota: coshs = 5

2. Determine a solucao de

Uy = %um +14+1¢ para (z,t) € [0, 7] x [1,+o0],
Uz (0,t) = ux(m,t) =0 parat € [1,+o0],
u(z, 1) = uy(x) para z € [0, 7],

onde u; é uma funcao dada.

3. Suponha que A € R* é um valor préprio de A com multiplicidade algébrica
igual a 2 e com multiplicidade geométrica igual a 1, correspondendo-lhe o
vector préprio v e o vector préprio generalizado w. Determine as solucgoes de

X" =AX

da forma
X(t) = c(t)v + d(t)w.

(4)
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Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Sejam a, f € R, e seja u € RT. Determine a solucao geral de

y" + iy = acos(ut) + Bsin(ut).

2. Determine a solucao de

Uy = %um +t+t2 para (x,t) € [O, g} X [1, 400l
uz(0,1) = uy (g,t) =0 parat € [l,+oo],
u(z, 1) = uy(x) para x € [ 51

onde u; é uma funcao dada.

3. Suponha que A € R~ é um valor préprio de A com multiplicidade algébrica
igual a 2 e com multiplicidade geométrica igual a 1, correspondendo-lhe o
vector préprio v e o vector préprio generalizado w. Determine as solucgoes de

X"=AX

da forma
X(t) = c(t)v + d(t)w.

(4)
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Resolucgao

(D? — i*)y = accosh(ut) + Bsinh(ut) = (D* — u?)’y =0
&y = 7y cosh(put) + dsinh(ut) + cst cosh(ut) + eyt sinh(pt).
Substituindo na equacao original, obtém-se
(D* — 1i?)(y cosh(ut) + d sinh(put) + cst cosh(put) + cqt sinh(ut))

= accosh(put) + B sinh(put)
& (D? — p?)(cst cosh(ut) + cqt sinh(put)) = a cosh(ut) + Bsinh(put).

Uma vez que
D?(uv) = u"v + 2u'v' + uv”,
tem-se
(D? — p?)(tcosh(ut)) = 2usinh(ut) + p*t cosh(ut) — p*t cosh(ut)
= 2usinh(ut),
(D? — p?)(tsinh(ut)) = 2pcosh(ut) + p*tsinh(ut) — p*t sinh(ut)
= 2ucosh(ut),

A solugao geral da equacao é
y(t) = ycosh(ut) + 0 sinh(put) + ;t sinh(ut) + QEt cosh(put),
1t 1t

onde v e ¢ € R.

2. Atendendo as condicoes fronteira de Neumann homogéneas, para cada t
fixo prolongamos u( - ,t) como fun¢éo par em x e periddica de periodo 27. O
prolongamento pode ser desenvolvido em série de Fourier:

WE

u(z,t) = [a,(t) cos(nx) + by, (t) sin(nz)]

i
o

NE

a,(t) cos(nz).

3
Il
o
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As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na equa-
cao diferencial, obtém-se

2

Z a,(t)cos(nr) =1+ 1° + Z - —an(t) cos(nx).

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, vem

ap(t) = 1+,
n2
a,(t) = —Tan(t), para n > 0,
t4
ag(t) = Co—i-t—i-z,
a,(t) = cpe T = eIt = o 4 o tc?’ para n > 0.

Logo, a funcao u é
tt = ¢
u(r,t) = co+t+ 1 + n; tTnQ cos(nzx).

A equacgao diferencial estd formalmente satisfeita. Para garantir a condicao
inicial, devemos ter

5 o0
u(z,1) = co+ 1t nz:lcn cos(nx) = wui(x).

Deduz-se que os ¢,’s sao

5 1 T 1 [7
CO+Z = 5 _Wul(x)dx = ;/0 uy(z) de,
5 1 [™
Co = —Z—i‘;/o Ul(l')d.T,

1 [T 2 ("
Cp, = —/ ul(x) COS(’/LZL‘) dr = — / ul(x) COS(’/L:L‘) dl‘, para n > 0.
0

7y - T
3. Substituindo X = cv 4+ dw na equacao diferencial e atendendo a que
Av = Xv e Aw = \w + v, vem
X"=v+d"w=AX = A(cv + dw) = Aev +d(Aw +v) = (Ac+ d)v + Adw.
Portanto, devemos ter

At) = Ae(t)+d(t),
d'(t) = M(t).
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Como \ é positivo, existe p > 0 tal que A\ = p?. A equacao para d pode
escrever-se na forma

(D? — p?)d = 0.

Logo,
d = accosh(ut) + B sinh(put).

Segue-se que
(D? — i*)c = accosh(put) + Bsinh(ut).

Da resposta a pergunta 1 tira-se que
. a 15}
c(t) = ~ycosh(ut) + d sinh(ut) + 2—tsmh(ut) + 2—t cosh(put),
1 I
Conclui-se que

X(t) = <”y cosh(pt) + 0 sinh(put) + zgt sinh(ut) + %t cosh(,ut)) v
u
+ (o cosh(ut) + B sinh(ut)) w
= ~cosh(ut)v + dsinh(pt)v + « (2i sinh(ut)v + Cosh(ut)w)
0

+5 (% cosh(ut)v + sinh(ut)w) .



Céalculo Diferencial e Integral II1
2° Mini-Teste - 30 de Novembro de 2023
LEAer

Resolucgao

(D? + i)y = accos(ut) + Bsin(ut) = (D? + p?)*y =0
&y = ycos(ut) + 0sin(ut) + cst cos(ut) + ¢4t sin(put).
Substituindo na equacao original, obtém-se
(D? + 1) (y cos(ut) + & sin(ut) + cst cos(put) + cqt sin(ut))
= acos(put) + [ sin(put)
& (D? + p?)(cst cos(ut) + eat sin(ut)) = avcos(ut) + Bsin(put).
Uma vez que
D?(uv) = u"v + 2u'v' + wv”,
tem-se
(D? + p?)(tcos(ut)) = —2usin(ut) + p*t cos(ut) + pt cos(ut)
= —2psin(ut),

(D? + ) (tsin(ut)) = 2pcos(ut) + ptsin(ut) + p*t sin(put)
— opucos(ut),

A solugao geral da equacao é
: a . B
y(t) = v cos(ut) + o sin(ut) + 2—ts1n(,ut) - 2—t cos(ut),
I 1t

onde v e ¢ € R.

2. Atendendo as condicoes fronteira de Neumann homogéneas, para cada t
fixo prolongamos u( -, t) como fungdo par em z e peridédica de periodo m. O
prolongamento pode ser desenvolvido em série de Fourier:

WE

u(z,t) = lan(t) cos(2nx) + by, (t) sin(2n)]

i
o

I
NE

a,(t) cos(2nx)
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As condigoes fronteira estao formalmente satisfeitas. Substituindo na equa-
cao diferencial, obtém-se

2

Z al,(t) cos(2nz) =t +t* + Z - —an( ) cos(2nx)

n=0

Por unicidade dos coeficientes de Fourier, vem

ap(t) = t+12

4 2
a (t) = — %an(t), para n > 0,
23
t) = S
&0( ) Co + 5 + 3,
_ a2 g —4n?Int —4n? Cn
a,(t) = cpe” )7t = ¢pe = cpt = para n > 0.
Logo, a funcao u é
2 43
t Cn
u(z,t) = co+ 3 + 3 + yre cos(2nz).
n=1

A equagao diferencial estd formalmente satisfeita. Para garantir a condigao
inicial, devemos ter

5 [e.e]
u(z,1) = co+ 6 + ch cos(2nz) = wuy(x).

n=1

Deduz-se que os ¢,’s sao

1 [z 2 (2
co+§ = —/ uy(z)de = —/Qul(x)da:,
6 mJ_ T Jo

[SIE]

[ME]

5 2 [®
Co = —64‘;/0 Ul(l')d.T,
2 [2 4 2
c, = —/ ul(x) COS(Z’/LZL‘) dr = —/ ul(l‘) COS(QTLI‘) dlL‘, paran>0.
™ J_= ™ Jo
2

3. Substituindo X = cv 4+ dw na equacao diferencial e atendendo a que
Av = Xv e Aw = Aw + v, vem

X"=cd"v+d"w=AX = A(cv + dw) = Aev + d(Aw +v) = (Ae + d)v + Adw.
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Portanto, devemos ter

At) = Ae(t)+d(t),

d'(t) = M(t).
Como ) é negativo, existe 1 > 0 tal que A = —pu2. A equacao para d pode
escrever-se na forma
(D? + p?)d = 0.

Logo,
d = acos(ut) + B sin(ut).

Segue-se que
(D* 4 p?)e = accos(ut) + [sin(put).

Da resposta a pergunta 1 tira-se que
. a . 5}
c(t) = vy cos(ut) + dsin(put) + —tsin(put) — ——t cos(ut),
20 2u
Conclui-se que

X(t) = ('y cos(put) + dsin(ut) + %t sin(ut) — %t cos(,ut)) v
+ (acos(put) + fsin(ut)) w

t
= ~ycos(ut)v + dsin(ut)v + « <2— sin(put)v + cos(ut)w)
0

+3 (— i cos(pt)v + sin(ut)w) :



