Célculo Diferencial e Integral I11
2° Mini-Teste - 7 de Dezembro de 2022
LMAC

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Seja
-1 -1
N
Calcule e, Determine ainda a solucao do problema de valor inicial

X' = AX,
X(O):“].

2. Resolva o problema de valor inicial escrevendo y explicitamente e simpli-
ficando a resposta.

a)

b)
c)

3. Determine uma descricao paramétrica das curvas ortogonais a todos os
elementos da familia {v., ¢ > 0}, onde . é a curva descrita parametricamente
por

t — (t,tan(ct)), parat € (O, ;) :
c
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1. ) '
1 11[-2 0 1 1
A:{l—l]_ 00}5{1—1}’
a1 11 1
A 211 -1
[ 111 e’Qt
1 -1 2 1 -1
B 1 e*2t+1 e 2 —1
9 —1 e 241

A solugao do problema de valor inicial é

X(t):e—%“}.

a) Usando a derivada da funcao composta, obtém-se

d 2 d 2
@(y ) = E(t )-

Integrando ambos os membros de 0 a ¢, vem
Y —d=1t"-1 & y=—V3+12

porque y(1) < 0.
b) Trata-se de uma equacao linear. A forma canénica da equagao é

t

’+§ _6_
yr3ivy= %

Um factor integrante é 3. Logo, a equacao é equivalente a
(t3y) =te' = ((t — 1)e')".

2
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Integrando de 1 a t obtém-se
thy — 2= (t —1)e,

o que é equivalente a

2+ (t—1)et
13 '

c) A equagao é separavel. A forma canénica é

y:

y =1.

4 + y?

Esta equacao é equivalente a

ou seja,
/
<arctan %) =2t = (*).

Integrando de 0 a ¢, obtém-se

arctan% — % = arctan y_ arctan 1 = ¢2.

Resolvendo em ordem a y, conclui-se
y = 2tan (% +t2> .

3. A equacgao diferencial de primeira ordem cuja solugao geral é o conjunto
das funcoes da forma

y(t) = tan(ct), para c € R

arctany

y = csec?(ct) = (1 + tan?(ct)) = ;

(1+y°).
As curvas ortogonais satisfazem

, t

y = & (1+9y?) arctanyy’ = —t.

~arctany (14 42)
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Calculando a primitiva

3 y?

Y Y+ 5
1+ y?) arctany dy = + = ) arctan —/ 3 d
/( y) ydy (y 3> y T

3 2y Ly, ¥

y 3 st
= + t d
<y 3)arc any / 115 Y

3
Y 1 2y 1
= (y—l-?) arctany—g/l_i_dey— g/ydy

3 1 2
= (y + %) arctany — gln(l +9?) — %,

conclui-se que as curvas ortogonais satisfazem
3 2 2
Y 1 2 Y t
— ) arctany — —In(1 — = =——=+4d.
(y +3 ) y— ghd+y’) - % 5 T
Mais precisamente, trata-se das curvas, 7y, descritas parametricamente por
(ta(y),y), onde d > 0 e ty: (0,y4) — RT é definida por

3

2 y? Yy
ta(y) = \/2d+ 3In(1+y?) + T =2y + 5 | arctany,

com Y4 0 maximo do conjunto dos y’s positivos tais que o radicando é nao
negativo no intervalo [0, y].

ld b 3
— — bl — 2

4 2 2

As curvas v, para c =2, 1, 3, 3, 1, 5, a azul.

As curvas ng para V2d = %, 3, T, 37”, 27, 3, 4w, a encarnado.
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A solugao do problema de valor inicial é

a) Usando a derivada da funcao composta, obtém-se

d, , d,,
@(y ) = E(e )-
Integrando ambos os membros de 0 a ¢, vem
4t 4 t/4

yt—et=e —et & y=—e'"

porque y(4) < 0.

b) Trata-se de uma equacao linear. A forma candnica da equagao é

3
y/ o Ey — t46_t.

Um factor integrante é 3. Logo, a equacio é equivalente a

t

( ! y) et = —((t+1)e Y.
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Integrando de —1 a t obtém-se
1 —t
t—3y+2: —(t+1)€ ,
o que é equivalente a
y=—20 — (t + 1)t3e".
c) A equagao é separavel. A forma canénica é

y/ — t2

9+ y?

Esta equacao é equivalente a

13, .,
— =3
1+ (y/3)2”

ou seja,
!/
<arctan %) =3t* = (t%).

Integrando de 0 a ¢, obtém-se

arctan vy_r1 = arctan y_ arctan 1 = ¢
3 4 3

Resolvendo em ordem a y, conclui-se
y = 3tan <% +t3) .

3. A equacgao diferencial de primeira ordem cuja solugao geral é o conjunto
das funcoes da forma

y(t) = tan(ct), para c € R

arctany

y = csec?(ct) = (1 + tan?(ct)) = ;

(1+y°).
As curvas ortogonais satisfazem

y = !

— < (1+y?) arctanyy = —t.
arctany (1 + y?) (1+y) vy
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Calculando a primitiva

3 y?

Y Y+ 5
1+ y?) arctany dy = + = ) arctan —/ 3 d
/( y) ydy (y 3> y T

3 2y Ly, ¥

y 3 st
= + t d
<y 3)arc any / 115 Y

3
Y 1 2y 1
= (y—l-?) arctany—g/l_i_dey— g/ydy

3
1
— (y + %) arctany — gln(l +9?%) — %,

conclui-se que as curvas ortogonais satisfazem

3 2 2
Y 1 2 Y t
=— Jarctany — = In(1 — = =——=+4d.
(y +3 ) y— ghd+y’) - % 5 T
Mais precisamente, trata-se das curvas, 7y, descritas parametricamente por

(ta(y),y), onde d > 0 e ty: (0,y4) — RT é definida por

3

2 y? y
ta(y) =/ 2d + 3 In(1 +y?%) + e 2(y+ 5 arctany,

com Y4 0 maximo do conjunto dos y’s positivos tais que o radicando é nao
negativo no intervalo [0, y].

ld b 3
— — bl — 2

4 2 2

As curvas v, para c =2, 1, 3, 3, 1, 5, a azul.

As curvas ng para V2d = %, 3, T, 37”, 27, 3, 4w, a encarnado.



