Célculo Diferencial e Integral 11
Repescagem do 1° Mini-Teste - 17 de Janeiro de 2024
LEAer

Duragao: 45 minutos
Apresente os calculos

1. Determine a solugao do problema de valor inicial

y' +ytant =tant, y(0)= 3.

2. Fazendo a substituicao v = #, determine todas as solugoes da equagao

homogénea

r_ y)2 Y
=(Z) +3%, t>0,
Y (t t
bem como a soluc¢do que satisfaz y(1) = 1.

3. A equacao diferencial
ty" — (1+2t)y'+ (1+t)y=0, t>0,

admite como solucao y = e'. Usando o método da reducao de ordem, deter-
mine a solucao geral da equacao.

4. Suponha que

Determine uma funcao k : R? — R tal que

y(t)=1 +/0 k(t,s)y(s)ds,

ou prove que tal funcao nao existe.
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Resolucao
1. Um factor integrante é
sint _ ]_
eftantdt _ ef Soardt e In|cost| _

| cost|

Podemos escolher ﬁ como factor integrante. Multiplicando ambos os mem-
bros da equacao diferencial pelo factor integrante obtém-se

1 , sint sint

cos ty cos? ty = cos?t’

i () = 3 (er)

Primitivando ambos os membros da equacao diferencial obtém-se

ou seja,

1
cost  cost

Assim,
y =14 ccost.

Para que y(0) = 3 deve escolher-se ¢ = 2. Conclui-se que

y =1+ 2cost.

2. Definindo v = ¥, tem-se y = tv e 3y’ = v + tv'. Assim,
'+ v =10+

Simplificando,
tv = v*. (1)

Esta equacao é separavel, sendo a sua forma candnica
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As equagoes (1) e (2) sao equivalentes se v é diferente de zero. Mas v = 0
¢ uma solugao de (1) para a qual (2) ndo faz sentido. v = 0 corresponde a
y = 0. Primitivando ambos os membros de (2) em ordem a t,

1
——=Int+ec,
v
ou seja,
B 1
 Int+c
Logo, tem-se
= — e R. 3
Y mtte © )

As solugoes da equacao diferencial do enunciado sao a funcao indenticamente
nula e as fungoes definidas por (3). A solucao que satisfaz y(1) =1 ¢é

- t
 1—1Int’

Y

3. O Wronskiano satisfaz
14 2t 1
W’:%W o W= <¥+2)W.
Logo,
W = cef(%“)dt = cte?.

Sem perda de generalidade podemos escolher ¢ = 1,
W = te?.

Atendendo a definicao do Wronskiano,

Yiyh — poyy = te® & elyh — elys = te™.

A 1ltima igualdade simplifica-se para

Yo — Yo = te! < (D—1)y, = tet.

A solucao geral desta equacao é

t2
yo = ve' + §€t7 v eR.
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A solugao geral da equacao do enunciado obtém-se multiplicando este y, por
uma constante porque o Wronskiano pode ser um multiplo do usado acima
com a escolha ¢ = 1. A solucao geral é

Yo = ae' + pt¥et, o, eR.

y(t) = 1+/0t/08y(7)drds

t gt
= 1+/ / y(7) dsdr
0 Jr

= 1+ /0 (t —7)y(r)dr
= 1+ /Ot(t —s)y(s)ds
=1 —i—/o k(t,s)y(s)ds,

com

k(t,s) = (t — s).



